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PREFACIO 


SOBRE ESTA EDIQÁO 


O prindpal foco dcsta nova cdigao fbi aumentar a compreemño estudaníil por mcío dc uma 
rcvisao cuidadosa da cxposigao do texto; a cnagao dc novos lipos de problemas, cni particular 
os Exercídos de Compreensao e os exercícíos de Entocando Conceítos; e a revisao de rnuitos 
excmplos, acrescentando mais passos e reíbrmulando-os para maiordarezu. 

Recursos Computacionais Nesta edigao fornecemos muitos exemplos e exereícios para 
os prolessores qtie queíram utilizar calcnladoras gráñeas, sislemas de computaqao simbólica 
ou oulros programas. Contudo, esses exemplos e exereídos sao impiementadosde tal manei- 
ra que é possível utilizar o texto em disciplinas em que os recursos computacionais sao uti- 
lizados anlplamcntc, moderadamentc ou atc mesmo náo utilizados. Para dar um fimdamento 
só I i do ao uso de s se s rec ursos c om put ac i on a i s, i nc 1 u fmos u ma seq áo dc n o n i i n ada Gráfico $ de 
Ftmgóes Unlizmdo Caladadoras e Reatrsos Comptmcionais (Seqáo 1.2), Novos comentá- 
ríos, denominados Domínio da Tecnologia^ dírecionam os estudantes para apiicaqoes tecno- 
lógicas rcccnles e uleis. ()s exercícíos que exigeni recursos compulacionais cslno marcados 
com ícones para faeílitar a identifieaqáo. 

mternet Este Lexto é suplenientado pelo sitc 

www, w i I ey, co m/co II ege/a n to n 

Exposigáo Revisada Cada pagina, cada cxplicaqáo c eada excmplo foram criticamcnte 
reexaminados e Lívcram sua exposigáo refeiia, ontle necessánOj para levai' os estudantes di- 
reto ao ceme das quesÉóes. Alem disso, os Apcndíccs A a B t C c D da edigao antedor foram 
dcslocados para o siie que aconipanha cste tcxto. Os módnlos Expcmdindo o Horizonte do 
Cálcido agora cstao no site e os estudantes síio dirigidos a eics em parágrafos introdutórios 
aos mesmos, com o endereqo na internet ao íinal dos capfuilos apropriados no texto. 
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NOVIDADES NA OITAVA EDIQÁO 


Exercícíos Novos e Atuaírzados 

Os novos Exercícios de Compreensüo, no início dos exercicios dc cada secáo, con- 
tcm uma coiegáo básica de quatro a oito cxercícios planejados para tocar em aptiddes 
c conceitos básicos da segáo, Os estudantes podem utilizar esses exercícios eomo 
uma maneim concisa de leslar seu conheciinenlo de cada segño. As respostas dos 
Exercfcios de Verilicagáo Rápida aparecem ao final de cada scgáo, 

0 novo eonjunto Enfocando Conceiíos eni cada grupo de exercícios destaca oscxer- 
cícios que sáo rnais conceituais, 

C)s Exercícios de Rcvlsño subslituíram os Exercfcíos SiLpScmcntarcs ao final de cada 
capfmlo. Uma selegao dcsses exercfcios pode ser utilizadapara reverconceitos impor- 
lantes dentro do capítulo tm conslruir as verificagoes do mesmo. Aléin disso, as cole- 
gdes de exercícios foram conferidas e cxpandidas para íncluir uma maíor variedade e 
uma equíválcncía mais aceniuada entre exercfcios pares e ímpares. 


Introdugáo a Fungoes Exponenciais e Logarítmlcas no Início O Capftulo J agora 
conlcni o malcrial básico rclativo a íungocs inversas, logarítinicas e exponcnciais (que na edi- 
gño anterior estava no Capílulo 4). 

Notas Marginais Comcntários margínaLs gerais chatnam a atcncáo para idéias no tcxlo ou 
fornecem idcias adícionais. Esscs comcntários peraís e os denominados Domínio da Tecno- 
lagia suhstitucm os comcntános intitulados Pcmt o Leitor daedigáo anlcrior. 

Análise de Fungoes O material tradicíonal sobre ^esbugo de curvas” aparece conio parte 
da Análisc de Fungócs (Segócs 5J-53). A Segáo 5.3 foi rcvisada para obfer uni equiltbrio 
melhor enlrc os métodos do Cálculo c o uso de rccursos computacionaís no gráfico de í’un- 
cócs. A seqáo sobrc movimcnto retilínco foi íransfcrida para o ftnal do capftulo para facilitar 
a transigáo da discussáo dc gráítcos para o tópíco de máxiinos e mfntmos de fungócs. Assim, 
podemos iratarde apbcagócs mais eedo nesse capítulo. 

Técnicas de Derivagao A seqáo de Técnicas dc Derivagao (Segáo 3.3) é dedicada, agora, 
ás regras básicas: dcrivada dc uma constamc c de potencias de x t a regra do multiplo constantc 
c as rcgras da soma e da diferenqa. As regras do produto c do quocientc lbram dcslocadas para 
uma scgáo própria (Sccao 3.4), 


OUTRAS CARACTERÍSTICAS 


Flexibilidade Esta edigfto foi feita com uma flexibilidade platiejada para servír a um ampío 
espectro de íilosofias clo Calcuto, desde a mais tradicional alé a mais inovadora. Os recursos 
computaciouais podem ser enfatizados, ou náo, e a ordem de muitos tópicos pode ser pemiu- 
tada livrcmcnte para acomodar as necessidadcs cspccíficas do professor, 

Revisáo de Trigonometria Muitos alunos sáo atormentados por deficiéndas em Trigo- 
nometria, de modo que inclufmos uma revisáo dc Trigonometria no Apéiuüce A, 

Notas Históricas Nesta edigáo foram mantidas as notas históricas e as btograñas que, des- 
de suaprimeiraedigáo, sáo uma marcadesle livro. Todoo mateiial biográfico foi destiladode 
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rci’ercncias básieas com o objetivo de capturar as personalidades dos grandes matemátieos e 
traze-Ios com vida aos esiudanies. 


Exercícios Gradafivos Alguns conjuntos de exercícios sao gradativos, coinecando com 
problemas rotindros e progredindo para problemas de maior dificuldade. 

Rigor O desafio tle escrever um bom livro de Cáiculo está cm obícr o equilíbrio coneto 
enlre o rigor c a dareza. Nosso objctívo 6 apresentar uma Matemáiica rigorosa na inaior 
extensáo possível em urn traiamento introdulório. Quando a clareza e o rigor eolidcm, 
cscolhcmos a elareza; contudo, acrcditamos quc c imponante o estudante entender a dife- 
renga entre uma demonstragao precisa e um argumento ínformal, de modo cpie tentamos 
tornar elaro quando os argumeruos apresentados sao infonnais ou para moíivagáo. A teoria 
envolvcndo argumentos de £-$ apareee em segbes separadas, podendo ser estudada ou nao, 
de acordo com a preleréncia do professor. 

Níve! Matemático Este texto foi escríto cm um mvel matcmático quc penuita a prcparacáo 
do estudante para as mais variadas proñssocs que requeiram uma sólida formaqáo matemátí- 
ea, incluindo a Engenharia, várias ciéncias e a Administragao. 

Computagao Gráfica Nesta ediqño fazemos uso extensivo da moderna compulaqáo grá- 
fica para esclarecer conccitos c dcsenvolvcr a hahilklade do esmdame dc visualizar ohjetos 
matemáticos, partícularmentc os do espago tridimensionah Para aqucles que trabalham com 
recursos computacionais, há vários exercícios que foram prqjetados especialmenle para de- 
scnvolver a habilidade de gcrar c analisar curvas c supertTcies matcmáticas. 

Aplicabilidade cío Cálculo Um dos objetivos primários desta ediqáo é estabelecer a re- 
lagáo do Cálculo coni o mundo rcal c com as experiéncias propria.s do osuidanle. Essc tema 
é manLido ao longo de oxemplos, cxcrcicios c módulos. As aplicagñcs dadas nos excrcfcios 
foiam escolhidas para foniecer ao estudante uma idéia da aplicabilidade do Cálculo. 

Equaqoes Diferenciais no fnício As idcias hásicas dc equagocs difcrcnciais, problemas 
de valor íniciai, cainpos de díreqoes e curvas integrais sao introduzidas simultaneamente com 
inlegragáo c dcpois revistas com mais dctalhcs no Capítulo 9. 

Opgáo Paramátrica no Início Dc acordo com a tendéncia modema de discutir as equa- 
gbes paraniélricas no infcio da disciplina, inlraduzimos as eurvas paramélricas na Segáo 1.8, 
para dcpois rcvcro assunto no Capítulo 11 + ondc discuiinms os assuntos relacionados ao Cál- 
culo. Os professores que preferirem a tradicional discussáo das equagoes paramétricas mais 
tardc náo encontraráo problcma alguin em postergar o material dá Scgáo ! .8 atc a discussáo 
sobrc Geomeiria Analítica no CapiTuio ! I. 

Princípíos do Cálculo de Integrais O iradicionai capítulo sobre Técnicas de Integragáo 
é deiiorniuado ”Pi iueípios do Cálculo de IntegraiíT para relletir tima aboniagem mais moder- 
na do material. O capítulo enfatiza méiodos geiais e o papel de recursos computacionais tio 
iugar dc Lruqucs cspccílicos para calcular íntcgrais complícadas ou obscuras. 

Apéndíce de Equagóes Polinomiais Como muitos estudantes tém dificuldadcs em re- 
solver equagbes polinomiais, incluínios o Apendice em que revisamos o Teorema da Fato- 
ragáo, o Teorema do Resto e o proccdímcnto para encontrar rafzes raeionaís. 

Regra dos Quatro A "regra dos quatrcU diz respeito á aprescmagáo dos conccitos dos 
pontos de vista verbal, algébrico, visual e miinérico. De acordo eom a íilosofia pedagógica 
atual, semprc quc indicado, utiiizamos essa abordagem. 



SUPLEMENTOS 


SUPLEMENTOS PARA O ESTUDANTE* * 


Student Soliítions MunuaL Ncil Wiglcy 

0 Mamial dc Solugocs para o Kstudantc (cm ingies) fomccc solugoes dctalhadas para os cxer- 
ciciüs fmpares do livro. 

Uma Variávcl: T$BN 0-47 í -67205-X 
Várias Variávcis: ISBN 0-471 -67212-2 


Student Study Cuide. Brian Camp 

O Guía de Estudos para o Estudante (eni ingles) conLém idéias centrais e sugestoes dc esiudo, 
bem como amostras de provas pata cada se^áo e capítulo do livro. 

Urna Varkfvel: ÍSBN 0-471 -67206-8 
Várias Varíáveis: ISBN 0-47 i -67213-0 


SUPLEMENTOS PARA O PROFESSOR** 


Instructor'S ManiiaL Irl Bívens c Stcphcn Davis 

() Manual do Proressor (em inglcs) fornece cronogramas e planos de ensino para cada segáo 
do livro. A maioria dos planos de ensíno comém uma lista náo numerada dos pontos esscn- 
class a scrcrn cnfatizados. A discussáo dc cada scgáo conclui com uma amostra de trabalho 
de casa para os alunos. 

ISBN 0-471-67202-5 


* Disponív^J SQnienlÉí tio níercaJo noFte-qmericjmo. 

Os pfofL’-ssoícs irilertíksadoseLri neccber malcrial de apoao lem inaLcíij dc\üiin finfrar em comato com a Booknmn EJitora pelo 
eníierec-o secrelíiriaeílitoriíil Sí artmed.com.br e ericamhihnr comprovanli? Je doc^ncifl: 
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fnstnictor^ Solutions \Tamial, Nt'il Wigley 

0 Manual de Solugoes para o Professor (ein ingles} contcni solugoes detalhadas para todos 
os exercíeios do livro. 

Uma Variável: I$BN 0-471 -67203-3 
Várias Varíáveís: ISBN 0-47 í -72429-7 


Test Bank. Hcnry Smith 

() Banco de Testes (cm ingles) contcm uma varíedade dc pcrguntas e rcspostas para cada se- 
gao do livro. 

LSBN 0-471-67204-1 


PARA O ESTUDANTE E O PROFESSOR 


MóduEos Horizonte na Internet 

Alguns capítulos sclccionados lerminam com refcrcncias a módulos na intcrnct denoniinados 
Expandhido o Horizoníe do Cálculo (cm ínglcs). Como o nomc indica, csscs módulos tem o 
propósiio de levar o estudanie uin passo alcm do tcxto tradícional dc Cálculo. Elcs sáo opcionaís, 
podem ser usados cotno projeios para irabalho eni grupo ou individual e podem scr usados pclos 
proícssorcs na discíplina. Por exeniplo, há módulos que trabalham iteragao c sistenias dinámi- 
cos, equagoes do movimento, aplicagáo de Imegragao a projeto de estrada ilc ferro, colisáo de 
cometa com a Tetra e modelagem de furacoes. Esses móduíos podem ser encontrados no site 

\v w w, boo k ma n .c om, br 


OUTROS RECURSOS 


eGrade Phis é uma fcnamenta on-iine podcrosa quc disponíbiliza, tamo para piofessores 
quanto para estudames, uma colegao inlegrada de recursos de ensitio e aprendi/ado num site 
tacil de utilízar (em íngiés). O eGrade Plus eslá organizado em torno das ativídades esseneiais 
executadas pelo professor e pelo aluno em sala de aula: 


Para Professores 

* Prepare e Apresentet Críe aprescntagócs de aulas uülizando lodos os rccursos oferecidos 
pelá Wiley, tais eonui versoes on-line do livro, tipresenlagóes em PowerPoint e símulagóes 
ínierativas, tornando maís clicicnlc scu tcmpo dc prcparo dc aula. Esscs conicúdos podem 
ser facilmenle adapíados, personalizados e completados para atender as demandas de sua 
disciplitia. 

* Críc IVabulhos dc Casaí Automati/.c a elaboragáo e a corregáo de trabalhos de casa e dc 
testes utílízando bancos dc testcs fornecidos pela Wiley ou escrevendo seu próprio banco. 
Os trabalhos dc casa dos alunos sei áo automaticamerUe avaliados c as notas langadas cm 
sua planilha de notas. eGrade PIus pode estaheleeer vincuios entre os problemas passados 
para casa e as segócs on-linc do livro, dísponibilizando um assessoramemo contextualiza- 
do para os alunos. 

* Rcgistre o Pi'ogresso dos Alunos: Mantenha um regístra do progresso dc scus alunos 
atraves dc uma planilha das notas, quc Ihc permitirá analisar resultados individuais e glo- 
bats da ctasse para dctcrminar seu progrcsso e nívet dc cnicndim.cn to. 

* Administre sua Disciplína: eGradc Plus podc scr facilmcntc intcgrado com outros sis- 
lemas dc adminislragáo dc dasse, planilhas dc nolas ou outros rccursos quc possam cslar 
scndo ulílizados cm sua disciplina* * lomcccndo flcxibiiidade para construir sua prapria 
dísciplina, com scu próprio cstílo. 
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Para Estudímltíj 

() cGradc Plus da Wiley íbrnecc rctorno insUintaneo aos trabalhos dc casa c uin tcsouro dc 
maierial de apoio, Essa rerramenia poderosa vai ajudar seus alunos a desenvolver a com- 
prccnsao conceilual do matcrial de aula e aumentar sun hahilidadc de resoiver problemas. 

* Study&Practice: a área “Estude e Pratique ,í (cin inglés) está vinculada direlamente ao 
conteudo do Jivro, penmitíndo aos estudantes rcvisar o texto enquanto cstudam e elaboram 
os trabalhos de easa. Esse pacote inchii os seguintes: 

* Solu^oes de Cálculo utili/ancio JustAskl (Marca Registrada) (ein íngles) inciui pro- 

blemas que $e rclacionam com niatenal dos capitulos, tutoriais íntcrativos, solugoes e 
respostas detalhadas e oriemagoes para solugoes. 

* fíxplora^oes do Cáleulo (em ing!£s) consiste numa séne de aplícativos intcrativos 
Java que perniitem ao esiudante explorar o signiJíeado geoniétrieo de muitos eoneeilos 
centrais do Cálculo 1. 

* Rcvisao de Álgcbra e Trigonomctria (em inglés) é uina rcvisao orientada, com rittno 
ditado pdo usuiírio, de tópicos cenlrais daÁlgebra e Trigonomelria que sao essenciais 
ao dominío do Cálctilo. 

* O Manual dc Solugoes para o Estudantc (em inglés) conlem solu^oes deialhadas 
para exercícios selecionados do Jivro. 

* O Guia de Estudos para o Estudantc (eni itigíés) oíerece sugestoes e dieas de estudo, 
idéias e conceitos centrais e amostras de testes e provas. 

* Testcs On-Linc de Cálculo (em inglés) oferece oponunidades para auto-avalíagao de 
estudantes. 

* Assignment: a área “Trabalho de Casa” (em inglés) mantém num mesmo lugar todos 
os trabalhos que vocé quer que seus alunos completem, facilitandodhes manter-se em dia. 
Os cstudames ícrao acesso a unia variedade dc fbrramentas intcrativas de resolugáo dc 
problemas, bem como outros reeursos para aumentar sua conlianqa e emendimento. Além 
disso, niuitos trabalhos dc casa contém um tink para as scgóes corrcspondentes do livro 
mukímídía, fornecendo aos estudames auxítioconiexiualí/adodo assuntoesiudado que os 
ajuda a veneer os obsláculos na resolugáo de problemas á medída que apareeeiem. 

* Gradebook: uina Planilha Pessoal de Notas (cm inglés) pcmiíle que eada aluno confira 
suas notas dc irabalhos antcriores a qualqucr momento. 

Por favoi; visite o site \v\v\v t \vüey*coin/college/anton (em inglés) ou confira uma demonstra- 
gáo att-tine em w v\ w.\viley*com/college/egracleplus. Aqui podcin scr cncontradas informa- 
góes adieionais (eni inglés) sobre as caracterísiieas o vantagcns dc cGrade Plus, como solicí- 
tar um test drive de eGrade Plus para esle livro e conio adaplá-lo para uso em classe. 

The Faculty Resource Network A Rede de Recursos para o Corpo Docente (em in- 
glés) é uma rede para o uso de professorcs. mantida por professores do Ensino Superior 
dedicados ao cíetivo uso de feenologia ém sala de aula. Essc grupo pode ajudá-lo a aplicar 
técnicas inovadoras em sala dc aula h ímplemcmar pacotes específicos de aplícativos e adaptar 
a utíllzagáo de recursos ás necessidades especííieas de eada turma. Solicítc maís infonnagócs 
ao seu repicsentanic local da Wüey. 
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nogao defim^ao. 

— Thiímas J. MLContiaok 

Emaístü e 
Tradator Ciertiífico 


FUNCÓES 


m dos temas maís importáfites do Cálculo é a anáüse das relagctes entre quantidades 
físicas ou matemáticas.Tais relagdes podem ser descritas em termos de gráficos, 
fórmulas, dados numéricos ou palavras. Neste capítulo, desenvolvoremos o conceito 
de rF furtgáo FP , que é a idéia básica subjacente á quáse todas as relagdes maternátícas e fisicas, 
náo importando como sáo expressas. Estudaremos as propriedades de algurnas das fungóes 
mais básicas que ocorrem no Cálculo, incluindo as fungoes polinomiats, trlgonométricas, 
trigonométricas inversas, exponencíais e logarítmicas, Para os leitores que gostariam de 
estudar as aplicagdes mais a fundo r fornecemos uma segáo opcional que introduz o uso de 
curvas de reqressáo para modelar dados do mundo real. Concluímos o capítulo com uma 
discussao de curvas do plano que sáo melhor descritas utilizando um par d'e fungóes. (Esse 
material relativo a F! curvas paramétricas" pode ser adiado até mais tarde, se for conveniente.) 


Fotoi O desenvolvimento do Cálculo nos séculos XVII e XVIIIfoi motivado pcía necessidade de entenderfenomenos físicos como 
gs morés, as fases da ímu, a nuturem da luz e a gravidfíde* 

1.1 FUNQÓES 

Nestase 0 odefmiremosedesenvoiveremos o conceito de if ftm<¡Üo'\ que éo objeio matemático 
básico litilizado por cientistas e matemáticos para descrever reiaqdes enire quantidades 
variáveis. As fim 0 es desempenham uin papel centrai no Cák ido e em suas aplica 0 es. 


■ DEFINICÁO DE UMA FUNQÁO 

Muitas íuí$ ciomfficas C muilos princípios tlc Engcnhariu descrcvem como unia quamida- 
de depende de outra. Em I 673 t essu ideiu foi íonnalí/ada por Leihniz. que cunhou o termo 
fungao para índicar a dependencia tle urna quantidade crn rclagao a uma ouira, conforme a 
deíinigáo a seguir. 


UJ DKHNi^ÁO Se uma vaiiável v depcnde de uma vuriáve! x de tal. modo que cada 
valor dc x determina exatamente uin vaíor dc y\ cntáo di/cinos que y é uma funqáa de x . 


Quatro maneiias usuais de representar fungdes sáo: 

* Numcrícamcntc com tabeias • Geometrícamente com grátícos 

• Verbalmente 


A1 g cbricamente com tdrinulas 








2 Cálculo 


Tiibela 1J J 

VELOCIDADES E)K QUAIJPICAQÁD 
MAS 500 MILHAS DK INDIAMÁPOLIS 


AKÍ) / 

VEHJCIDADK S 
(milluK/hora) 

1987 

215,390 

1988 

219,198 

1989 

223.885 

1990 

225.301 

1991 

224,113 

1992 

232.482 

1993 

223.967 

1994 

228,031 

199 5 

231.604 

m(y 

233.100 

1997 

218,263 

1998 

223.503 

1999 

225,179 

2000 

223.471 

2001 

226.037 

2002 

233,342 

2003 

233.726 

2004 

222.024 


0 método dc rcprescnUiQíU.) niuiias ve/cs depende <ic eomo surgiu a funqáo, Por cxemplo: 

• A Tabeia 1.1.1 mostra a velocidade de qualiíicaeao S para a poíe na corrida de 500 
milhas dc Indianápolis conio uma fungáodoano t. Hácxatamente um valordc S para 
cada vaior dc t , 


• A Figura IJ J é uni registro gráfico cic um terremoto feito por um sismógrafo, O grá- 
iico dcscrcvc a dcllexáo D da ugulha do sismógrafb como uma funqáo do tcmpo Tdc- 
corrido dcsde o instante em quc o abaio deixou 0 epicentro do lerrcmoio. Há cxatá" 
mente um valor de D para cada valoi de T . 

• Aigumas das mais conhccidas funqoes surgem dc fórmulas; poi exemplo* a fórmula 
C- 2 nr cxprcssa o comprimento da circunfcrencia C dc uni círculo como uma fun- 
gáo do raío r do eírculo. Há exatamente um valorde C para eada valor de r. 

• Algumas vczcs, as íunqSes sáo deseritas cm paiavras. Por exemplo, a Lei da Gravi- 
laqáo Uníversal de Isaac Nevvlon é, IVcqüentemente, enunciada da seguinic iorma: A 
lorqa gravitacional de atraqáo emrc dois eorpos no Uníverso 6 diretameme propor- 
cion al ao produto de suas niassas e inversamcnte proporeional ao quadrado da dis- 
táncia entre eles. Esta é a dcscncáo verbaí da fórmula: 


F = G 


ntitni 


na qual F é a forga cle atragáo, nt , e m 2 sao as massas, r é a distáncia cnlrc os corpos 
e G é uma consiante. Se as massas sáo constantes, entáo a descrigáo verbal define F 
como uma funqáo de r. Há cxatamcnte um valor de / paracada valor de r. 



Enlfada i 


r 



Figura I J.2 



Na metadc do scculo XVIII, o matcmático sufgo Leohnard Hulcr (pronuncia-sc ^oilcr”) 
coneebeu a ídeia de denoiar lungocs pelas lctras do allábeto, tornando possível, dcsse modo, 
trabalharcom fungóes sem aprescntar fórmulas cspecíücas, gráficos ou tabelas. Para cntendcr 
a idéia de Euler, pense numa lungáocomo sendo um programa de computador que toma uma 
entmda ,v, opera corn ela de algutna forma e produz exatanientc umn saiday. O programa de 
eomputadoré um objeto por si só, assim podemos dar-lhe um nome, digamos f. Dessa forma, 
a íimqáo / (o programa de eoniputador) associa uma tinica saída y a cada entrada a (Ftgura 
1J .2). Jsso sugere a dcíinigáo seguintc. 


Ll.2 DFriMCÁO Urna funqao / é uma rcgra que associa uma linica saída a cada 
entrada. Se a entrada for denotada por x, entáo a saída é denotada por /(x) (leia-se “/ 
de jF). 


Nessa definigáo, o tcrmo única significa ib exatamentc uma 7 \ Assitn, uma fungáo náo 
podc produzir duas safdas diferentes eom a mesma cntirada, Por exeniplo, a Figura LL3 
mostra um grático dc dispcrsáo de pcsos versus idadc para uma amosíra alcatória dc 100 


Ftgura LL3 


























































Capítulo t / Fungóes 3 


cstudantcs universitários, Bsse gráñco tíc dispersao náo tíescrcve o pcso W como uma fun- 
da idade ,4, pois há alguns valores de -4 com mals de um valor correspondente de W. 
Lsso é esperado, uma vez quc duas pcssoas com a mesma idadc nao tém, neccssariamcnte, 
o mesmo peso. 


Tabela LL2 


.? 

0 

1 

2 

3 

y 

3 

4 

-1 

6 


■ VARIÁVEIS INDEPENDENTES E DEPENDENTE3 

Para uma dada cntrada jc, a saída tíc unia l’uncao/é dcnominada valor tíc /cm .v, ou imagem 
dc x porf. Muitas vczes denotamos a saída dc uma funqao por uma lctra, digamos v, c escre- 
vemos 


>• =fl x ) 

Lssa cquagáo cxprcssáv como uma í’ungao dc jc; a variávcl xé dcnominatíá variável independen- 
íe ou argumento de/, c a varíável y e denomínada variável dependeníe tíc/. Essa LcrminoJogÍa 
tem o objelivo tíe sugerír quc .v está üvic para vaiiar, mas } uma vez datío um valor especíñco para 
a; o valor corrcspondente dc y esiá detcrminado. Por cnquanto, considcramos apenas fungóes cm 
que as variáveis independeníe e dependeme sáo mimeros reais, caso em que dizemos que/é uma 
funqao reaí de uma variavel reaL Adiame considcraremos outros tipos de fungoes. 


► Exemplo 1 


A Tabela IJ .2 descrcvc a rctagao funcional y =/(.v) cm quc 


m = 3 

/(!) = 4 
/(2) = “1 
/( 3 ) - 6 


f ílSSOCÍJt V = 3 CL.t = t> 


f iissociii y-4u.t¡' = ! 


í assoday = -l xx = 2 


f associa v = 6 a.ts3 


4 


► Exemplo 2 A equagáo 

v - 3 a 2 - 4 v 2 

cst¿r na forma v —jix) cm quc a l’unqao/é tíada pcla fórmula 

jlx) = 3/ - 4x * 2 


Leonhard Euler (1707-1783) Euíer foi, provavel- 
meniét o cmiis prolítico de todos os matemáiicoSt Foi 
ditoque “Euler fazía matemática táo facilmente quan- 
to a maioria dos homens respira’L Ele nasceu em Ba- 
scl. Stiíga, c era filho de um ministro prótestantCt o 
qual, por sua vez. já estudara Matemática. O genio tíe 
Euícr so descnvolvcu cedo. Elo freqiientou a Universidade dc 
Bascl c, aos J6 anos, obtcve siimiltaneamcntc os titulos dc 
BachareJ em Artes e Mestre em Fi losolia. Enquamoestava em 
Bascl. leve a sorte tíe ser oricntado Lim dia por semana pelo 
notávd maiemáiíeo Johann Bernoullí, Sob a pressáodo pai, 
comegou a estudar Teologia. Contudo, o fascínio pela Mate- 
málica era muito grande e, aos 3 8 anos, comegou a pe&quisar. 
Nao obstaiue, a inñuéncia do pai era muíto fórte e seus esLu- 
dos teológícos persistiram, e assím por toda a vida Euíer foi 
profundamentc religioso c simples. Em perfodos difcrentes. 
ledonoti na Academia dc Ciéncias tíc Sáo Petersburgo (Rus- 
sia). na Lníversidadc de Bascl e na Academia cle Ciéneias tíe 
Bcrlim. A energia e a capacidadc de trabalho dc Eulcr oram 
praticamentc llimitadas. Seus trabaihos acumulados iormam 
mais de 100 volumes in-quario (folha de papei dobrada duas 


ve/.es) e acredita-se que muito de seu trabalho tenha sido per- 
dido. É partieularmente espantoso que nos dhimos 17 anos 
dc stta vida, quando maís produziu, estava cego! A memória 
impecável dc Euler era fenomcnal. Mais cedo em sua vida, 
memorizou a Eneida dc Virgílio e, com 70 anos, era eapaz 
dc recitar a obra ínteira. Além disso, potíia tíar a primeira e 
a úHima scntenga de eatía página do lívro mcniorízado. Sua 
habüidade em resoiver problemas decabega era inacredilávd. 
Ele solucionava de cabega grandes probiemas do movimento 
lunar que frusLravam Isaac Newton e, em eeria oeasiáo, l'ez 
um complicado cálculo dc cabcga para encerrar uma discus- 
sáo entre dois cstudamcs, cujos cálculos diferíam ua qüinqua- 
gésima casa decimal, 

A partir de Leíbniz e Newton, os resultados em Mate- 
mátiea se desenvolveram rápidae desordenadamente. ü génio 
de Euler deu uma cocréncia á paisagem Matemática. Eic foi 
o prinieiro matcmático a trazer toda a forga tío Cálculo para 
resolvL'r problemas da Ffsícu. Ele fez comribuigócs importan- 
tes a viruialmentc todos os ramos da Matcmática bem como h 
leorSa da óptica. dos movimentos plaueiários, tíu eletricitíatíe, 
tío magnetismo e tía mecánica geral. 

























4 Cálculo 


Pum cada emrada x f a saída conespondcnte v e obüda subsiituindo x nessa fórmula* 


/(()) = 3(0) 2 - 4(0) + 2 = 2 

/(-1.7) = 3(—1,7)2 — 4(—1,7) + 2 = 17.47 

/( 72 ) = 3 ( 72 )- -472 + 2 = 8 - 4/1 


/ ¡kssfldéi y = 2 n i = 0 


/ ¡kbüocía y = 17.47 ;i 3 = j 3.7 


/ assodéi y = K - -I vT? a .v — V7 


■ GRÁFICOS DE FUNpÓES 

Se / for uma funeao de uma variável real a valores reais, enlao o gráfico de / no plano 
xy 6 definidQ conio sendo 0 grálico da equaqao v — f(x). Por exempio, o gráñeo da fun- 
$ao x ú o gráfico da equagao y = x que aparece na Figura 1. 1.4. Essa ílgura lambem 
nmsira os gráficos dc algumas outras fungoes básicas, possivclmentc eonhceidos. Na 
próxima se^áo, vamos diseiuir técnicas para a eonsiru^áo de grálicos de funqoes usando 
computadores c calculadoras. 


Cümú <fx é irriagínáriú púra vñi<v 
res negativüs Ue x, náú hé püntos nú 
gráfico de y = *fx na regiao em qua 
.v < 0. 






Figura IAA 



Figura l.li A coordenada y üe um 
ponto rto grállco dc y =/(y) é o valor 
cltí/na coordenada x con cspoiujeiUü. 


Os gráficos podem fornecer informagáo visual impoitanlcsobic uma fung T ao. PorexempIo s 
como o gráfico de umu funqáo/no plano .vy e o gráfico <ia equaQao y =fixh os pontos do gráfieo 
sáo da forma (x, j{x)), ou seja, a coúrdenada y de um ponto do gráfico defé o valor defna co- 
ordenada x correspondente (Figura 1.1.5). ()s valores dc i para os quais/í.v) = 0 sáo ás coorde- 
nadas x dos pomos nos quais o gráíico de/interseeta o eixo x (Figura 1.1.6). Fsses valores sáo 
dcnominados zeros de/ raízes de /f.v) -1) ou pontos de corte de y -fix) com o eixo x. 


M OTESTE DA RETA VERTICAL 

Ncm toda curva no plano .vy c o gráfico dc uma funqáo. Por exemplo, considerc a curva na 
Figura 1.1.7, que é eonada em dois ponios distintos (a t b) e (a, c) por uma reta verticab Rssa 
curva náo pode ser o grálico dc y = f(x) t qualquei que seja a fun^áo /; pois senáo tcríumos 


f(a) = b e f(a) - c 
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Figura KL6 / tcm zcros cm jc,, 0 T 
x 2 e ,v v 



Fignrü 1.1.7 Esia curva nao podc 
scr o gráfico dc uma fungao. 


Veja no Apendice G da intornet uma 
revisáo sobre círculcs. 


o que é impossfvel, uma ve/ que / nao pode atribuir dois valores diferentes para a. Assim, 
nao cxiste uma funqao / eujo graíieo seja a eurva dndn. Isso ilustra o seguinte resultado geraf 
denominado teste da reta vertical. 


1.1*3 TfuSTli l).\ RE'l'A VEKTICAL Uífiíi citrvci tio pkmo a v é o gráfico de alguma funqcío 
f se e someate se nenintma reia vertical iniersecta a curva tnais de uma vez* 


► Exemplo3 O gráfico dacquaqao 


1 ■ ™ p- 

a “ + v" — 25 


(J) 


é um círeulo de raío 5 t ccntrado na origem, e assim e\ísteni retas venícaís que cortam o grá- 
fieo niais de uma ve/. Isso tambdm podc scr visto algebrieamente resolvendo (3) para v em 
tcrmos de x: 

y = ± v / 25 — x 2 

Essa equagao nao define v como uma fungáo do a\ pois o lado direiio tem ^vaíores múkiplos” 
no seniido de qtie um valor tle a no inlervalo (-5, 5) produz dois vaíoies eorrespondenles de 
v. Por exemplo, se x = 4, entao y - ± 3, assirn (4, 3) e (4, -3) sao dots pontos do efrcuio na 
mcsnia reta vertical (Figura IJ .8) + Entrctamo, se considcrarmos o eíreulo como a uniao dos 
dois semieírculos: 

y = C 25 - ,v 3 e y = -\/25-x 2 


cada um dos quais define y como uma fungao de x (Hgura U .9), * 





Figura 1J A tiniáo dos semieirculos é 0 cfrculo complcio. 


■ A FUNQÁO VALOR ABSOLUTO 

Lembre-se de que 0 valor ahsoiuto ou grandeza de um número i eal v é definido por 


SimboloE tais como +x e -x s§o enga- 
nosos, uma vez que á tenlador con- 
cluir ser +x positivo e -x negativo. Po- 
rém, isso náo precisa ser assim, pois 
.v pode ser positivo ou negativo. Por 
exemplo. se x for negativo, digamos x 
- -3, enláo --,1 - 3 é positivó 0 +x - -3 
é negativo. 



x > 0 
x < 0 


() efeito de considcrar 0 valor absoluto de liiti númcro é tirar fora o sinal mcnos, sc o númcro 
for negativo, ou deixá-lo como está, se for náo-negativo. Assím, 




| 0 | =0 


Uma discusfio mats detalhada das propríedades de valor absoluio é dada no Apéndice 
E da internel. Porém, por convcniéncía, vamos dar o resumo a seguir dc suas propriedades 


algébricas 
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POMÍNÍO PATECNOLOGtA 

Verilique (2) usando uma calculadora 
gráíica para mostrar que as equagóes 
v = e v — |.x | tém o mesmo 
gráíico. 


1.1.4 i'uoj^iKD VDKs (x) valou arsoi.u'ex) Se a é h sao números reais t emao 

(ü) |—Ol | — |¿if ¡ Um nilmero e scu negativo tcm o nicsmo vEtlor absoluto. 

( b) | ü h | == [¿3 | | h ] Ü vnlor obüoliito clo u m produtu* ¿ iguii! au prütlu to dos velIutüs Eibsol utos. 

(c) \(i/h\ = \fl T /\b\, l? 0 O valorabsolutútkijma ruiüüé arü/lodtovsiicfres íibsoíuiüs. 

(d) |íí “h h\ < |íí| “H |/?| Ádcsigunldadífriangular. 


0 giiífico da íungao f(x) = |,v| pode ser obtido representando separadamente as duas 
partes da eqoagáo 


v = 


x; x> 0 
a < 0 

Para x > 0, o gráílco dc v = x c o raio de inclinagüo i com scu ponto linal na origcm c h para 
x < 0 T o gráfrco de y = -,v é o raio de tnclinaqáo -1 também com seu pomo linal na origem. 
Combinando as duas partes, obtemos o grádco em forma dc V da Figura 1.1.10. 

Valores absolutos guardam relaqoes importantes com raízes quadradas. Para ver isso, 
lembre-se de que, pela Álgebra, todo mimero real posiiivo v tem duas rafzes quadradas, uma 
positiva c a outra ncgativa. Por dcliniqáo, o símboio yT denota a raiz quadrada positiva dc 
a . Para denotar a raiz quadrada negativa, precisamos escrever — X fx. Por exemplo, a raíz qua- 
drada positiva de 9 é V9 = 3, cnquanto a raiz quadrada ncgaliva c — s/5 = —3. (Náo cometa 
o crro de escrever V9 — ±3.) 

Ao simplificar as expressoes da forma é necessárío cuidado, poís nem sempre é 
vcrdado que \fÜP- — x * Essa equagáo c corrcta se x for uao-negativo, porcm faísa para x nega- 
tívo, Por cxcmplo, sc x = -4, cntño 

\fx^ = \í (“-4)" = s/Tó = 4 x 
Uma alirmaqáo quc ¿ correta para todos os valores rcais de x c 


-2 _ 




( 2 ) 


■ FUNQOES DEFINIDAS POR PARTES 

A fungáo valor absoluto f(x) = \x\ 6 um cxemplo dc uma fungáo definida/wparfes, no scníi 
do de que a fórmula para / muda dependendo do valor de x. 


► Exemplo 4 Esboce o gráíico da fungao deíinida por paries pela fórmula 


/00 


0, 



X < -1 
— 1 < X < I 

X > 1 



Sofugao A fórmula para / muda nos pontos x = “I e x = í (denoirtinados pontos de mu- 
dan$a para a l’órmula), Um bom procedimento para elaborar os grañcos de fungócs deñnklas 
por partes c fazé-lo separadamentc sobre os intervalos determinados pelos pontos de mu- 
danga e dcpois nos próprios pontos. Para a í'unqáo / deste exemplo. o grálieo e o segmento 
da reta horizontaí y = ü sobre o intervalo (—oe, —I), o semicírculo y = *f\ — r y 2 sobre o 
intervalo (-1, I) e o scgmcnto da rcta v = x sobrc o intervalo (|, -f®). A Jórmula para / es- 
pecifica quc a equaqáo y = 0 se aplica ao ponlo de mudanqa -I [assitn, y = /(-1) = 0] c quc 
a equagáo y = _i sc aplica ao ponto dc mudanqa 1 |assim t y = /(l) = 1 f O gráfico dc / esiá na 
Fisura í. 1.3 3. * 
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Na FÉgura 1.1.11, no ponlode mudaHQa x= 1, a bolasófida está na rota enquantoa bola vazia está no se- 
micírculo, enfatizando que o ponto está na reta e náo no semicírculo, Náo há ambigüidatíe no ponto x - -1, 
pois as duas partes do gráfico juntann-se contjnuamente ai, 


► Exemplo 5 Aumentando a veloeídadu na qual o ar passa sobre a pele de uma pessoa, au- 
merua tambdm a taxa de evaporagao da umídade da pele, produzindo tima scnsaqao de resíria- 
rnento. (For isso utíli/amos ventiladores no verao.) 0 índice de sensagao ténnica em um dado 
instante (definido pelo Servigo Naciortal de Meteorologia dos EUA) é a temperanira em graus 
Fahrenheít a uma velocidade de vento de 3 niílhas por hora que produ/iría a mesma sensagáo de 
resfriamemo sobre a pele exposta que a combinaqao de lemperatura do ar e veloeidade do vento 
nodado instante, Utna fónnula entpírica, isto e, baseada em dados experimentais, para o tndice 
de sensacáo termica W a 32 r> F com uma velocidade do vento de v milhas por hora e 



32, 0 < v < 3 

55.628 - 22.07 


3 < u 


Um gráfico de \V(v) gerado por computador é dado na Fígura IJ A 2, < 



Ve loc itía d e v <m i f ha ) 


Figura t.l*l2 Seii&agáo lérmica versus veloddáde do vento a 32°F. 


Foder-sa-ia argumentórque um qua- 
drado fí$ico náo pode ler um lado de 
comprimento nulo. Contudo. muiias 
veifea é matematlcamente conve- 
nienie permitií comprimenio$ igoais e 
zero, e a$$im o laremos neste texio. 


■ DOMINIO E IMAGEM 

Se x e y estao relacionados pela cquagáo y =fix), entáo o conjunto de todas as cniradas pcrrni- 
lidas (os valores de x) é denominado domínio d of e o conjumo tle íodas as safdas (os valores 
de y) quc resultam quandox varia sobre o domínio e denominado imagem de/. Por exemplo, 
se/c a fungáo definida pcla tabela no Exernplo I, entáo o domniio e o cotijunto {0, l t 2, 3j e 
a imagem e o conjunto ( 3 , 4, -1,6}. 

As vczes, consideraqbcs físicas ou geomelrícas impoem resti icóes sobre as entradas 
pennissíveis de uma fungáo. Por exemplo, se y dcnota a árca de um quadrado de lado .v, cn- 
táo essas vaiiávcis estáo relacionadas pcla equagao y — v\ Embora essa cquaqáo produza um 
único valor dc y para cada mimcro rcal a\ o lato dc quc os comprimentos dcvcrn sci numcros 
náo-negativos impde a exigéncia quea >0, 

Quando uma fungáo está dcíinida por uma fórmula inatcmática, a fórmula em si podc 
impor restriqóes sobre as entradas permissíveis. Por exemplo, se y = J /.v t eniño x - 0 náo é uma 
cntrada válida, pois divisño por zero náo está definida* e se y — s/x, entáo valorcs negativos de 
x nao sáo entradas válidas, pois produzcm valores imaginarios dc y e havíamos concordado cm 
considcrar somente iungoes rcais dc variável rcal. Em gcral, temos a seguíiilc dcfinigáo. 


I.L5 DHriNjgAo Se um¡i funqao de varíávcl rcal a valorcs rcais lor definida por uma 
fórmula e se náo houver um domfnioexplicilado, cntáo deve ser entendido que o domítiio 
consiste em todos os nümeros reais para os quais a íórmuia dé lugar a urn valor reaí. Isso 
c denominado domínto naitiral da fungáo. 
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F igu ni IJJ 3 A projc^'üo clc y =fi x) 
sobrc o ciso jr c o conjmuo dc valorcs 
x permissíveís p.ira/c a projegao so- 
brc o eixo y é o conjumo de valores y 
conÉüponcientcs. 


O domínio e u imagem de uma funeao/podem ser idenuilcados projetando o gráficode 
v -/ i) sobre os eixos coordenados, como mostra a Figura 1>1.13. 


► Exemplo 6 Enconlre o domíiuo naturai de 

(a) f (x) - / (b),«.v) = l/[U- I )Cv - 3)) 

(c) f (x) = tg X (d) f(x) - \fx 2 - 5j: +6 

So/wfw (fl) A funcao f tem valores reais para todo .v real. assim seu domínio natural é o 
intervak) +w), 

Solugáo (b) A funeao f tem valorcs rcais para todo x t eal, cxccto a - I e x - 3, onde ocor- 
rein divisoes por /cj'o. Dessa forma, o dominio natural é 

(a :x e a^3) = (-oc* 1) U (1,3) U<3,-H») 


V&js no Apéridicu A unia revÉsáo so- 
bre trifíonometrra. 


Soíu^áo (c) Unia vez que f(x) = tg a - sen a / eos a, a fungao f tem valores reais exceto 
onde cos x = 0, e isso ocorre quando x for um múkiplo inteíro fmpar de jt/2. Assim, o domínio 
natural consiste cm todos os numeros reais T cxceto 

_, * ,3* 5jt 

X —3: ,3: , ± , .. . 



Sühi^áo (d) A fungao / tem valores reais, exeeto quando a expressao dentro do radical for 
negativa. Assim, o domínío natural consiste em todos os nimieros reaís x tais que 

a 2 - 5x + 6 - (x - 3)(a - 2) > 0 

Essa desigualdadc é satisfeita se x < 2 ou x > 3 (venfique), de modo que o domínío natural 
dc / 6 

(-». 21 U[3, +k) < 


Em alguns casos explieitamos o domfnio ao definir uma funqao. Por exeniplo, se/( v) = 
x~ c a árca dc um quudrado de 3ado x t cntao podemos escrevcr 



x > 0 


para indicar que tomamos o dominio de/como sendo o conjumo dos números tcais nfio-nc- 
gativos (Figura 1.1.14). 


Fij;urii L1J4 


■ O EFEITO DE OPERAQÓES ALGEBRICAS SOBRE 0 DOiyilNIO 

Expressdes algdbricas sao, freqüenlcincnte, simpliíicadas cancelando latorcs comuns no 
numcrador e no dcnomínador. Entretanto, deve-se tomar cuidado com tais simpliñcagoes, 
pois elas podem alterar o domfnio. 


► Exemplo 7 O domínio natural da íuncao 


/('■) = 


4 


x — 2 


( 3 ) 


coiisiste cin todos números reais v, exceto x = 2. Contudo, faiorando o numerador e caiice- 
lando o fator conuim ao numerador c ao denominador, obtemos 


,, , í* - 2)U + 2) 

f(x) =-—--= JC + 2 


( 4 ) 
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Figura 1.1,15 



Como o lado direilo (4) tem um valor de/(2) = 4, mas/(2) nao está defmido em (3), 
vemos que a simpJíficagao algébrica alterou a fungao, Geometncamente, o gráfico de (4) é 
a reta da Figura 1 * 1enquanto o gráfico dc (3) é a mesma reia, mas eom um buraco em 
a — 2, já que a fungao nao está deíinida nesse ponto (Figuia LL1 5b). Resumindo, o efeilo 
geornétrieo do caneeiamento algébrico foí elíminar um buraco do gráfico originai, «4 


As altcragocs nodonnniode uma fungáo que resuttam de simpJificagoes algébricas sáo, 
ás ve/es* irrelevautes para o problema que estamos tratando, podendo ser ignoradas, Contu- 
do, se o domfnio deve ser preservado, devemos ímpoi exptícitamente as restrigoes sobre a 
fungáo simplificada. Por exemplo t se quísennos preservar o domínio da fungáo no Exemplo 
7, devemos expressar a forma simplilicada da fungáo cmno 

f(x) = x + 2 , x ¿2 


► Exemplo 3 Eneontre o dornfnio e a imagem de 

(a) f(x) = 2 + (b) f(x) = (.v + 1 )/ú - 1) 


Sofngáo (a) Como nenhum domínio foi explicitado, o dommio de f é o domímo na- 
tural [ L + ^). Á medtda que x varia sobre o intervalo [I : + ^), o valor de </x —T varia 
sobrc o intervalo jü t + ^); assitn, o vaior de fix ) = 2 + Vv - I varia sobre o intervalo 


[2, + íto), que é a imagem de /. O domfnio e a imagein esiáo destacados nos eixos x e y 


da Figura 14 46. 


Solu^ao (h) A fungáo f dada está definida para todos os x reais, exceto x = I; assím, o do- 
mfnio naturaJ de / é 

{x : x / ] ] = (—w, I) U (í, +3o) 


Para deienninar a iinagem, é convcnicnte introdu/ir unta variáve! dcpcndcnte 




x + 1 
x — i 



Embora o conjunto de valorcs possíveis de v náo seja imcdiatamente evidente dessa equagáo, 
o gráíico de (5), que apareec naFigura í 447, sugere que a imageni de /eonsisle eni lodos v, 
exceto os v rcaís = 1. Para vei ísso, vamos resolver (5) para x em termos tie y; 


(x - 1 )v = .v+ 1 

xy — y = x + i 

xy — a = y + 1 

x(y - 1) = y + í 

y + i 

x = - 


Agora fica evidente pelo segundo membro da equagáo que y = I nao eslá na imagem; easo 
eomrário, teríamos uma divisáo por zen.n Nenhum outro valor de y é excluído por essa equa- 
gáo; dessa forina, a imagem da funguo / é (y ; y / I j = (—oc, 1) U(l, +oc)., quc cstá de 
aeordo c om o resu I ( ado o b i i do y raíieame n te, < 


m O DOMÍNIO E A IMAGEM EM PROBLEMAS APÜCADOS 

Em áplicagoes, eonsideragoes físicás freqíicntcmcntc impdem restrígocs sobre o domínío c a 
imagem de uma fungáo. 
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► Exemplo 9 Uma eaixinha aberla é feíta de pedagos de papelao com 16 por 30 cm, eor- 
tando fora quadrados do mesmo tamanho dos quatro eantos e dobrando para eima os lados 
(Figura l.l.lSúr). 

(a) Seja V o volume da eaixa que resuita quando os quadrados íiverem lados de compri- 
mento x. Determine uma fórmuJa para V como uma funqfio de x. 

(b) Enconlre o domínio de V. 

(c) Use o gralico de V dado na Figura 1. F18c para estiniar a imagem de V. 

(d) Descreva ern palavras o que o grídko ú\z sohre o volume. 

Soht^ao (a) Conforme mostra a Figura 1.1 18 /j, a caixa resullanie tem dimensSes I ñ - 2x 
por 30 - 2_v por x, Jogo o volume V(a) 6 dado por 

V(x) = (16 - 2.í)(30 - 2.v).v - 480,v - <J2.v- + 4.v 1 

Soíuqao (h ) O dornínio é o conjunto dos valores de x> enquanto a imagem é o conjunto dos 
valores dc V. Uma vezqucx é uma medlda dc comprimento, deve ser nao-negativa, c uma vez 
que náü podcrnos córLar quadrados COm lados máióréS do quc 8 cm (por qué?), OS vaiores de 
.r no domíniodevem satisfazer 

0 < x < 8 

Soluqáo (c) A partir do grálico de V" versus v na Figura 1.1.1estimamos que os valores 
de V na imagem satísfa/.em 

0 < V < 725 

Note que se trala de uma aprox¡ma$áo. Mais adiante mostrarertios coino determinar exata- 
meníe a imagem. 

Sohí^áo (d) ü gráíico nos mostra que a eaixa com volume máximo ocorre para um valor 
de x entre 3 c 4 cm e que o volume máximo é de aproximadamente 725 cm\ Além disso, o 
volume dccresce cm dircgao a zcro quando x sc aproxima dc 0 ou 8. < 



Frgura LLI8 





(■ c ) 


Nas aplicaqoes que envolvem tempo, as fórmulas para as limgoes sáo, freqüentemente, 
expressas cni tennos de uma variável t, cujo valor inicial é considerado como sendo t - 0. 


► Exemplo 10 As 8h05min da manhá, um carro é detectado a uma velocídade de 30 m/s 
por um radar que está posicionado no acostamento de uma cstrada reta. Supondo que o carro 
inantenha uma velocidade constanie entre 8h05min e 8hüóminda mnnhá, determine uma fun- 
gáo ü(t) í.|uc expresse a distíincia pcrcorrida pclo carro durante esse intervalo dc lempo, como 
uma hincáo do tempo t. 
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Rastreamento pelo ratífir 

[SOQ 
£ 1500 

£ 1200 
ü 900 

á 600 

trt ^ ^ 

Q 300 

0 E(1 20 30 40 50 60 

Sh05min TemporísJ Sliüómin 

Ftgura 1.1.19 




O ciVcuio está acnatado porque 1 
unidade no eixo v é menor do que 
1 unida.de no eixo x. 


Fígura LL2Ü 


Súlugao Scria incdmodo usar como vanável / o lempo ein horas; assirn, vamos medir o 
tcmpo decorrido cm segundos, comcgondo com f - 0 as BhOSmin e tcrminanclo eom / = 60 ás 



(em mclros porscgundo) muUíplicada pclo tcmpo decorrido(em segundos). Entño, 

D(t) = 30/, 0 < t < 60 

O gráñco de D versus f está na Figura í, L19, < 


■ QUESTÓES DE ESCALAS E DE UNIDADES 

Em problemas geométricos nos quais desejamos preservar a "‘verdadeira 7 ' forma de um grá- 
íico, c ncccssáño usar unidadcs de igual cornprimcnto cm amhos os eixos, Por excmpío, fa- 
zendo o grátieo de um eírcido em urn sistema tle coordenadas em que a unidade no eixo dos 
v c mcnor cfo quc a unidade no cixo dos .v ? o círculo sera achatado vcrticalmcnic, rcsultando 
em uma clipse (Figura 1. 1.20). Também devemos usar miidades íguais quando apiicamos a 
fórmida da distáneía: 


d = v'- x¡ ) 2 + {>'2 - vi ) 2 

para caícular a distáneia entre os poníos (,v, . v,) e (x 2t y 2 ) n.o plano x\\ 

Porcm t há sítuagdes nas quais c inconvcniente ou inipossívcl áptcscTitar um gráfico 
usando unidadcs dc igual comprimento. Por cxemplo, considcrcmos a equagáo 


v 



aplicaígies em que as variáveis 
sobre os dois eixos lem unidaUes 
n3o-reiacionada& (p.ex, P centímetros 
sobre o eixo y e eegundos sobre o 
eixo x)„ cntSo rtada se obtém reque’ 
rendo que a$ unidades lenharn igual 
comprimer’ito; escolha os coroprimen’ 
tos que tornem o gráfico láo claro 
quanlo possivel. 


Se quiscrmos moslrar a parle do gráfico no iutcrvaío -3 < t < 3, cntáo nao há problcmas cm usar 
unidades iguais, pois v varia somente entre 0 e 9 naquele intervalo. Entretanto, se quisermos 
mostrar a parté do grálico sobrc o intcrvaJo — 3 0 < x < 10, cntáo ocorrc um problcma cm manter 
unidades de igual comprimento, uma vez que os valores de y variam entre ü e 100. Nesse caso, 
a uníca mnncíra razoável dc mostrar UxJo o giático sobrc o inlenalo -10 < x< 10 c comprimir 
a unidadc dc comprimenLo ao longo do cixo y t conforme ilustrado na Figura 1.1.21. 




Figura 1.1,21 


w EXERCÍCJOS DE COMPREENSÁO 1,1 (Verpágina tdpara respostas,) 


L Seja f(x ) = yfx + I H- 4 . 

(a) () do m ín i o natu ra I Ue/ <i 

(b) f(3)= _, 

(c) f(f- I) = _, 

(d) /(a) ~ 7 se x - _ 

(e) A imagcm dc fé _ 


2. Os segmentos de reias no plano xy l’ormani Jeiras, coníornie 
indicado. 



(a) Sc o ci xo y c paralclí) á letni I, quaís dys tciras rcprcscntam 
o gráfico dc y — /(a') para al guma Iliix/íu /? 
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X 


{ b) Se o ei x o y é perpend i cul ar á I et m 1 % qu a í s díts letras repre- 
sentam o grático dc y =fl\) parn alguma fun^ao /? 

Use o grálico dc y em anexo para compielarcada itcm. 

{a) O ti o m fn i o de / 6 . 

(b) A imagem de/ é _, 

(c) /(”3) =_. 

(d) /(!)=___. 


(c) As solugoos ácf (x) = — ~ sao ,t = 


e 


A' = 



4, A tabela a seguirdá a prcvisao do cinco dias dc tcmpcraturas 
ináxímas c mínímas em graus Celsius (*€). 



SEGUNDA 

TERCA 

QUARTA 

QUINTA 

SEXTA 

MÁXIMA 

23 

21 

15 

19 

23 

MÍNIMA 

16 

18 

14 

15 

16 



Suponha que x e y denotem, respectiváinente, as prev isñes 
do tcmpcraturas máxima e míníma para cada um dos cinco 


días. Scrá y uma llnuáto dc a? Se for, de o domínioe a itria- 


gem tlessa funciio. 


(b) S u pon ha q ue x e y d en otem, res pec t i vamente, as prev i sdes 
do Lemperaiuras mínima e máxima para cada um dos cinco 
días. Será v uma ftmqáode jt? vSe for, dé o domínioe a ima- 
gem dessa fungáo, 


5, Sejam c, /eAo compri mento, a largum e a área de um reiángu- 
lo. respectivamente, e suponha c¡ue a largura do retfmgulo seja 
a mctadc docomprimento. 

(a) Se c d expresso eorrto uma fungño de /, emáo c =_. 

(b) Sc A d cxpressa como urna íungáo de c\ entáo A = _. 

(c) Se / é expressa como uma fungao de A. entao / =_. 


EXERCÍCIOS 1.1 0 Reourso Gráfico 


L Use o gráíico abaíxo para responder as seguintes questoes, fa- 
zendo aproxímagoes razoáveis ondc for necessário. 

(a) Para quais vaiores dc ..v valc y = I'? 

(b.) Para q ua i s valores dc A r va le y = 3 ? 

(e) Para quats valorcs de y vale x — 3? 

(d) Para q uaí s v al ores de x va le y < ()? 

(e) Quaís sao os valores máxímo e minimo de y e cm quais 
valorcs de x eles ocorrem? 



2, Usc a tabcla abaíxo paia responder as questoes propostas no 
Excrcfcio J. 


Tabela Kk-2 


X 

-2 

—! 

0 

2 

3 

4 

5 

6 

y 

5 

1 

-2 

7 

“l 

I 

0 

9 


X Em cada parte da íigura abaixo, determine se o gráíieo defme y 
como uma tuncao de v. 




Figura Ex-3 



X 



4, Em eada parte, eompare os domfnios naturais de/e de g. 
(a) fU) - — + f ; ,?(.v) =x 


(W f(x) = 


x + I 

■vVT + s/x 

x -T I 


; gíx ) - Jx 
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ENFOGANOO GONCEITOS 


5. Use o gráfico do consumo tlc cígarros na íigura ahaixo para 

rcspondcr as seguintes qucstoes. fazcndo aproxiniacocs ra- 

zoáveis onde for necessáiio. 

(a) Quando o consumo anual dc cigarros atingiu 3 mil por 
adulto pcla primeíia ve/ ? 

(h) Quartdo o consumo amial de cigarros por adülto iUingíu 
scu poiuo maís alto e qual seu valor ? 

(c) A partir do gráfico, pode-se saber quamos cígárros lora.ni 
consumidos em um dado ano'? Se náo t quais informaQoes 
adicionais voce precisaria para fázeressa detemñnagao? 

(d) Quais os fatores prováveis do aumemo do consumo 
anual de cigarros por aduito? 

(e) Quais os fatorcs provávcis do dcclínío no consumo 
anual de cigarros por aduito? 

OOMSUMO AMUAL DE CtGARROS POR ADLJLTO - EUA 


(b) Quando a rcnda mcdia aiíngiu scu valor mínimo e quai 
foi a renda média quando isso ocoitcu? 

(c) A rendu inádia estava diminuindo duranie os dois anos 
do perfodo enire 1999 e 200K Ela estava diminumdo 
mais rapidarnentc duratitc o primeiro ou o scgundo ano 
daquele período? Expliquc seu raciocmio. 


Renda Famtliar Média rtos EUA em 
Milhares de Dólares Constantes de 2C-01 



Comega o 
marketmg macigo 
dos cigarros de Fimdos 
xCíiüp Desmobifiza'giü Guerra filtro anúncios 

p6$-guerra da Coréi^ iransmiiido* f&deral 


4,ÜOO - 


o S.GOO 


fü 

üa 


2.000,- 


1,000 - 



dotírada 


Grande 

depressáo 



Segunda 

Guerra 

:a 


Relaiórios 
iniciais 
vinculando 
o dgarro ao 
cáncer 

Primeiro relatório 
dü Departarnento 
de Saúüe 


Düutrma 
da 

modera^áo 

Náo-fumanies 
comepam a 
exigirdireitos 

Advertencias 
alternadas 
nos ma^üs 


Ql_i_i_i_i_i_i_i_t_i_i_i_i_ A r _ I 

\m \m 1 635 1 m \ w l 950 39551 m i %5 197019751 m 1935 2000 

Fonte; U-S. Düpanment ot' Healih ;ind HLimrm Sírvicüs. 

Figura E\“5 


Foñte: U.S. Census Hureíiu. July 2 Ü 03 

Figura Fx-7 


8. LJsc o gráfico da renda médta do Hxercfcío 7 para respon- 
tliii' ás scgiiitites questües* lá/cndo aproxiinagoes razoáveis 
ondc for necessárío, 

(a) Qua I l oi 0 crcscimunto anuai mcdio da rcnda mócl ia cn- 
tre 1993 e 1999? 

(b) A lendü móciia cresceu durame 0 perfodo de $ei$ anos 
enlre 1993 e 1999. A rcnda mddia crcsceu ma¡$ rapída- 
mctitc durantc os trcs pri mci ros anos ou dmamc os illii- 
mos tre.s anos desse perfodo? ExpHque seu raciocfnio, 

(c) Considere a afirmagáo: t£ Depois de anos de declfnio. a 
renda rnédia destc ano íbi llnalinente maiordo que a do 
ímo passado'? Em que ano essa adrinagíio estaria correta? 


6. Usc o gráñco do consumo de cigarros do Exercfeio 3 para 
responder as seguintes questües, fazendo aproximagoes ra- 
/oáveis onde for necessário. 

(a) Quando 0 consumo anual dc cigarros caiu para 3 mil 
por adulto? 

(h) Entí'c o ano do primeíro relatório do Dcpartainento dc 
Saiide e 0 ano de i 970. quando foi alingido o mmimo 
do consumo anual de cigaoos por adullo? 

(e) Q quc foi maior. a Laxa dc cicscimento do consumo per 
capita dccigarros durante a Segunda Guena 011 a taxa 
de crescimento entre 0 li m da Scgunda Gucrra e o co- 
nveqo da Guerra da Coróia? 

(d) Há indícios dc quc 0 consumo per capita dc cigarros vá 
acabar caindo aos níveis anteriores da Scgunda Guerra? 

7. O gráñco a seguir mostra a renda fnmílnii médía nos OUA 
(ajustada pela intlagáo) cntre 1985 e 2001. Use-o para res- 
ponder as seguintes queslóes, fazendoaproximagócs razoá- 
vcís onde Ibr neecssário. 

(a) Quando a ]‘enda média atingiu seu vaior máximo c qual 
foi a renda tnédia quando i sso oconeu? 


9. Encomre /(0). /(2). /(-2), /(3), /(V2) e 

9 


(a) /(*) = 3a- 2 - 2 


(h) f(x) = 


x 



fQt). 
X > 3 
A < 3 


10* 


Encomrc g(3). g(- 1) > g (jt) .g(-lS) 

(a) g(x) = A + \ (b) g(x) = < 

x — 1 


e 

Sx + 1, x > I 

3, rV < 1 


11-14 Determine odommio natural da funcáo algebricamente c 
contirme seu rcsultado com o grálico produzido por scus rccursos 
dc lá/cr gráíicos. \Nota: Ajustc scu recurso grálico para radianos 
quando se tratar de funQÓes trigonométrieas. | 


0H.(a) f{x) - —(b) j?(,v) - vX’ -1 

x — 3 

(0 G(x) = n/.v 2 - 2.v + 5 (d) f(x) = --- 

(e) /í(.v) - -—-- 

I — sen x 
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Hl2.(a) f(x) = 


1 


5x 4- 7 


(c) G(x) = JÍ—4 (ci) f(x) 


(b) h(x) = V-v - 3.v 2 

A -2 — I 


(C) /í( tT ) = 


x -4 
3 

2 — cos ,v 


A' H- ! 


Hl-Ma) /tv) = */3-x 
(c) /í(a) s= 3 + Va 
(c) f/(.v) = 3 SIM1.V 


(W ff(-V) : 
(d) Gtv) 


H14.ía) /U) = V3 a —2 (b) ííú) 

(c) /í{a) = 


3 'f- ^/a" 
/7(a - ) = scíi 2 V T 


(d) G(a) = - 


Vh”? 

; A 3 + 2 

V9 - 4.v- 
3 
x 


ENFOCANDO CONCEITOS 


15. (a) Sc vocc tívessc uma máquina quc pudessc i'cgistrar a 

popiilacao mimdial continuamente, vocé esperaria ob- 
ler inn gráíico da populagao versits o lenipo t|nc fossc 
uma curva continua (náo-itueiTompida)? Explíque o 
quc podería causar interrupcdes na curva. 

(b) Suponha que um pacicntc dc um hospítal rcccba uma 
injccao de um antibiótico a cada oito horas e quc cntrc 
as injegóes a concentragáo C dc antibíólico na corrcnte 
sangüínca deci cscc ü medida qnc elc ó absorvido pelos 
tccidos. Como podcria ser o gráñco de C verstts o tcm- 
po deconido? 

16. (a) Caso voce tivesse uma máquina que pudesse medir 

a teinperatura de um quarto continuamente por um 
pcríodo de 24 horas, vocé esperaria obter um gráh- 
co contínuo (nao-quebrado) da teinpcratura versus o 
tcmpo? Explique seu raciocínío. 

(b) Se voce tivesse um computador que pudesse acompa- 
nhar continnamcme o miimero dc caixas de cereal nas 
praleleiras de um supermercado duranle uma semana. 
vocé esperaria obíer um gráíico de cui va coiuínua (sem 
imerrupgóes) do rtúinero de caixas vemíj o tempo? Kx- 
pfiquc seu raciocínío. 

17. Um bote balartga para cima e para baíxo sob a aqilo dc on- 
das fracas. De rcpcntc c atingido por uma onda grandc c 
afunda. Esboee um grafico aproxiniado da ahura do hotc 
acima do fundo do tnar eomo mna fungüo do lcmpo. 

1W. Um copo com caic quentc cstá sobiTr a mesa. Vocc dcspeja 
leite frio nclc c espera por uma hora. Esboce mn gráfico 
aproximado dá temperatura do café como uma fungao do 
tempo. 


19. Use a equagao y - x : ' - 6.v+ 8 para rcsponder as questócs. 

(a) Pyr'a quúis valorcs lIü a valc y = 0? 

(b) Pa ra qua ts val ores dc x vale y = -10? 

(c) Para quais vaiores de x vale y > 0? 

(d) Tcrá y um valor mmimo? Um vaíor máximo? Sc assim for. 
deiermirte-os. 


20. Use aeqnagáo y = I -f ^fx para responder as segumtesqnes- 
loes. 

(a) Para quaís va I orc s de x val c y - 4? 

(b) Para quais valores de x valc y -- 0? 

(c) Para quais valores de x valc y > ó? 

(d) lcrá y um valor mfnirno? I m valor máximo ? Se ássim for. 
deterrnine-os. 

21* Conldrmc mostra a ligura abaixo. um pendulo de compri mento 
constante L faz mn angulo 0 coiu sua posigao vcrtical. Expres- 
sc a altura // como uma fungao do ángulo 0, 

22, Expresse o comprímento L da corda de um cíiculo com raio de 
10 cm como lungáo do ángulo central 0 (vcja a figura abaixo), 



rigura líx-21 


Figura Ex-22 



23-24 Exprcssc a fungao na forma por paites. scm usar valorcs ab- 
solutos. [Sugestdo: Pode ser útil geraro gráficoda fimcfio,] 

E 2 3‘ (a) fte) - W + 3a + 1 (b) g(x) - |.\j + \x - 11 

m 24 ‘ (*) ./t-v) - 3 + |2v - 5| (b) g( A) = 3|x- - 2| - W + 11 

H 25. Conformc mostra a figura abaíxo, uma caixa abeita deve ser 
constmída dc uma follia retangular de metal com 8 por 15 cim 
cortando fora quadrados com lados dc comprimento x de cada 
camo e dobrando os lados. 

(a) Expresse o volumc V como uma fungáo de x. 

(b) Encontre o domínio dc V. 

(c) Esboce o gi'áíico da fungáo V obtida ein (a) e esti me a tma- 
gcin dessa fungáo, 

(d) Com palavias, descreva como o volume V da caixa varia 
eoin .te discuta como podcriam scr construídas caixas com 
voluines máxímo e minimo. 




Figura Ex-25 


26. Repita o Exercício 25 snpondo quc a caixa seja construfda da 
mcsma maneira a partirde uma folha quadradade metal com 
6 cm dc lado. 
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27. Uma íírmn dc consEruqoes acreseentou uma área retangular de 
míl metros quadrados a sua scdc. r Ms lados da árca cstáo cer- 
cados. (> líido da scdc que é adjaccnte á área mcdc 100 mc- 
cros e uina parte desse !ado é ulilt/.adíi como o quarío lado da 
área acrescentada. Sejatn .ve y as dimensdes da iírea retangLilai; 
onde .v é medído paralelamente á sede, e L o comprimento da 
cerca neccssária para essas dímensoes. 

(a) Encontre uma fórmula para L cm ternios de x e y. 

(b) Encon i re nm a fórniu I a que ex. pre s se L so meme em iermos 
dc JT, 

(c) Qual é o domrnio da fitEigáo em (b)? 

(d) Esbocc o gmfico da íunyao em (b) e estime as dimensocs 
da árca rctangular c|ue minimizcm a quantidadc de ceica 
necessária. 


seguir. Ü eampo de t'nt^bol tem tOS metros dc comprimento 
(Íiicluindo as zonas linaís) por 48 metros de largurm A pista 
eonsta de duas retas e dois semícíreulos, 

(a) Mostre que é possível constniir a pista de um quarto de 
mílhaem torno do campo dc fuicbol. ¡Sugt'stiio: Encontrc 
a menor pista que pode ser construída em tomo do eampo 
de futebol.] 

(h) Seja /, o comprimenlo de uma das partes relas (em melros) 
c .v uma distáncia (em metros) entre a lateral do campo e a 
parte reta du pista. Fapa um gráfico de L venusx. 

(c) Use o gráfico para cslimar o valor de a quc produz a parte 
reta mais curta e entao ache exatamente esse valor. 

(d) Use o gráftco para estimar o comprimenio da maior parte 
reta possíve! e encontre exatarnenie esse eomprimento. 


^ 28. Conforme mostra a figura abaixo, uma cámara é montada em 
um ponlo a 900 m da base de lan^amento de um fogucte. Quan- 
do lan^ado, o foguele sobe vertíealmente e o ángulo dc eleva- 
gao da cámera é constamememe ajusiado para seguir a base do 
i'oguete. 

(a) Expresse a aitura x eomo uma fungáo do ángulo de ele- 
vagao. 

(b) Determi nc o d om íni o d a fu n<;áo em (a). 

(e) Gere o gráñco da fun^áo em (a) e use-o para estimar a 
atiura do foguete, quando seu ángulode elevaqáo for :t/4 
íü G,78f¡4 radianos* Compare essa estimativa eom a altura 
cxata. [Sngestáo: Numa calculadora gráfica, use as carac- 
teristícas traee c zoom , que sáo uteis, j 



Cámera 


► 

Figura lvx-28 


-"••••••• 29 + Uma eompanfiia de sopa deseja fabricar uma iata na forma de 

urn cilindro eircular rcto que tcnha capacidadc para 500 cm’ de 

■> 

líquido, O material para a tampa e a basccusta 0,02 centavos/cm"» 
enquantoo materíal paraa latcral eusEaO.O! centavo/cm 2 . 

(a) Estime o raio r e a altura h da lata quc eusia mcnos para 
ser fabricada. [Sugestao\ Expresse o custo C' em termos 
de r,] 


(b) Suponha que a lampa e a base de raio r sáo liradas de fo- 
Ihas quadradas, cujos lados tém eomprimento 2r, e os reia- 
Ihos sao descartados, Levando em conta o custo das folhas 
quadradas, voce esperaria que o custo da lata de menor 
custo seja maíor ou mcnnr do quc em (a)? Explique, 


(c) Estíme o raio, a aliura e o eusto da lata cm (b) c determine 
se stta conjecLura estava eerta. 


30.Uin constmtor dc dcpcndéncias espoitivas qucr colocar uma 
pista dc conida de urn quano dc milha - 396 metros - em tor- 
no de um campo de futebol americam.n couforme a figura a 



■3í)8iir 


Fígura Éx-30 


31-3.2 (i) Expliqiie por qite a fun^áo / tem um ou mais buracos 
em scu gráiico c csLubefcca os valores áex nos quais esses buracos 
ocorrem. (íi) Determine uma funtjáo g cujo gráfico scja idénttco ao 
dc /. mas sem bumcos. 


31. f{x) - 


(x + 2)(.v 2 - 1) 
(,v + 2)(x - 1) 


32. f{x) = 


x 2 + jjr| 
l-v| 


33, Em 2001, o Servigo Nacional de Meteoroioeia cios EUA intra- 
du/iu um novo indice de sensa^áo térmica (WCT), Para uma 
dada tempeiiUura externa T eni graus Fahrenheit e velocidade 
do vento ígual a v milhas por hora, o índíce de sensagao térmí- 
ca WCT c a temperatura em graus Fahrenheit a uma vclocidade 
de vcmo dc 3 milbas poi hora que produziriu a mesma sensa- 
yán de resfriamento sobre a pcle espostu que ú eomhínagüo de 
Leinperamra externa 7 c vdocidade do vcnto v. Utili/ando um 
modelo mais predso de resfriámemo devido ao vento, a nova 
fórmuta é dada por 


T. (3 < (? < 3 

WCT = 1 “ “ 

35,74 + 0,62157 - 35.75c lüí ' + 0,42757V uc \ 3 < v 

ondc r /’é a tcmperatura cm 6 F, i? é a velocidade do vcnto em 
mtlhas por hora e VVCT é a lemperatura cquivalcntc em °F. En- 
conlre o indice de sensa^áo térmica até o grau maís próximo se 
7’ - 25°F e 

(a) v - 3 milhas/hora (b) v = 15 mifhas/hora 
(e) l' — 46 tnilhas/hüra 

fonte: Adaptado de UMAP Modufe 653. Wtttdcttili. dc W. Bosdi e L. 
Coob, COMAP, AtHngton, MA, 

34^36 Líse a fómnila para o fndicc dc scnsagfio térmica dcsciita 
no Exercfcio 33, 


34. E nco nt re a tem pe rat ura do ar até o grau m ai s próx i mo se o WCT 
for de -íOT u a veloddade do venio de 48 mifhas/h. 
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35, Encomre a tómperatura do ar até o grau mais. próximo se o WCT 
tor de -IÍ7F c a velocidade do vento tbr de 4B miíhas/k 


36. Encontre a velocidade do vento ate a milha por hora inais pmxíina 
üc o WCT fordc 5T com uma tcmpcmtura do ar de 2ÜT, 


«/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 1.1 


I. (a)[-l.+oo) (b}6 (c) |í| + 4 (d) S (e)[4,-H») 2. (a)M (b)I 3. (a) (-oo. 3] (b)[-2.2| (c)-l (d) ¡ (e)-|; -§ 

4. (a) siin; ciommio; (15, 19,2J, 23,25}; ímagem: f 14, 15, 16, 18} (b) nSo 5. (a) r = 21 (b) A = c'/2 (c) í = *Ja/2 


1.2 GRÁFICOS DE FUNQÓES UTILIZANDO CALCULADORAS E RECURSOS 
COMPUTACIONAIS 


Nesta $e$ao discutiremos qttestdes relacionadas á gerngáo de gníficos de equaqdes e de 
fungdes com recursos gráftcos (calculadoras gráficas e compuíadores), Como os recursos 
gréficos variam ampiameme, é difkilfazer afirmag&es gerais sobre eles . Assim* em vários 
lugares desta secáo pediremos ao leilorque localize em seu próprio recurso gráfico detalhes 
específicos sobre como ele opera. 


■ CALCULADORAS GRÁFICAS E SJSTEMAS ALGÉBRICOS COMPUTACIONAIS 

O descnvolvimento de novas tecnologias tem inudado significatívameme eomo e onde mate- 
máticos, engenheiios e eieniisUts exeeulam seu tiabalho, bem coino s ui\ abordagem na solu- 
gao tle problemas. Entre as mais signifieativas inovagóes estao os programas designados por 
Sistemm Algébricos Computueionak (CAS), cujos exemplos mais eomuns sao o Mathema- 
tica , o Maple e oDerive .* Os sístemas algebricos computacionais naoapenas téni capacidade 
grálica, mas s eomo o nome sugere, podem executar muilosdos cálculos simbólicos que ocor- 
rcni na Algebra, no Cálculo e m Matemática Superior, Por exemplo, é trivial para um CAS 
cxecuíar a fatoracao 

/ + 23/ + 147/ - í 39/ - 3464/ - 2112.v + 23040 = {x + 5) (.v - 3) 2 {x + 8) 1 
ou a computagáo numcTica cxata 


/ 63456 43907 V’ 22519!2457164208291259320230122866923 

V 3177295 22854377 ) ~ 382895955819369204449565945369203764688375 

A tccnologia também loruou possível gci ar, em segundos» gi/áficos dc equagoes e 
fungócs, os qiutis no passado lcvariam horas para sm produ/idos, A Fígura I .2J mostra 
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0-S gráficos du funglo /Lv) = x* -x' - '2,r produ/idos eom váríos recursos gráficos; os dois 
pnmeiros foram gcrados com os programas Mathemaiica c Maple, c o terceiro com uma 
calculadora gráfica* As calculadoras gráficas produ/em gráficos mais grosseiros do quc a 
fnaioria dos programas dc coniputador, mas lem a vantagem de scr compactas e porlátcis. 


(ü.d) (b,d) 


[Cj d] 


(a> c) Ok c) 

*-[f i.. b) -*| 

A janela [a. fr] x [c. í/J 

Figura 1,2,2 

DOMÍNIO DATECNOLOGIA 

Use seu próprio recurso computacio- 
naí para gerar o gráfíco da tungáo 

Jlx) = - 2v" 

na janeüa [-3. 3] x [-4,4]. 



■ JANELAS DE INSPEQAO 

<)s rccursos grálioos podem mostrar somente uma parte do plano av em sua lela; assini, o pri- 
meiro passo ao fazer o gráíico de uma eqimcao é determinar qual regiao retangular do plano 
xv descjamos vcrcxposra. Essa negiáo c dcnominada jamia de impeqao (ou relángulo de íns- 
peqao). Poc cxempjo. na Figura 1.2.1, a janela de inspegao estende-se sobre o intervalo |-3 5 3] 
na dircgáo .vc f-4,4] na diregáo y, Assim, dizemos quc a jancla dc inspegáo c [-3, 3| x [-4,41 
(lcía “|-3 t 3) por |-4 t 4]”). Em geral, sc a jancla de i nspegáo ibr f¿? t ¿?] x [c t d]> entao cla se es* 
tendc entrc x = a e x = h na diregáo x e entrc y = c c y - d na diregáo y* Di/cmos qtce [a, />] é o 
intervala x da janela e que \c> í/] é o intervafo y da janela (Fígura 1.2.2). 

Recursos gráíkos diferentes denotain as janelas de inspegao de lormas distíntas. Por 
excmplo, os dois primeiros gráticos na Figura 1.2.1 foram produzidos pclos comandos 


Plot [x^4 - x A 3 ~2*x A 2, (x, -3, 3} t PlotRange 4}] 

(Mathematica) 

plot (x^4 - x A 3 ™2*x A 2, x = -3 * * 3, y = -4.* 4) ; 

(Mapíe) 


e o último gráfico foi produzido cm uma calculadora gráfica, presstonando a tcda GRAPH, 
dcpois dundo os seguinles vaíores us variáveis quc determi num os intervulos a c y: 

aM í n = -3, vMax = 3, yMín = -4, yMax = 4 
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Certuht por citlcuiadom ^m/ir.rr 

Figura 1.2.3 


■ SINAIS REPRESENTANDO PONTOS NA ESCALA E GRADE DE RETAS 

Para ajudar a localizar pontos vísualmenlc ein uma janela dc inspegao, os recursos gráficos 
fornccem mctodos de representar pontos naescala, (tambem dcnominados sinais de escalas) 
sobre os eixos coordenados ou oulras localí/agdes na janela. Em programas como o Mathe- 
matica e o Maple , há comandos especfficos para dcsignar o espago cntre os sinais na escala, 
porém, se o usuárío náo der o espaganiemo, entáo o programa iaz uma escolha por defauít. 
Por cxcmplo, nas duas piimeiras partcs da Fignra 1.2,1, os sinais sobrc a cscala foram csco- 
3has por defmdr 

Em algumas calculadoras gráficas, o cspagamcnto emrc os sinais sobrc a cscala c dc- 
tcrminado por duas variáveis de escala (lainbcin dcnom é nádos fatores de escala), os quais 
vamos dcnotar por 

xScí e vScl 

(A notagáo varia cmre calculadoras.) Essas variáveis especiíicam o cspagamemo entrc os 
sinaís sobrc as escalas nas diregdes xe y, rcspcctivamcnte. Por exemplo, na terceira partc da 
Figura 1.2.1 , a janela e os sinais sobre as escalas foram especiíicados pelos ajustes 

xMin = —3 xMux = 3 

yMin = -4 yMax = 4 

xSc! = í ySd = 1 

A maioria dos recursos gráficos permite variacdes na disposigáo e na localizagáo dcsses si- 
nais. Por exemplo, a Figura 1,2.3 mostra duas variagoes dos gráficos da Figura 1.2,1 ; a pri- 
meira foi gerada em um computador usando uma opgáo de colocar sinais e números sobre os 
lados da jancla, e a scgunda foi gerada cm uma calculadora usando uma opgáo de dcsenhar 
uina gradc dc retas simulando pupcl gráíico. 
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[-5, x [-5, 5] 
.vScl = 0.5; vSd - 10 


Fi K urü 1.2,4 


► Exemplo 1 A Figiira 1.2.4 moslra a janela \-5, 5 \ x (- 5 , 5 j com os sinais sobre a escala 
espagados cm 0,5 unidadc na díregao jc e 10 unidadcs na dircgao j\ Note que nao bá sinais 
visívcis na dirc^ao y, pois o sinal da origein cstá coberto pclo eixo x e os demais na diregño x 
caetn fora da janda, < 


► Exemplo 2 A Fignra 1.2.5 mostra ajanela [-10, 10| x |-10, lü| com os sinais sobre 
a escala espaqadüs em 0, l unidade nas direqoes x e y. Nesse caso T os sinais estao tao próxi- 
nios que criam um efeito de retas mats grossas sobre os eixos cooordcnados. Quando isso 
oeorre, cm geral aumemamos os fatores dc escala para reduzir o mírnero dc sinais e torná-los 
legívcís. < 


DOMÍNIO DA 
TECNOLOGIA 



bí 

x 



Calculadoras com recursos gráítcos íém valores por defauli para a janela e para os fatores de escala. 
Por exemplo r ema calculadora tem uma janela default de [-10. 10] x [-10. 10] e falores de escala de- 
fault de jcScI = 1 e yScl 1, Verif ique o tmanual para determlnar os valores defauft de sua calculadora e 
como restaurar essa coníÉgurapac. Se estiver usando um programa de computador, vertfique o tutoria! 
do mesmo para determinar os comandos que específicam o espagamento enfre os sinale sobre as 
escalas. 


■ COMO ESCOLHER UMA JANELA DE INSPEQAO 

Quando o gráfico dc uina lungáo sc cstendc indcñnidamcme em alguma dircgao, ncnhu- 
ma janela pode mostrá-lo todo, Em taís casos, a escoiha da janela de ínspcgño pode afctar 
nossa percepgáo do gráíico. Por exemplo, a Figura 1,2,6 mostra um gráfico gerado em 
computador de y = 9 - f f c n Figura L2.7 mostra quatro vistas dcssc gráñco gcradas em 
Lima calculadora. 

• Na parte (a), o grálico cai compleiamenie fora da janela; assim, da aparece em bran- 
co (cxceto por cixos c sinais), 

• Na parte ( h), o gráíico está quebrado em dtias partes, pois sai e entra na janela. 

• Na pailc (c). o gráíico parccc uma Iínha rcta, pois focalizamos cm um pcqucno scg- 
mento da curva, 

• Na parte (d). temos uma visao mais completa da forma do grállco, poís a janela com- 
preende todos os pontos imporiantes; isto é, o ponio rnais alto e as imersecgoes com 
o eixo v. 


Para uma fungao cujo gralico nao se estenda indeñnidamente em ambas as diregoes x e 
y, o domínío e a imagem da fungáo poclém ser usados para ohter uma boa janela de inspe^ao, 
conio mosíramos noexemplo seguinte. 


► Exemplo 3 Use o domínio e a imagem da fungao f(x) — \f\2 — 3a- para dctermínar 
imia janela que contenha íodo o gráfico. 

Solugao Q domínio natural dc f c (-2, 2J e a imagctn e [0, \f\2 \ (verifiquc), Dcssa forma, 
todo o gráíico eslá contído najancla dc inspe^ao [—2, 2] x [ü. \f\2]. Por clareza, é prcfcrfvel 
usar umajanela um pouco maior para evitar ler o gráíico muito próxímo dos lados da mesma. 
Por exemplo, a janela [-3. 3] x [-1,4] dá o gráfico da Figura 1,2.8. < 
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t_3, 3] x 1-1,41 
jtScI - I, yScl = 1 


Fijíiira 1.2.H 


[-2,21x1-2,2] 
.v'Scl = LyScl = ! 

(a) 
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[-4,4J x L-2, 5] 
a'ScI = 1>yScl = 1 

(h) 




[2,5; 3,5] x [—I, 1] 
jrScl = 0,1; vScl = I 



rigurii 1.2 + 7 Quatro vistas dc y = 9 - ,r~ 



|-4. 4]xí-3. 10] 
.vScl = I, yScl = 1 




Ás vezes será impossíveJ enconlrar uma unica janela de inspegao que exiha toclas as 
cai acterísticas importantcs dc um grálieo, caso cm quc prccisaremos dccidir o quc c maís 
imporíame para o problema a mao e escolher a janela de acordo. 


► Exemplo 4 Faqa o gráfico da equaqáo v - x' - \ 2*“ + ! 8 nas seguínies janelas, discutin 
do as vantagcns e dcsvantagcns de eada uma, 


<a) [-10, 10] x [-10,10] coni aScI = I e jScl = 1 
(b) [-20, 20] x [-20 t 201 com jrScl = I e >Scl = 1 
<c) [—20,20] x [-300, 20] com aScI - 1 c vSel = 20 

(d) [-5, 15] x [—300,20] com aScI = I e ySel = 20 

(e) [ 1,2] x [-], 1 ] com aSc! = 0J e yScl = Ü, I 


S&lufao ( a) A janela na Ftgura l cortou fora a paite do gráíico qne intersecta o eixo 
y e mosira somenie duas das irés raizes reais possíveis para o polinómío eúbieo dado. Para 
eonlornar cssc problema, precisamos alargar a janela cm ambas as díreqoes T r e y. 

Soluqao (b) A janela da Flgura 1.2.9/? mostra a interscegño do gráfieo com o cixo y e 
as irés raízes reaís, mas cortou fora a parte do grálico emre as duas raízes positivas, Além 
disso, os sinais na diregáoy estáo quase ilegíveis, por estarem muito perto um do oulro. 
Precisamos csiender a janela na diregáo de y negativo e aumentar 3 ScL Como náo sabemos 
o quarilo estender a janeia, sáo necessárías algumas tentativas para obler 0 que querenios. 


Solu^áo (c) A jaiiela na Figura l,2.9c moslra todos os principais aspcctos do gráfico. Po- 
rém, tcmos algum espago despcrdigado na diregáo x. Podemos melhorar a figura diminuindo 
a janela apropriadamente nessa direcáo. 
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Solu^ao (d) A jancla na Figura 1.2 .9 d mostra totlos os principais aspcctos do gráfico scm 
muito desperdfcio de espa^o. Entretamo, náo oferece uma visao clara das raízes. Pai a obter 
uina visao mais próxima das raízes, precisamos abandonar a idéia dc mostrar todos os princi- 
pais aspeclos do gráftco e escolher asjanelas que focaiizem as raízes. 


Solugáo (e) A janela 1.2,9c expoe muito pouco do gráfico, porém mostra claramente que a 
raiz no intervalo 11,2] c aproximadamente L3, M 
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[-10, iGJxHÍX 10] 
r vScl = LySct = l 
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[-20, 20j x [-2(120J 
r v$d = L yScl - 1 

(b) 
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[-20, 20J x [-300* 20] 
.vScl = 1, ySd = 20 

(c) 



|-5. 15] x [-500, 20| 
.vScl = I. y$d = 20 

(rf) 


Figura 1.2.9 



ÍL2]xt-h 1] 
,vScl = 0,1; vScl =0.1 

(/) 


DOMÉNIO DA 
TECNOLOGIA 


Há situa0es nas quais queremos determinar a janela de inspepáo, escolhendo o intervato v para a ja- 
nela e permitindo que o recLirso gráfico determine um intervalo y, o quai compreende os vaiores máximo 
e mínimo da funqao sobre o ¡ntervalo ,v. A maioria dos recursos gráficos fornece algum método para 
laz.er isso, assim, vertfique nas instru^óes para descobrir como íazé-lo, Permitir que o fecurso gráfico 
determine o iníervalo y da Janela elimina muito da adivinhagáo do problema, como aquela na parte (b) 
do exemplo p/ecedente. 


m FAZENDO ZOOM 

O processo de aumenlar úu diminuir o tamanho da jancla de inspeqáú é denominado/oser 
o zoom. Ao rcduzir o tamanho da janela, vemos menos do gráfico como um todo, mas mui- 
tos detaihes da parte mostrada; isso é denominado^^r o zoom para dentro , Ao contrário, 
aumentando o tamaiiho da janela, mais vcmos o gráfico como um lodo, porém, com menos 
detalhes da pane mostrada; isso é denominado/tfztfr o zoom para fora. Muitas calculado- 
ras fomecem iim cncnu para os doís tipos de z.oom por fatorcs fixo. Por cxeinplo, cm algumas 
dclas o efeito total de ampüa^áo ou redugáo é comrolado atiibuindo-se valores a dois fatores 
de zoom , xFact e yFaet. Se 


vFact =10 c vFact = 5 

enláo, cada vez que um comando de zoom é exeeutado, a janela de inspeqáo é ampliada ou 
reduzida por um fator de 10 na dircgao x c um fator de 5 na dircgao y. Com programas dc 
compmador, como o Maíhematica e o Maple, o zoom é controlado ajustando-se diretamente 
os intcrvalos a e y; contudo, há maneíras dc automatizar ísso afravcs dc programagáo + 
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l-5< 5jx[ IOOOJÜOOJ 
jrSd - 3. ySci = 500 
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[-5, 5] x |-I0, 10} 
A'Scl = I . yScl = I 


igura 1.2.10 


■ COMRRESSÁO 

A ¿implíagao da janela de inspegao de um gráfico icm o eíeito geométrieo de eompiessao, 
pois uma maior parie do gráfieo é espremída nu lela da caleutadora. Se a compressáo for 
muilo grande. entao podcm-se pcrder dcialhes do gráñeo. Dcssa lorma, acseolha dajanela dc 
inspegáo depende. freqüentemente, ck> que queremos vcr mais do gráfico ou niais do deialhe. 
A Figura 1 . 2.10 mostra duas vistas da equagáo 

y = x (a- - 2) 

Na partc (a) da íigura, o intervalo y 6 muito grandc, resultando cm uma eomprcssao vcrtical 
que ohscurccc os dctalhcs nos at rcdorcs do cíxo x. Na partc (b) f o imervalo y c muilo mcnor, 
c eonscqücntcmcnie vcmos maisdclathcs nas vizinhangas doeixo.v, porcm menos do grálieo 
na diregáo y + 


► Exemplo 5 A funqáo f(x) — x -h 0,01 sen(50jrr) c a soma dc /, (x) - x> cujográfrco 
é a reta y - x, e f 2 (x) — 0,01 senííOjr.v). cujo gráfico é uma curva senoídal de amplimde 0,01 
c período 2n/5Q7r - 0,04. Isso sugere que o gráfieo de f(x) seguc o padráo gcral da rela y = x t 
mas com altos c baixos rcsultantes da eontnbuigao das ondulagoes senoidais, como venios na 
parte (c) da Figura 1.2.1 I f Gere os qual.ro gráftcos mostrados na Figura 1.2,1 1 e explique por 
que as oscilagóes sao visíveis somente na partc (c). 

Solugav Para gerar os quatro gráficos, inicialmente devemos colocar o rccurso grálico no 
modo radianoA Como as janclas de partes sucessivas do exempío sáo de tamanho decrescen- 
te, eom íátor de l() t os leitores que utilizarem calculadoras podem fixaro fatorde zootn cin 10 
unidades cm ambas as direqóes x o y. 


(a) Na Figuia L2.11 a, o gráfico pareee ser uma rela, pois a compressáo vertical escon- 
dc as pequenas oscilaqóes senoidais (sua amplitude é apenas 0 , 01 ). 

(b) Na Figura 1.2.1 \b, comegam a aparecer pcquenos alLos c haixos na reta, pois há 
mcnos compressáo verticaL 

(c) Na Figura 1.2.11 c, as oscilagóes comegam a ílcar evidenies, pois a cscala vcrticai é 
mais compatível COni a amplilude das oseiLagoes 

(d) Na Figura L2.1 \cL o gráfico parccc scr uma rela, poís vcmos o zoom dc uma porqáo 
muito pequena da curva. < 
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[-10, ] oi x [- s 0, 10} 
jrScl = L vScl = 1 



r u" 

i 

: :¡# 


■ 

‘ 


r-i.i]xK n 

jrScl = 0J; ySd = 0.1 



[-0.1; 0.11x [-0,1:0,11 
a'ScI = 0,01: yScl = 0.01 



[-0,01; 0.01] x [-0,01:0.011 
jcSd = 0.001; vScl = 0.001 





Figura 1.2. lí 


Neslc livro scguimos ii íonvciK’ño de quc üngulos sm nK’didos cni riídimios. n nüo sor que a medidn cm entus eslejn cspecificnda. 
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■ DlSTOR?ÁO NA PRÜPORpÁO DA APARÉNCIA 

A Figura 1.2.12« mosira um cfrculo dc raío 5 c tluas retas perpetidiculares, esbogado cm irnia 
jancla de [-10, 10] x [-10, 10] com JtScl = ! c ySci - L Entretamo, o eíreulo está distorcido 
e as reias nao aparcnlam scr pcrpcndieulares, pois a calculadora nSt) usou o mesmo eomprí- 
mento para 1 unidade no cixo x e I unídade no eíxo y. (Compare o espagamcnto entre os sinais 
sobic os cixos.) Tsso c détiominado distojyao aa proporqáo da aparencia. Muilas ealt uládoras 
icm Lim mcnu paracorrígir automatiearncnte a distorqáo ajustando adequadamente a janela de 
inspeqáo, Porexcmplo t algumas ealculadoras fazem acorreqáo da jancla [-10, 10] x [-10, 10] 
mudando-a para 

[”16,9970674487; 16,9970674487] x [—10, 10] 

(Figura l .2.12/?). Em programas como o Mathematica e o Maple, a distorgáo na proporgáo 
da aparencia c controlada pelo ajuste das dimensocs íTsieas da janela dc inspcqáo na tela do 
computador, em vez dc alterar os intervalos x c y da janela. 
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Fígura 1.2.12 


[-10, IOJ x [- 3 0. 10] 
iScl = 1. vScJ - I 

(íi) 



1-16,9970674487; 36,9970674487] X[-I0, LOj 
jrScÍ - 1, yScf = I 
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127 pixeis 


63 

píxels 


üma j-anela de inspe^áo 
de 63 linhas cle 127 pixels 


Figura L2.13 


OQMÍNfO DATECNOLOGtA 

Se ü leiior dJspuser de uma calcula- 
dora gráfica, teía o manual para des- 
cotirirsua resolugáo. 


■ ERRO DE AMOSTRAGEM 

A janela dc inspcgño dc um recurso gráíico c composta dc tima gradc rctanguíar de pequenos 
blocos relangularesdenominadospijcdk, Para imagensem pretoe branco, cada pixel tem dois 
estados, uni atívo (ou escuro) c o outro dcsaiivado (ou claro). Uni gráíico 6 í’ormado ativando 
pixels apropriados para exibir a forma da curva. Em uma ceria calculadora bem conhecida, a 
grade de pixels consiste cm 62 linlius de 127 pixeis cada (Figura L2,13), caso em que di/.c- 
mos que a janela lem uma resolugáo de 127 x 63 (pixels por linha vczes o ndmero de linhas). 
Uma rcsolugao bpica eni lela de computador é de 1024 x 768. Quanto maíor a resoíugáo, 
mais lisos parecem ser os gráficos na tela. 

Q procedimento utili/ado por um recurso gráfico para gerar um gráfico é semelhante 
ao dc esbogar uma curva á máo: quando digitamos uma equagáo c escolhcmos uma janela, o 
recurso gráíico seledona as coordenadas x de certos pixels (sendo que essa escolha depende 
da jancla que cstn scndo usada) c calada us eorrcspondentes eoordenadas y. Em scguida, o 
recurso aliva os pixels cujas coordenadas mais se aproximam dos pontos calculados e Litiliza 
uni algoritmo predctcrmínado pnra atívar pixets intcrmcdiários adicionais para eríar o t’ornia- 
to da curva. Esse processo náoe perfeito e c possível quc alguma janela produ/a uma lalsa 
imprcssáo a respdto da tbmia do grálico, em gcral por caractcnsticas ímportautcs do grático 
cstarem oeorrendo eníre os pontos calculados. Isso é denominado erro de amosiragem. Por 
exempto, a Figura 1.2,14 mostra o grálico de y = cos( lOxv) gerado por uma certa calculadora 
bem conbeeida em quatro janelas dislinias. (A calculadora do leilor pode produzir resultados 
diterentes.) O gráñcoda patte (a) tem o formato corrcto, mas os outros trcs náo, devidoa erros 
de amostrasem: 


* Na partc (h), oeorre quc os pixels exibídos caem justamente nos picos da curva do 
cosseno, dando a impressáo falsa de que o gráfico e uma rela hori/ontal, 

■ Na parte (c), os pixeis exihidos caern em pontos sucessivamente mais elevados do 


gn 


Na parte (d), os pixels cxibidos caem cm um ccrto padráo rcgular que cria mais uina 
imprcssáo falsa da íorma do grálico. 
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M, l]xf-1Jl 
A'Scl = 0,5: vScl = 0.5 

(a) 








f-l2/>; 12,61 xf-K 11 
jrSc! = 1, vScl = 0,5 

(b) 



r~~ 

wm. 

mm 



f-12,5; 12,6] x f-1, 1] 
.trScl = L.yScl = 0,5 

(C) 



r-6,6]xr-L 1] 
.vScl = K vScI = 0,5 

W) 


Figu m 1.2,14 


A Figura 1.2.14 augere que, para os gráficoa Irigonoímétnccis com oscifagóes répidas, resEringiro inlorvalo x 
a poucos períodos provavelrnente iré produzir representagoes mais precísas da forma do gréfico. 


■ LACUNAS FALSAS 

Algumas vc/.cs, gráíicos contínuos aparcmam Ecr íacunas quauclo gcrados crn urna calcula- 
dora. Essas lücunas falsas cosLumam surgir quando o grállco aumenta iao rapídamcnte que 0 
cspago vcrtieal sc ahre cntrc pixels sucessivos. 


► Exem plo 6 A Figura I <2,15 mostra o gráfico do semicírculo _v — — x 2 em duas ja- 

nclas dc inspc^ao, Emhora cssc semicirculo tcnha concs no cixox nos pontos ,v = ±3, a partc 
(a) da íigura mostra lacunas falsas nesses pontos, pois nao há pixefs com coordcnadas .v iguais 
a ±3 na jancla cscolhida. Na partc (b) náo ocorrcin lacunas, pois cxistem ptxels com coordc- 
nadas x dc ±3 na janel a usada. A 



[-10. i nj x [-10, 10] 
,tScl = l, vScl - l 


v - t/í.i - I) oonn segmerttes de rolas íalsos 


Figura 1.2,15 


. V ' 

■ 

E 




t-5,5|xf-5,5J 
a ScI = 1. vScl = t 

(//) 


Jv ■ ¿ 

L 





[-63; 6,2J x f-5 T 5j 
vSd = ]„ vSci = l 

(b) 



A.V 



Aspecto real da curva y = l/fr - I) 

(b) 

Flgura 1,2,16 


■ SEGMENTOS DE RETA FALSOS 

Aiéin dc criar lacunas ftilsas em gráíicos contínuos, as caículadoras podem errar na dire^áo 
ojKJsla et>locando segmentos de retafalsos nas lacunas de curvas dcscontfnuas. 


► Exempío 7 A Figura 1.2,1mostra o gráfico de v = l/(.v - I) na janela default dc uma 
calculadora. Einhora o gráfico aparentc conier segmcntos de rcla vei licais próximos dc x = I, 
esíes náo devíam esiat lu. Reaímente, hé uma lacuna na eurvaem x = \ f uma ve/ que uma dí- 
visáo por zero ocorre nesse ponto (Figura 1.2.16//), < 


■ ERROS DE OMISSÁO 

A maioria dos recursos grálicos usa logaritmos para avaliar as fun^Ses com expoenl.es fracio- 
nários como f(x) — a 2, 3 = ifx^. Comudo. como os logaritmos estáo definidos somente pata 
os números positivos, muitos recursos gráficos oinitem partes dos gráJicos de fun^oescom ex- 
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poentes iVacionários. Por exemplo, umy calculadom faz o gráíico de y = a" ' como o da Figura 
1 2. 1 la, quando o grálico real é o da Figura 1 2Mh> (Para uma mancira dc conlornar isso t 
veja a discussao que precede o Exercício 29.) 


DOMÍNIO DATECNOLOGEA 

Determinese sey recursográfico pra- 
duz o gráíico completo de r v - x : ''para 
valores posiíivos e negativos de x. 


. 1 1 

.f- 

X 

- 




[-4, 4f x [-1.4] 
r rScl = l t ySd - I 


Fífiurn 1,2,17 (a) 



M QUAL É A VERDADEIRA FORMA DE UM GRÁFICO? 

Embora os recursos grálkos sejani ferramentas poderosas na geragao rápida de gtálicos, eles 
podem produ/ir gráficos enganosos devido á compressáo, ao erro de amoslragem, a laeunas 
falsase a segnientos dc rcla falsos. Em resumo, os rectosos gráficos podem sugerir asformas 
dos grúficos mas nao estahelecédas com certeza. Assim ? quanto rnais vocc souber sobre os 



■ MAIS INFORMAgÓES SOBRE RECURSOS GRÁFÍCOS E CALCULADORAS 

A nielhor fonte dc int'ormagáo sobre seu recurso gráfico 6 o manual do rnesmo. por isso suge~ 
ritnos que o Jeitor o eonsuhe de tempos em lempos para aptender uma determinada técniea. 


EXERCÍCIOS DE COMPREEMSAO 1.2 {Ver pagim 26 para resposfas.) 


L Usc um recurso computacionaí para gerar o gm Wco da equagao 

y = 0,4_v' + scnf;V) 

nas janelas de inspegáo dadas e diseuta as vantagens de cítda 
janela. 

(a) ¡-6 t 6J x | —30. 50] (b) [-4,4] x (-25, 25] 

(c) | ],2; 1,4] x 10; 0,21 (d) 15,99; 6,011 x [84, 88] 


2, Useodomíniocaimagemdc/paraencontrarumajaneladeins- 
pegáo queeKÍba todo o gráftcode /(.v.) = '2 — \/\ — 25x z . 

3, Expliqué como íicaria o gmfico de y - |v| sc a janela de inspe- 
gao [—0,01; 0,01 ] x [—10. 10] R>ssc visualízada num quadrado, 

4, Expliquc como íicaria o grálico dc y - \x\ sc a jancla dc iiupc- 
gao [“10. 10] x [-0.01: 0,03] Sbsse visuafizada num quadrado. 


EXERCÍCIQS 1,2 E] Recurso Gráfico 


1-4 üse um recurso computacional para geraro gráfico de/nas ja- 
nclas de inspegáo dadas c espeeifique qual janela t cm seu opiniao, 
mdíior descreve o grálico. 

01, f(x)~/-x 2 

(a) ¡ “50, 50 1 x | -50* 50] (b) 1 -5* 5] x [ -5,5 ] 

(c) [ -2, 2] x [ -2* 2] (d) [-2, 2] x [-1,1] 

(e) [-1.5; L5]x[ -a5;0,5j 


02, f(x)=.c-x- 

(a) l -50. 50] x [ -50, 50] (b) [ -5, 5] x [ -5, 5] 

(c) [-2,2]x[-2,2] (d) [-2,2]x[-l,l] 

(e) [-3,5; 1,5] x [ -0 t 5; 0,5] 

03, f(x) — x 2 + 12 

(a) 1-1. 1) x | 13, 151 (b) I -2.21 x [ 11,15] 

(c) [ “4.41 x | 10, 28] (d) Umajancladc sua escolha 
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04. f(x) -—12-j? 

(a) [ -l,l]x [-15,-13] (b) [-2,21X1-15,-11] 

(c) ¡ -4 t 4] x [ ”28 ,—10] (d) l) m a j ¿i nela de mi a csc ol ha 


5-6 Use o domfnio e a imagem de / pai'íi dclcrminar utna janda úc 
tnspecao qtio contcnha todo o gráfico emao, gcre-o nda, 

05. f(x) = >/16 ™ 2.v 2 6. /(a") = 73 — 2..v — x 2 


EMFOCANOO CONCEITOS 


7, Fa<;a o grálíco da lunqSo f(x) = x* - \ 5x~ - 3.i + 45 usando 
as janelas e o espaQamcmo dc sinaís dados e díscuta as van- 
lagens e desvaniagens de cada janela. 

(a) [ -10.10] x [ -10, 10] com xScl = 1 e 
vScI = 1 

(b) | -20. 20] x [ -20, 20] com aSd = 1 e 
yScí = 1 

(c) ! -5.20] x j -500, 50] com xScl = 5 e 
vScí= 50 

(d) | -2. -1 ] x | -1. ] ] com aScl = 0 J e 
ySct = 0,1 

(e) f 9. 11] x [ -486, -484] com aSc! = 0,1 e 
yScl = 0,1 

0 8. Fapa o gráfico da fangSo f(x) - —x' - 12.v l ' + 4x + 48 usando 
as janelas e o espagamento de slnais dados e díscuta as van- 
tagens c desvantagcns dc cada janela, 

(a) [ -10. 10] x [ -10, 10] com xScl = I c 
ySct = 1 

(b) | -20.201 x [ -20,201 com xSci = I e 
ySd = 1 

(c) [-16.4] x [ -250, 50] com xScl = 2 e 
vSd = 25 

(d) | -3. - i ] x | - ]. ] ] com xScl = 0,1 c 
yScl = 0,l 

[ -9. -7] x [ “241 1 -2391 com xScl = 0,1 e 
yScl-G,] 


9-1 6 Gere o gráíico de / em uma jaiiela julgada apropriada. 


• 9./ (x) = jT - 9,v - 36 

011. f(x) = 2 cos(80a) 

H 13. /<jt) = 300 - 10/ + 0.01/ 
014./(x) — i(30 - 2a) (25 — 2x) 

RI5-/W =jí 2 + - 

_■ u 


010 .= 

0 12 . f(x) = 1 2 scn(.í/80) 



16. f(x) = 



-y 19.0 gráíieo díi eqnaQüo x~ + 1 ' = 16 é um círeulo de raio 4 e een- 
tro na oiigem. 

(a) Bncontrc a liingao cujo grático d o semicirculo superíor c 
esboce-o. 

(b) Encomre a fungao cujo gráfico é o semicfrculo mferior e 
esboce-o. 

(c) Faca o grafico dos dois semicírculos j untos. Sc os dois grá- 
ficos coinbinados nao formarem um círculo. tcnte ajustar a 
janda de inspegáo para diminar a distor?áo na proporgáo 
da apar&ncia. 

(d) Faga t> gnífico da porgáo do efrculo no primeiro qua- 
drame, 

(e) N á algu ma fungáo cuj o g rá f i co scj a o ] ado direito do círcu - 
lo? Explique. 

- v. 20. Fara cada parte. faga o gráíico da equagáo resotvendo y em ter- 
mos dc.vc, eniáo. esboce juntas as furtgoes resultantcs, 

(a) x 2 / 4 + y 2 / 9 — I 

(b) y 2 -x z = 3 

ll.Lcia o manual de scn rccurso grático para dctemunar como fa- 
/cv o gráfico dc fungoes que cnvolvam valores absolutos. Fapa. 
enuio, os gráiicos das equagties dudas. 

(a) y = ].r¡ (b) y = [t- 1| 

(c) y = )a'¡ -1 (d) v = |sen x\ 

(e) y - senW (f) y = ].r| “ k + >1 

H 22.Com base em seu conhccimcnto da fungáo valor absohito. es- 
boce o grafico de /'Cv) = ],v| / x, Coníira seu resultado usando um 
recurso gráhco. 


ENFOCANOO CONCEITOS 


23, Faga uina conjcctuiii sobrc a rclagao cntrc os gráficos dc 
y = /ú) c y = [/(jc)[; confira sua conjectura coin algumas 
fungfies específicas. 

24. Faga uma conjectura sobre a relagáo enire os gráficos de 
y = /(a') e y = /(|xj); coníira sua conjectura com algumas 
fungoes espeeíficas. 

025+ (a) Com base cin seu conhedmento da fungáo valor abso- 
íuto, esboce o gráíico dc y = |.v - oj. ondc a c uma cons- 
tante, Conlira seu resultado usando um rccurso grático 
e alguns vulorcs cspccííicos dc o. 

(b) Esboce o gráfico dc v = \x - 11 + \x - 2|; coníira seu rc- 
sultado com um recurso gráíico. 

j26. Quat é a relagáo entre os gráficos dc y = ].v¡ e y = s/H? 
Confira sua respostacom um recurso gráfico. 


17-10 Gere o gráfico de / e determine se seus grálicos contém 
segmentos de reta falsos. Esboce o gráfico verdadeiro e veja se é 
possívcl elíminar os scgmcntos de rcta falsos, mudando a jancla 
de inspcgáo. 


0 17+ f(x) = _ - 018. f(x) = 


27-20 A inaioria dos recursos gráíicos fornece uma forma dc Ja/ei' 
o gráfico de fungoes delinidas por partes; veja o manual para saber 
como. Contudo, se sua meta for táo-somente encontrar a forma 
geral do gráñco, tsso poderá scr feíto plotando cada partc da fun- 
gáo separadamcntc c combinando as parlcs com um csboco fcito á 
müo+ Usc esse método nesles esercícios. 


4 — x 2 
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27. Esboct; o gráfico de 

f(x) = 


4 ^ 2 , 

.v 1 - 2x - 4. 


X < 2 
x > 2 


28. Esboce o gráfico de 


f(x) 



X 2 cos 



X < 1 

1 < x < 4 
4 < jc 


29'30 Observamos no texto que, cin se tralando de ñmgoes en- 
voivendo cxpocntes fracionais (ou radicais), os rccursos gráficos 
ornitcm pailcs do grálico. Sc /Lv) - x f,ftf , ondc píq c uma fraqáo po- 
silíva Jú siiupiificuda. o problüom da oniissáo ptnlc sei contornado 
da seguinre forma: 

• Se p for par e q fmpar. entao faca o gráfico de g ú) = |af '' q 
ctn vc/ de jlx). 

* Se p e q foiein ímpanes, entáo faqa o gráñco dc g Cv.) = 
(|,r| /x)U\"‘" em ve^ átfix). 

Explicaremos porque isso funciona nos cxcrcícios da próxima 
seeáo. 


29. (a) Gere os grátlcos de f(.\) - x e g (a) - |.v|“ ,,r> e determine se 
seu rccurso grático omitíu paite do grático de/ 

t b) Gcre os gráficos das funcocs f(x) = a 1 '" c g (x) = (|jv| / x)\x\ 
c dcterminc se seu rccurso gráiico omitiu paiie do grálko 
de /, 

(c) Gcre um gráfico da equaqáo /(a) - (x - 1 V"' 1 quc mostrc 
tíxias as suas caractcristicas importanies. 

(d) Gere um grálico da equaqao fíx) = (.v + I)' v4 c|iie mostre 
Eóíiivs as su+u cáiacierí^iicás impoaantes. 

>10. Qs gráficos dc v = (r - 4 y h c y = [Cv' - 4)'] ,A ' deveriam ser os 
mesmos. Seu recurso gráfico produz o mesmo gráfico para am- 
bas? Se nao, o qtie deve estar acontecendo? 


31. Em eada parte, faga o gráfico da funqíío para váríos valores de 
c c descreva cm um oti doís parágrafos como as mudangas etn 
c afctam o gráftco em cada caso. 

(a) y = cx 2 (b) y = x z + cx 

(c) y = x~ + x + c 

32.0 gráfico de uma equaqáo da forma y 2 = x(x - a)(x -h) (onde 
0 < a < /;) 6 dcnominado cábica bipariida. A figura abaixo 
mostra um gráfico Itpico dcssa cquagáo. 

(a) Faqa o grálico da cúbica bipartida y 2 = .v(v - I )(x - 2) rc- 
solvendo para y em termos dc x e. entao. fa/.endo os gráli- 
cos das duas funqües resultantes. 

(b) Eneom re os cortes no eí x o x d a cú bica bi parti da 

y- — x{x - a)(x - b) 

e faga uma conjeciura sobre como uma mudanqa nos valo- 
res de a e b afetaría o gráfico. Teste sua conjectura airaves 
do gráfico da cúbiea bipartida para váríos vaiores de u e b. 



Figura Ex-32 


• ■’-< 33. Com basc etn scu conhecímcnto dos gráficos dc y - x c y = scn .v. 
fa?a um e&boqo do gráfico de y = x sen x. Verifique sua condu- 
sáo usaudo um recurso gráfico. 

M34. Conio será u gráfico de y = sert (1 /v)? Teste sua condusáo usnn- 
do um recurso gráfico. [Suge$t¿io: Examine o grálico em uma 
succssáo dc itilcrvalos cada vez menorcs ccntrados em v = 0.1 


✓ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIGS DE COMPREENSÁO 1.2 


I. 



50 



O gráfico é scmelbante a uma cü- 
bica, com alguma varíaqíto pcrto 
da orígem. 



A funqáo náo tem um zero á 
dirctia de x= K 




O zcro pcrto dc x = - í cstá mais cví- 
dente e existc um possivel zero ime- 
diatamente á direita de x= I. 



8S 



O termo sen(3") produz uma rá- 
pida oscilaqSo no grálico quando 
x crcscc, ü tcrmo (0.4).v provqca 
mn crcscimetuo foite do gráfico 
para valores maiores de x> ocljI- 
tando essii oscilaqSo na pane (a). 


2. [-0,2; 0,2] x [ i, 2] 3. ü gráfico ficaria indistinguível do eixo x. 

4. O gráfico ticaria índistínguívcl do cixo nao-negatívo v. 


84 
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1.3 FUNQÓES NOVAS A PARTIR DE ANTIGAS 

Da mexmct forma qae números podem ser adicionadas, subUaídos, multipiicados e 
dívididos, ptodüzindo ouíros mínieros. latnbétn fuitg&es podem ser údk ionadüs, subtmídas, 
muíüplicadas e dmdidas, produzindo outras fiwgoes. Nésia segao > vamos disctmr essas 
operagoes e aigumas oulrassem análogos em arimérica ordinária , 


■ OPERAgÓES ARITMÉTICAS SOBRE FUMgÓES 

Duas fuii£Óes>/e g, podem ser adicionadas, suhtraídas, muitíplicadas c dividídas clc forma 
natural para formar novas fungocs / + g> f - g, fg e / / g ♦ Por exempío, f + g é deíinida 
pela fórmula 

(f + g)(x) = f(x) + g(x) (I) 

que indica que, para cada entrada, o valor dc f + g é obtido adícionando-se os valores de/e 
g. Porexemplo, se 

/(.v) — x e g(x) =.x 2 


eníao, 

(/ + ííX-O - /(•') + = ,r + x 

A equagao (I) dá uma fórmula para f + g¡ porém nao di/ nada sobrc o domínio dc / + g. En- 
tretanto, para quc o lado dírcito da equagSo esteja dcfinído, x precísa cstar no domínio dc / e 
no domfnio de g. Assim, deíinimos o domínio dc / + g corno sendo a iniersccc;ao de.sses dois 
tíomfnios, Mas, geralmente, temos a seguinie deñnigáo: 


Se / br uma fun^So etms&nte, diga- 
mos /o) - c\ entáo o prodüto d& / e g 
será c-íf, Oessa Eorma, rnulllplicar uma 
fungáo por uina conslante é um caso 
particutar da multipíccagáo de duas 
fungoes. 


13.1 OKt íNltAO Dadas as fungQes / e g, deftninios 

{/ + s)W =/(-í) + g W 
(/ - .?)(*) - /(a) - A'U) 

(Ja)(x) = f(x)g(x) 

(f! g)(x) = f(x)! g(x) 

Para as fun$oes / + g, J - g e fg y dcímimos o domfnio como scndo a íntcrsec^ao dos do- 
niínios dc / e g\ para a fungao / / g, ílcfinimos o domínio como sendo a hueiscc^áü düs 
domínios dc / e g, exckifdos os pontos onde g(x) - 0 (para evitar a divisño por zcro). 


► Exemplo 1 Scjarn 


f(x) - l + Cv - 2 c g(x) = X - 3 
Eneontre o domínio e a íormuht das fun^oes / + g, f - g, fg 7 ffg e 7/ 



fómuilas sáo: 


(/ + g)(x) = f(x) + g(x) = (1 + V.V - 2 ) + (x - 3) = x - 2 + Vv - 2 (2) 

(/ - g)(x) - f(x) - g(x) = (1 + fx -2 ) - (x - 3) = 4 - x + V.v ■ 2 (3) 

(fg )(x) = f (x)g(x) = {1 + >/7=2 )(x - 3) (4) 

/ / I + Vx — 2 

(ffg)(x) — f(x)/g(x) - ---— (5) 

x — 3 

Of)(x) = 7f(x ) - 7 + 7Vv - 2 


( 6 ) 
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Os domínios de/e g süo (2, e (—"s + x )t respectivainente (as domfnios naturaís/ Assim, 

segue da Definigáo 13 .1 qiié os dominios de/+ g tfg sao a intersecgao desses domí- 
nios T a sabcr: 

[2 t -b^) H {—»♦ +oc) = [2, +*) (7) 

Alcm disso, como gí r) = 0 se x = 3» o doniínio de/7 g ú (7) com x = 3 removido, ou seja: 

[2, 3) U <3,+») 

Finalmcnte, o domfnio de Ifé igual ao doinínio de/ ^ 


Nessc ültimo exemplo ocorreu que os domínios das fungoes/+ g>f~g,fy e/7 g tbrani 
os dmnínios nalurais resultanles das fórmulas obtidas para essas fungoes. ísso nem sempre 
ocorre, e aqui temos um exempla 


► Exemplo 2 Mostre que se f(x) — /x, g(x) = ^fx. e h(x) - x, entlo o domínio de// 
nao e iaual ao domínio natural de fh 

4_- 

Solugíío O domínio natural de h(x) —xé (—oo, +■'>-■). Obsei ve que 

(fg)(x) = yfx-Jx = j: = /¿(.V) 

tio domínio ócfy , 0 domínio dc ambas/e g c [0, + v ) s dc modo que o domínio de.fe c 

[0, +3c) n |ü, +x) = [0, +x) 


pela Delinígao L3.1. Como os domínios de fe e /í sao dileremes, nao c correto escrever (//)(a) 
= x sem incluir a restrigao de quc cssa fórmula só vaic para x > 0, < 


m COMPOSIQÁO DE FUNQÓES 

Vanios considerar agora unia operagño sobi e fungoes, denominada composigáo, que nao tem 
analogo direto em aritmética usual. Informalmente, a operagao de composigao 6 exeeutada 
substíluindo-se em uma dada íungao a varíável independente por algurna fungao. Por exem- 
plo, suponha que 

A x ) - x' e 5 W = x + 1 


Se suhstituirmos x por g(x) na íbnnula de/ obtemos uma nova fungao: 

_/ígú))=f,?(.vir = (.v+1) : 

a qual denotamos por /o g. Assim, 

(fog )<•*) =/(.í?(A'}) - (g(x)f = (X + 1)’ 

Em geral, temos ít seguime definitjño: 


Embofa á primeÉra vista o dominio de 
/o possa parecer complicñífo, inlui- 
tivamente laz senlido: para oomputar 
/íif(.v)) h nebessdta-se de x no dOminio 
de g pafa computar g(.v) e, Uepois, 
¿■U) no dominio de / para computar 

mm, 


1.3*2 definicaü Dadas as lungocs / c g, a composiqáo de / c g, dcnotada por / o g, e 
a fungao definida por 

(fog)(x) = fíg(x)) 

Por deíinicao, o domínio de / o g consiste cm todo x no domínio dc g para o qual c g(x) cstá 
no domínio dc / 
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► Exemplo 3 Scja/(x) = x + 3 c #(a) — fx. Encontre 

(a) (f °g)(x) (b) (g°f)(x) 

Solugao (a) A fórmula para jXg(x)) é 

f(g(x)) = [g(*>] 2 + 3 = (v/v ) 2 + 3 = JT + 3 

Como o domínio de g é [0, +v.) e o de /é (-^ t + v/ o domínio de / og coníiste em todo 
x em (0, + f v/ de modo que g(jc) — fx eslá em (—>-■, +-^); assim, o domínio de f og é 
10, +oj). Logo, 

(fog)($)=x + 3 f x >0 

Solugao (h) A fórmüla para g(/(.v)) ú 

g(f(x )) = V'/U') = v/x 2 + 3 


Note que no Exemipto 3 as fungóes 
f og e ^ of nio sio a mesma, As- 
si.m. a ordem na quat as fungóes sáo 
copfipostas pode fazer (e geralmefUe 
fará) díferenqa no resultado finaL 


As composigoes lainhém podem ser delinidas para Irés ou mais fungoes; por exemplo, 
(fogoh)(x) é computada como 

(/ ogo/f)(x) = f(g(h(x))) 

Em outras paíavras, primeiro enconlramos h(x\ dcpois g(h(x)) c, íinalmente, f(g(h(x))\ 


Corno o domfnio de/c (—■ v. t +<v.) e o de g é !0, + v/ o domínio de gof consiste em todo x em 
+v), de modü qüe/(x) -x 2 + 3 está em (0, +M- Assim, o domínio de gof é (--v, +^). 
Logo, 


(gof)(x) = y+ + 3 

Náo há necessidade de indicar que o domínio é (-oc t +v. ) t pois este é o domínio nalural de 
Ujc- + 3 . < 


► E xempIo 4 Encontre (fogoh)(x ) se 

f(x) = Jx, 8(JC) = J /jc , h(x) = x 3 


(/ogofe)(x) = f(g(h(x ») = /(íU'S) = /(1+) = Vl/.v J = l/x yl •* 


■ EXPRESSANDO UMA FUNQÁO COMO UMA COMPOSIQÁO 

Miíitos problemas em Matemática sáo abordados peía “decomposigáo” de fungoes em unia 
composigáo dc liiTigoes mais simples. Por exemplo, consídere a fungáo h dada por 

h(x)=u+\f 

Para calcular h{x) para um dado valor de x, compulanamos primeiro x + j e, entao, oquadra- 
do do resuliado. Essas duas operagoes sáo execuiadas pelas fungoes 

ííU) = .í + I e /U) = C 

Podemos expressar // em termos de / e g escrevendo 

h(x) = u + i) 2 =l/U)j 2 =M(x)) 

assim, conseguimos expressar h como a eomposigáo U - f og . 
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O proceSSO tíc raciocinio ncstc cxcmplo sugcrc uni proccdímenl.0 ycruí de dccomposi- 
gfio de uma fungfio h em unia composigfio h = f og: 

■ Pcnse sobre como podcríamos calculur /íU) pura um valor cspccílico dc x t tentando 
dividir os cálculos em dois passos cxcculados succssivamcnic. 

* A primeira operagao no cáiculo determinará uma g e a scgunda, unia fungao /. 

* A tórmula para h pode t entáo, ser escrila como h(x) = f(g(x))< 


Para tins de descrigao, iremos nos referir a g como a “fungao de dcniro" e a / como a 
fiingáo de fora" na expressáo f(g(x)). A fimgao de dentro executa a primeira operagao e a de 


fora cxecuta a segimda. 


► Exemplo 5 Exprcssc h(x) = (,v - 4} como a composígáo dc duas fungoes* 


Solu^áo Para computar hix) para um dado valor, calcularíamos primeiro x- 4 e s entao, cle- 

varíamos o resultado á quinta poténcia. Logo, a fungáo de dentro (primeira operagáo) e 


g(x) = x - 4 


e a fungáo <lc fora (segunda opeiagao) é 


logo, h(x) = f(g{x)). Como verilicagáo, 

m.x ))=i 




> = (a-™4 f = h(x) < 


► E xem p I o 6 Ex pre s sc se n (x') c omo um u com pos igáo dc d u us fun góes > 


Soíu^ao Para computar scn(.C) t cakularíamos primeiro x' e t entáo, o seno do resullado; 


assim, g(x) - x* á a fungáo <lc dentro e f(x) = sen a% a de fora. Logo, 


sen (x ) = /(g (.r)) - x ^ .v 


A Tahelu L3.1 dá maís cxcmplos de decomposigoes de fungoes em composigoes. 


Tabcla U.l 



X(x) 

i >e : í>F';NtKü 

m 

l>tí J'OKA 

(.mimsjCÁO 

(* 2 + i) 10 

á 2 + I 

j: ¡0 

(A- + lj B =/(g(A» 

SCÍV Á 

sen á 

Á J 

scn = /( k (a)) 

tgí* 5 ) 

A 5 

tg -V 

tg(A J ) -/(íKa:)) 

V4 - 3.v 

4 ~ 3á 

vr 

V4-3Á = /(g(A)) 

& + Ví 

vr 

S + Á 

S + VI=/(gCv)) 

i 

X + 1 

á + 1 

1 

X 
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Sempre há maje de unna maneira de expressar uma furtgáo como uma composigáo. Por exemplo f aqui es- 
táo duas maneiras de expressar (/ + 1 y' oomo composig5es diferentes daquela da Tabela 1,3.1: 


(/ + l) K '= [Cf + 1 Y)' = JlfiiX) ) .[>(>■> = {,r + i r o /Uí = v 


{r+L) JÜ = [(r+í )T“=fte 




^x)-(Jf 2 +]) 3 c /U'J = .r 


iotv 


Venda de Carros em lUiihoes 



H " 


(A 

o 

■d 

íd 

tn 

13 


■ FUNi?ÓES NOVAS A PARTlfi DE ANTIGAS 

O icsLanttí dcsta scgao scríi dcdicado a consíderar o tífeito geomdirico dc eftítuar operagocs 
hásicus com fungoes. Lsso nos pcrmíEirá utili/ar gráficos conhccidos de fungdcs para visu- 
ali^ar ou esbogar gráflcos dc fungócs rclacíonadas. Por cxcmplo, a Figura 1.3.1 mosira os 
gráñcos dc vendas anuais dc carros novos /V(0 c usados U(f) ao longo dc um ccrto período. 
Esses gráficos podem ser usados para construir o gráfico do total de vendas anuais de carros 
T(t)-N{t) + U(f), somando os valores de N(t) e U(t) para cada valor de r Em geral, o gráfico 
de .v - f(x) + g¿v) pode ser eonstruído a partir dos gráficos de v - f(x) e de y - g(x) somando 
os valores ácy correspondcmes a cada .v. 


Figiira 1*3.1 


► Exempio 7 Na Fígura 1,1.4, obscrvc os gráíicos de y = e y— I /,vc fnga uni csbr>- 
go quc mostrc a forma gcral do gráiico y ~ ^/x 4- l/x para.r > 0. 

Soluqat) Para somur os valores <Jc y correspondcntes de y — -/x c y = 1 i x graileamcnte, 
basta imaginar quc des cstáo “cmpilhados” um cm cimado outro. Isso dá lugar aocsbogoda 
Figura 1.3.2. <4 


Us& a tétmica do Gx&mplo 7 para 
bopar o gráfico da fungáo 


X 



Figura 1.3*2 Spniíindü as cwrdcnadas y dc c dc i/jt, obtcmos a. coordcnada v dc + L/jt\ 


■ TRANSLAQOES 

Na Tabela 1.3,2 ilustramos o efeito geométrico sobre o gráfico de y - f(x) de somar a f ou 
á sua variávcl indepcndente ,v uma conslaníc positim t\ bcm como o cfeito dc subtrair cssa 
constante de / ou ílc*v, Por exemplo, o primeiro resuitado na tabcla ilustra que somando uma 
constantc positiva c á fungáo / sorna c a cada coordcnada y dc scu gráfico, com isso íransla- 
dando o gráfieo c unidadcs para cima. Analogamcntc, subtraindo c de / translada o grálico c 
unidadcs para baixo. Por outro lado, se utna consLante posiliva c é soniada a x, eiUáo o valor 
dc y — f(x + c) cm .v - c 6 f(xY, c como o ponto x - c está c unídadcs á esqucrda dc x no cixo x, 
o gráfico dtí y ~ f(x + c) nccessaríametUe é o de y ™ f(x) transladado c unidadcs para a csquer- 
da. Analogamente, subtraindo c de x translada o gráíico c unidades para a direita. 

Ames de passar aos próximos exemplos, é conveniente icver os gráficos das Figuras 
L.l.4c 1,1.10. 
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Tiibda ÍJ.2 


OnKKAí AO E\t 

Somar uma consEanic 

Suhtrair uma constaiue 

Soinar uma consiamc 

Subtnai 

■ Li ma coníUante 


positivü c a j{x) 

posítiva c dc/f.r) 

posítíva ra.i' 


positiva c de x 

\OVA KOIACAO 

v =]l\-) + c 

y-flx) 

- c 

y=/U + r) 


y -A* - 

" c) 

EFKITO 

CKOMÉTRlCO 

TrimsUKhi o gráfico dc 
y -J{x) c unidiidcs para 
cima 

Transladá o gfálieo do 
y —f(x) f unidíidcs para 
bais.o 

Translada o gfáñco dc 
y = /U') r unidadcs pata a 
csqucrda 

Transladii 0 gráíico dc 
y = J(x) r uilidiidcs pam a 
ditcita 

EXEMPLO 

Á 

1 

V \J 

\ 2 
\ 

\ 

L V , 

y " .v ¿ + 2 

/ 

/ 

y t 2 
/y - * 

/ 

J i 

i 

1 

V 

\\ 

lV 

y-jr- 

/j=jí 2 -2 

/ / 

/ T 

, = 0r+2|*, 

/ y =T 
\ V 

\,A 

,y 

/ 

/ 

/ 

/ A 

j 

V 

\ 

\ 

\ 

y 

>’ = U - 2) 5 

V / 

/ A 

y < k. 




_2 


-2 


w 

2 


► Exemplo 8 Esboce o gráíico de 

(a) >' - sAv - 3 (b) y = s/.v + 3 



y = V’v’ 



V = \'.t r - .1 


5o/ííf¿íí? O gráfico da equa^áo y = V-v — 3 pode ser obtido transladando 3 unidades para a 
dircíía o gráfico de y = fx e o gráfico dc y = S AT +3 transladando o dc v = sfx 3 utikia- 
dcs para a esquerdu (Figura 1 33), 4 


► Exemplo 9 Eshocc o gráíico dc y = | x - 3 | + 2. 


Solugao O gráfico podc scr obiido com duas iranslagdcs: prímeiro iransladumos 3 uni- 
dadcs para a dircíta o gráfico dc y = |x| para obter o gráfico dc y — \x — 3|, dcpois trarslada- 
mos cssc grálico 2 unídades pam cima para ohtcr o gráíico dc y = \x- 3| + 2 (Figura 13. 4). 
Sc tor desejado, o mesmo resultado pode ser obtido efetuando as transia^ocs em ordem 
inversa: primeiro transladamos 2 unidades para cima o gráfico de \x\ para obter o gráfico de 
v = \x\ + 2 S depois iransladamos esse gráfico 3 unidades para a direita para obter o gráíico 
de y' — |x - 3j + 2. < 



Eogura 1,3.3 




y = fv -3| 


y = |x-3[ + 2 


Fígura 1,3.4 


► Exemplo 1 0 Eshocc t> gráfieo dc y - x 2 - 4x + 5. 

Solu$áo Completando o quadrado dos dois primciras termos t lcmos 

y = (x 2 - 4x +4)-4 + 5 = (x- 2) 2 + I 
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(ver o Apéiidice G da internet para imm revisao dcssa léenica), Dessa forma, vemos que o 

•■j 

gránco pode ser obtido transladando 2 unidades para a direita o gráfico dc v = jc" dcvido ao 
(x — 2) e i unidade para cima devido ao +i (Fígura 133/ < 

m REFLEXOES 

ü gráfico de v “ f(-x) é a reflexño do gráfico de v = f(x) peío eixo v porque o pomo 
(x, v) do gráfico de f (x) é substitufdo por (—x t j). Analogamenie, o gráíico de v = — f(x) 
é a reñexáo do gráfico de v = f(x) peto eixo x porque o pomo ú, v) do gráfico de f(x) é 
substituído por (x\ -y) [a equagáo y = -f(x) é equivalente a -y = f(x)], Isso está resumido 
naTabela l .3,3. 


Tabcla 1,3,3 


OPKRAQÁO EM 

y=M 

Stibstktiir .v pyr —jt Mulíiplicar/ú) por -1 

MIVA EQIJA^ÁC» 


EFEtTO 

GCOM ÉTKICO 

Reflütó 0 grálico y =/(.v) pélü Rdléltí o líráíicu de y =./(>') pelú 

eix&y tíixOA 

EXEMin.O 

jjX-x r 

—i i t [ i—i 

Ü j— J 

V = V.v 3 

f \ 1_1_1_1_ i Í _ E_J_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 

) !— 

y - \ .v 

~<77i i i í 

-6 

-3 

i I r~ 

3- 

l 

o-. 

I 

6 

y - —f~X 


► Exemplo 11 Esboce o giáfico de y = Í/2 — x . 


Soluqao C) gráfico pode ser obtido por nnia rellexáo e por uma Iranslaqáo: primeiro refle- 
tir o gráfico de y = Ifx pclo eixo v para obter o gráfico de y = íf-x, entáo tronsladá-lo 2 
unidadcs para a direita para obtcr o gráfico da equagáo v ™ f/—(x — 2) = i/2 — x (Figura 
13 . 6 ). + 




Mguru 1.3.6 


► ExempSo 12 Esboce o gráíico dc y — 4 — \x — 2\* 


Soluyao Ü gráfico podc scr obtido por uma reficxáo e por duas translagoes: prímeiro, trans- 
ladar 2 unidades para a direita o gráíico de v = \x\ para obicr o gráfico dc y = \x — 2\\ depois, 
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reíleúr pelo eixo x para ohici o gráíieo de v = - \x - 2\; entáo t iransladá-lo 4 unídades para 
eima para ohlcr o grálico da cquagáo y = - |jr - 2| + 4 = 4 - |* - 2[ (Figura 1,3/7). < 



Fi^urti 1.3.7 


Descrcva o efeílo geomótrico do mul- 
tiplicar uttia fungáo/por uma coostan- 
to negativa em tormos de refioxóes, 
alongamentos e compres$5e$. Qual 
é o efeito geométrico de rnultiplicar a 
variáveE iodependento de uma fungáo 
/por uma oonslante negativa? 


■ ALONGAMENTOS E COMPRESSÓES 

MultipJicar f(x) jxir uma constantcyw/zvVfl c tcm o et’eito geomctrico dc aiongar o gráticode 
v = f(x) na dire^ao v por um Jator dc c se c > I e de compnmi-lo na díre^áo v por um l’ator de 
Uc sc 0 < c < I. Por exemplo, multiplicar/(,r) por 2 dobra cada coordcnada \\ pormnto alonga 
0 gráíteo venicalmcnlc por um fator dc 2, cnquanto mullipticar por I corta eada coordenada 
v pela metade, portanto comprime o gráíico verticalmente por um lator dc 2. Analogamente, 
mulíiplicar x por nma constamc positiva c tem o efeito gcométrico dc comprimir o gráñco 
de y = /(v) na dire^áo x por um fator de c se c > I e de alongádo na dire^áo x por um lator de 
1/c se 0 < c < I. [Se isso parcce um pouco ao contrário, pense assim: o va'lor dc 2.v varía duas 
vezes mais rápido do quc .v, de modo que um ponto que se move ao longo do eixo x a partir 
da origcm só precisa viajar a metade da distáncia para que y - f(2x) tcnha o mesmo valor que 
v = f(x) r COm isso cnando uma comprcssáo horizontal do gráíico-] Tudo isso cstá rcsumklo 
naTahcla 13.4. 


Talíeta 1.3.4 


OPKRAÍ ÁO EM 
.V =/¡» 

M iiitíp 1 ícaifl j) por c Mu 11 ip 1 icar/i.v) por c M itlliplicar x por c M u h ip!icar x por c 

íc> 1) (t><c < 1) (tr>I) (Ü <c< !) 

NOVA LtOLiAOAO 

y - cfix) y - cj'íx) y-jUx) y =-f(áv) 

EFÉtl'lX) 

GKOMÉTRICO 

A ¡ üd gsi t> gnl (ico dc y = f(x) Cun i prt mc t> “ rá licü dc y -J(x) Conipri i nc o ^ráfi ct> de y “ _/év) A bn gíi o gráti cu tb y -_/U) 

vcrticalmcntc por um veilicalmcDte por um horÍEODtíámcnlc por um hoiizontsünncnte por um 

faior de c falor <le 1 fc tiifor de c látor de 1 fc 

EXEMLUX) 

i 

7 

/] 

J 1. 

L.V J 

v - 2 cos x 

- \ y = cost x / * 

j \ í \ t i / j 2 

O' j 

y = cos jc 

f/ 1 ! 

y = - co$ x L 

k y j 

y = cos A r y = co.s 2x j 

V ■ -A l ^ 

k>' 

v = eos - x 

; /* .v 

1 . T J rNL, 1 <f. L - 


\ 1 . * s 


\ V J y 

y = cos x 


■ SHVIETRIA 

A Figura 1.3.8 ilustra tiés tipos de simetrías: simetria em refagáo ao eixo x> simetria em rela- 
gáo ao eixo y e simetrui em rekigaa ü origem. Como mostra a íigura, a curva 6 simctiica cm 
relagáo ao eixo x se, para cada ponio (a\ y) do gráíieo, o ponto (a, -y) lambdm eslá no grálico, 
e c simétrica em rclacáo ao eixo y se, paia cada ponto f v, v) do grático, o ponto (-v, y) tam- 
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Simetria pelo 
ei>:o x 



Simetria pelo 
eixo v 



Figura 13.8 


bém esiá no gráfico, Umíi curva é simétrica em relagao á origem se, para cudu ponio (.v, y) do 
gráfico, o ponto (-v T -y) lunibém está no gráfico. (Equivalentemcnte, a curva c simétrica cm 
rclagáo á origem sc permanecer inalterada por umu rotagáo de 180 em torno da origenn Isso 
sugcrc o tcstc dc simctria a scauir) 


1.3.3 teore ma (Testes de simetria ) 

(a) Uma curva piana é simétrica em relaqao ao eixo y se f e somente se, substíiuhido-se x 
por-xem sua equa^ao, obtém-se uma equacao equivaíente. 

(b) Uma cun>a piana é simétrka em relaqdo ao eixo x se f e somente se r substituimh-se y 
por-y em sua equaqao, ohtém-se uma equacao eqaimlente. 

(c) Uma curva píana é simétnca em relaqdo á origem se, e somente se y subsíituindo-se 
x por -x e y por -y em sua equaqch. obtém-se uma equaqao equmdente. 


► Exempio 13 Use o Teorema 1.3.3 para identiñcar simetrias no gráfico de x - y“ 


Soiu( k ao Substítuíndo y por —v dá x - (-y) 2 s que slmpliíica para a equagao onginai x - y'. 
Assirn, o grálico é simétrico em rclayáo ao eixo a\ 0 gráfico náo é símétrico em relagáo 
ao eixo v pois substitiuíido x por -x dá -x~ y\ que náo é equivaleme á equagáo origma] 
x - y*. Analogamente, o gráfico náo é sirnetrico em relagáo á origetn pois substituindo x 
por-.v e y por -y dá -v = (-y)\ que símplifica para -.v = y~, que de novo náo é equivalente 
á equagáo original. Esses resultados sáo consistentes com o gráfico de jc = y" mosuado na 
Figura 1.3.9, < 


■ FUN^ÓES PARES E ÍMPARES 

Dí/cmos que uma lungáo f é uma funQÜopar sc 

/(- X) - f(x) ( 8 ) 



e uma funqño utipar sc 


/(- x) - -f(x) 



Geotneiricaincnie, os gráficos de íungóes pares sáo simétricos orn relagáo ao eixo y, por- 
que substiluindo x por -x na equagáo y = f(x) dá v = j(-x), que é equivalenie á equagáo 
original v = f(x) por (8) (ver Figura 1.3.10), Analogamente, segue de (9) que os gráíi- 
cos de fungóes ímpares sáo simétricos ern relagáo á origem (ver Figura 1.3.1 I), Alguns 
exemplos de fungóes pares sáo x'", x 4 , a 1 e cos x; aiguns exemplos de ttmgoes ímpares sáo 
x \ x\ x 7 c sen x. 


Expllque por que o gráííco do uma 
tungáo náo-rnjla náo pode ser simé- 
trico em retagao a.o eixo x. 



Figurii 13 + 10 Esic 6 o grárrco dc 
uma íungüo par. poís/t-v) 



Figura 1 .3.11 Eslc d o gráfico dc urtvi 
fungáo ímpar. poís/-x) = -f(x). 
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EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 1,3 (Verpágina 39para respostas.) 


L Scjam f(x) — 3 s /!v — 2 e g{.v) = |x|. Em cíkÍíi pane. dc a fór- 
niuía para a tungao c o conespondciHc domínio. 

(^) / + g: ______ DoMnio:_ 

(b) / - g: _Domínio:_ 

(c) fg: ___ Domfnio:__ 

(d) f/g\ _Domímo:_ 


2* Sejum /(.v) = 2 - .v 2 c g(x) = . Em cada parle, dc a fúr- 

mula para a eomposígáo e o correspondenie dominío. 

(a) / o g: ___ pomínio: „ „ 

(b) g o/: __ _Dominio:_ 


3* O gríífico Je y - ] + ( r v - 2)" pode ser obiido Lnmsladnndo 

o gráfico de y = x 2 |>ai'a a _(esquerda/direita) por 

_unidadc(s) c depois transladando o novn gráíico 

para , __(cima/baixo) por unidade(s). 


4. Seja 


í|* + II. -2<x <0 
y\x — 1 1 n 0 < jc < 2 


(a) A letra do alfabeto que nuiis se parece com o gmlico de / é 


(b) / c uma l'un^ao parV 


EXERCÍCIOS 1*3 Recurso Gnáfico 


ENFOCANOO CONCEITOS 


L í') gráfico de Lima fungao / eslá na (iguia abaixo. Esboce yxs 
grálicos das segtiintes equayoes: 

(a) v = f(x) - I (b) y = f(x- I) 

Cc) 3' = <íl) v - / (-iv) 



J 




'V 




.4' 


íj 










- 1 



I 1 

y 

[ 

r 





Eigura líxd 


2, Use o gráfico do Excrcício ] para eshogar os grálicos das 
seguintes equagoes: 

(a) y - -f(-x) (b) )' - /(2 x) 

(c) v = 1 — /(2 — x) (d) y = ^f(2x) 

3* O gráfico dc uma fungao / oslá na tigura abaíxo. Esbocc os 
gráiicos das scguintes equacoes: 

(a) y ^ f(x + I) (b) y = /(2a ) 

(c) y - \f(x)\ (d) y = I - \f(x}\ 


*. y 



i 



i_ 



1 


/\ 



1 

/ 


3 








Mgura ítx-3 


4* Usc o gráti co do Exerc ício 3 para esbt>g ar o gráfieo da equa- 
íáo 3 = /(!-+. 


5-10 Esboce o gráfico da equagáo por translacáo, reflexáOt com- 
pressáo e alongamenio do grállco de y = x~ de maneira apropriada 
c* eniao, usc um rceurso gráfico para confirmar que scu esbogo 
está correto. 


• -\S. y — -2(.v + l) 2 - 

3 6* y=^(x~3) 2 + 2 

0 1. y = + 6x 

8, y = x 2 + 6.v — 10 

09* = I + 2x — x 2 

0 10* v ™ i(A““ - 2a + 3) 

11-14 Esboce o grJlico da cquaqáo por translagáo, rcllexáo, coin- 
pressáo e alongamcnto do grállco dc y = +/x dc maneira apro- 
priada e, enláo. use um recurso gráfico para confirmar que seu es- 
bogo está eorreto 

011.3 = 3- VÍTT 

12* y = 1 + fx — 4 

013, y = |v^+ 1 

014. y = — s/+v 

15-18 Eshoee o grálleo da equaqSo por translagao, leflexáo, coin- 
pi essáo e alongamento do gráfico de y =1 /x dc maneira apropiíada 
c. entáo. usc uni rccurso gráEico para confii mar quc scu esbogo 
está correto. 

015. v = —-— 

“ x “ 3 

16* v = 

! - x 

17. v _ 2 

LJ ' -V + í 

H18.v = — 

X 

1B-22 Eshoec o gráíico da equaqáo por translagáo, reflexíio, com- 
prcssao c alongamcnio do gráíico do y = \x\ dc mancíra apropríada 
c. entáo, usc um rccurso gráfico para confirmar quc scu csbogo 
esiá eorreto. 

19, v = \x + 2| — 2 

- 20. y = 1 — \x — 3| 
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Q21.j' = |2*- l| + l 022.y = Vi' 2 -4 í +4 


23-26 Ésboce o grálico da cquagáo por translagáo, reflexáo, com- 
pressáo c alongamcjiio do gráfico dc y — Jx de mancira apro- 
priada e + entáOi use um recurso gráílco para confinnar que scii es- 
bogo esiá correto. 


H 23. y = I — 2 .-¿/F - 24. y — Ífx — 2 — 3 

R25. v = 2 + #TT7 026. v + ^T^I^Ü 

H27. (a) Esboce o gráílco dc y = .í + |.v| adicionando as conespon- 
denies eoordenadas y nos gráficos de y = .v e y = |.v| r 

(b) Expresse a equagSo y - .v + [a-j na forma por partes, sem va- 
S ore s absolutos e conñrme que o gráfico obtido em (a) está 
cm confonnidade com essa equagáo, 

2S,Esbocc o gráíico de .v - a +(l/x) adicionando as corresponden- 
tes coordenadasy nos gráficos de v = xcy- Ux, Use um recur- 
so gráltco para confirmar que seu esbogo está correio. 


29-30 Determine as fónnulas para / + g, f - g , fg e f/g e estabe- 
leca os domíniosdas fun^5es. 


29. /(>) = 2 v fv - I, g ú) — */x ~ I 

30. /O) = A ? , g(x) — - 

t + .v 

31. Sejam /(.v) = *Jx e g(x) = x 3 + 1. Determine 

(a) /(¿í(2)) (b) í(/(4)> 

(e) /(/(16)) (d) g{gm 

32. Scjam g{x) — tt — x 2 e /í (a) = cos v. Eneontre 

(a) g(ft(0)) (h) A(f(Vff72» 

(c) s(g(I)) (d) h(J¡(n¡2)) 


33, Seja f(x) — x 2 + f. Bnconlro 

(a) Kñ (b) /((+ 2) (c) Kx + 2) 

(d) /(f) (e) /(JT + /Ü (»/(-.» 


(g) /(VI ) (h) /(3» 

34. S+a Í.+A ) = Jx , Encontre 

(a) g(5s + 2) (b) ^(71+2) 

1 

(d) — (e) g(g<m 

(g) g(\/jx) (h) g(ú-if) 


(c) 3g(5jr) 

(0 fe(.v);r - sto 


35-36 Dcterminc as fórtmilas pam f og c g o f c cstabdega os 
domínios dus compostas. 


35 . f(x) = x 2 , g(x) = yfl - x 
3fí, f(x) = Jx - + g(x) = v"a' 2 + 3 


37. /<jc) = 


I + x 

I -jt 



a: 


1 + A 


-2 


- K(-v) = 




I ™-V 
1 


39-40 Encontre uma fdrmula para fogoh. 


39. /(a) = a 2 + u g(.v) = h(x) = x y 

X 

40, /(.t) = —g(t) = vfv, ít(x) = ™ 

I + X X* 


41-44 Expresse/eomo mna composEyáo de duas fun^oes; isio & 
encomre g tí /? taís que/ = go/i. I/Voííj: Cada extírcfeio lem mais 
dc uma soluqáo.] 


41. (a) f( x ) = ví+2 

42. (a) /(jt) = .v 2 + I 

43, (a) f(x) — scn’ x 

44, (a) /(,v) = 3sen(V) 


(b) /(.v) = 
(b) /Cv) = 


|V - 3.v + 5j 

I 


x — 3 


3 


5 + cos.v 


(b) f(x) 

(b) f( x ) — 3 sen ¿ A + 4 scnx 


45-46 Expresstí Fcomo uma composi^áo de trés l’un^óes; isto tí. 
encontre / g e h tais que F = fogoh , \Nata: Cada exercícío tern 
mais dc uina solugáo.j 


45. (a) Fíx) = {I + scnt.r))'' (b) F(x) = ■/1 - /I 

46. (a) F(x) - ■—Ej (b) F(x) = |5 + 2.v[ 


ENFOCANDO CONCEITOS 


47. Usc a tabela abatxo para lá/cr um gráfieo dc y = /(g (+)). 


Tabela Ex-47 


X 

-3 

-2 

-i 

0 

1 

2 

3 

f(x) 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

V.v) 

-1 

0 

! 

2 

3 

-2 

~3 


4H, Encontre o domfnio de g o f para as funyoes /e g do .Excr- 
cício 47. 

49. Esboce o gráfico de y = f(g(x)) para as lun^des cujos gráli- 
cos csiüo na figura abaíxo. 



38. f(x) = 


x 
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50. Esbocc o gráficü dc y = g(f(x)) para as fimgoes cujos gráli- 
co.s cstüo no Exúrcício 4 C J. 

51. Use os grálicos de / e g do Exercício 49 para esti mar as so- 
Iuc-óes das eqLü( t "5cs f{g(x)) = 0 e gifU)) ~ 0. 

52. Use a Lábelü do Exercícío 47 pam resolver as equagóes 
,f(S W) ” 0 e g(f(xj) í= 0. 


53-56 Eneonirc 

f(w) - /U) fU + h) - f(x ) 

-- c -;- 

t n - V /i 

e simpüfique lamo quanto possível. 

53. f(x) = - 5 54. /(.v) = a : -6í 

55, /t.v) - Vx 56, /Cv) - 1 /x 2 

57. Classiíique em porcs, mipares ou nenhunia dessas as fungóes 
cujos valores estáo dádos na tabela a seguir. 


Tabela i:\-57 


X 

-3 

_2 

-1 

0 

i I 

2 

3 

/M 

5 

3 

9B>' 

3 

; 1 

-3 

5 

gix) 

4 

1 

-2 

0 

2 

-1 

-4 

h(x) 

? 

-5 

8 

_2 

8 

-5 

2 


58, Com p I e te a tab e la da figu ra aha i xo. de form a quc o g rá i ico de 
v - /ú) (o qual e um mapa de dispersáo) scja simélrico óju 
relagño 

(a) ao eíxo _y (b) áorígem 


Tabela Ex-58 


X 

-3 

-2 

-1 

Ü 

I 

2 

3 

m 

! 


-1 

0 


-5 



59, A íigura abaíxo moslra uma parte de um grálico. Complele o 
gráiicode fomia que todo eie scja simétrico em relagáo 

(a) aoeixojr (b) aoeixoy (c) áorigem 

6í). A ligura abaixo müsira uma parte do grúfico de uma fimgáo /. 
Complcic o grálico supondo quc 

(b) / é u ma fimgáo ímpar 

+ > 


Fignra líx-66 


(a) / d uma luncfio par 


4. v 


x 

•> 


Ex-59 





62. Em cada parie das liguras abaixo, determíne se o gráíico é sí- 
mdtrico cm relagáo ao cíxo .v, ao eixo y, á origcm ou nenhum 
desses casos. 




Figurn Ex-62 



63. Em cada partc, classífiquc a l ungao como par, ímpar ou nc- 
nhum dcsscs casos. 


(a) f(x) = x 2 
(c) f(x) = kl 


(c) /00 = 



1 + .V 2 


(b) /U)=v 

(d) f(x) = x + í 

(0 /Ó) - 2 


64, Suponha quc a iungáo / lenha por domfnío todos os nilmeros 
reais. Determine se cada uma das fungdes u seguir pode ser 
dassiíicada como parou ímpar. Explique. 


(a) g(x) = 


ftx) + f(-x) 


(b) h(x) — 


fU) - /<-*) 


61. Classilique as fungdes cujos grállcos estáo nas figuras a seguir 
como pares, ímparesou nenhuin desses casos, 


65, Suponha que a fungao / ícnlia por domínio rodos os números 
reais. Mostre que / pode screscrita como a soma de uma fun- 
güo parcom uma fungao fmpar, j Sugesulo: Ver Excrcfcio 64.] 
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66-67 Use o Teorema ! .33 parádcterminar se os gráíieos tílm si- 
mctrias cm rcla^ao ao eixo a\ ao eíxo y ou i\ origein. 


66» (a) x = 5y 2 + 9 
(C) ,ST = 5 

67. (a) ,v J = 2y' + y 
<c) / = W-5 


* ^ i 


(b) r“2v“ = 3 


(b) y = 


3-Kr 


71. A eqtiagilo y - |/(.v)¡ pode ser escrita como 

f(xl f(x) > 0 

/ty)t /W<0 


qtic moslra c|tie o gráiico dc y = podc ser obtido a partir 
do gráñco de y =/(.v) r rctcndo a partc quc cstá sobre ou acima 
do eixo .r e rdletindo por esse eixo a parte que cstá abaixo. 
Use esse metodo para obtcr o gráíico dc y = ¡2.v - 3| a panir 
dc y = 2.v — 3. 


6S-69 (i) Use um recurso eomputacional para lazer o gnlíico da 
cquayáo no primciro quadrante. [Noia\ Para isso. resolva a cqna- 
qáo para y cm tcrmos dc x,\ (ii) Usc a símetria para fazet um 
esbo^o á máo dc todo o gráñco, Clii) Confirme o que foi feito ge- 
rando o gráfieo da equaqáo nos demais quadramcs. 


£ f¡». 9r = 4 C = 3 6 69.4r = ¡ 6/ = 16 

■ 70.0 gráfico d:t equaqao x~ +y" ' = !, quc aparcee na figura abai- 

xo f e denominado hip&ciclóide quadrkúsptde, 

(a) Use o 'feorcma 133 para eonfirmar que esse giáñeo 6 sí- 
métrico cm rela^ao ao eixo x, ao eíxo y e á origem, 

(b) Encontre uma fun^áo / cujo gráfico coineide ru> primei- 
m quadrante coin a hipoeieldidc quadrietispide e use. um 
recurso compmaeional gráíico para confirmar o quc foí 
feito. 

(c) Repita (b) para os demais quadraíites. 



72-73 Use o método descriio no hxcretcio 71, 


72. Esboce o gráfico de y - 11 — x j. 

73* Esboce o gráfieo de 

(a) / (a) = |cos x\ (b) /(.í) = cos x + |cos x\ 

74. A juncdif mator iníeiro, \x\, é deñnida coino sendo o maíor 
í ntciro quc é menor do que ou igual a x Por exemplo: [2,7J= 2> 
1-23J = -3 e L4]=4. Esboce o gráfico de y=/(.v) + 

(a) f(x)= \x¡ (b) f(x)= [A-j 

(c) /(-v)= l-vj z (d) f(x)= [sen x¡ 

75. É alguma vcz verdadc que fog = gof sc / e g forcm iun- 
qoes náo-ccmstántes? Se náo, prove: se afirmaiivo, dé alguns 
exempfos para os quais é verdadc, 

76. Nadiscussaoque preeede o Exercício 29 da Setao l .2. foi dado 

um prooediinento para gerar o grálico completo de fix) - x''\ no 
qual sugerimos fazcr o grañco da luncao g(.v)= |.t|^ í cm vcz dc 
f(x) quando p for par c q ímpar. c o grálico tle g(x)= (f.v|/v)|.v[ v ''" J ' 
sc p c q forem fmpares, Mostre que em ambos os casos J"(,v) — 
g(jt) sc x > 0 ou x < 0. Mosire que /(.y) c tima fun- 

qáo par sc p fbr par c q Ibr fmpar e quc fix) c uma fun^ao fmpar 
sc p c q forem ímparcs.] 


Hipocicloide quadrícúspide 


Figura Ev-70 


%/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSAO 1,3 


I. (a) (/ + g)íx) = 3V* - 2 + .v; .v > 0 (b) (/ - $)(x) = 3/í-2-.v; .v >0 (c) (/ S )(.v) = 3.v 3/2 - 2.v; . 


(d) ( f/g){x) = - 


X~2 


X 


X > 0 2- (a) (/ o g)(x) - 2 - jr; v > 0 (b) (g o /)(-t ) — V'2 — t 2 ; - v''' 2 < x < 


x > 0 

s/2 


3* díreita; 2: cima: I 4. (a) W (b) sim 
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1.4 FAMÍLIAS DE FUNpÓES 


Asfim{xtes sdo, freqiientemente, agnipüdas emfamílias de acordo com aforma das fónmtlas 
que as definem oit oatras características cotmms. Nesia setpáo, vamos discutir aígiuvas das 
famflias de fungoes mais hástcas. 


*)■ 


(0, r) 


V = É' 


,v 

■> 


■ FAMÍLIAS OE CURVAS 

O gráfico dc uma funqáo constante f(x) = c c o gráíico da cquacáo ) = c, quc c a rcta hori- 
zontal mostrada na Figura I AAa. Sc variamnos c, obteremos um conjunto ou uma família de 
rctas bori/oniais lais como as da Figuia 1,4,1/;. 

As constantes que variamos para produ/ir uma lamílía dc curvas sáo denominadas parñ- 
metros. Por exemplo, lembre que uma equagáo da i’orma y — ni r + /; rcprcscnta uma reta de in- 
clina^ao m e coi le com o cixo v em b. Se mantívcrmos h íixo e iratamios m eomo um parámelro, 
obteremos urna lamília de relas cujos membros lein, todos, o mesmo corte em /; com o cixo v 
(Figura 1.4.2«)* o sc mamtvcrmos m lixo e tratarmos h como um parümetro, obteremos uma fa- 
mília de retas paralelas cujos membros lGn> s todos, a mesma dedivídade m (Figura 1.4,2/?). 



J 

ij 

c = 4 


c = 3 


H 


■I 

"w 




r = -1 


c = -2 


f - -3 


r = -4.5 





Figura ÍAI 



A íamíjFa v = jíj.v + b 
(b iixo e tit vanando ) 



A família y = avt + b 
[m fixo 0 b uarfando) 


Figura 1 . 4.2 



(h) 


■ A FAMÍLIA y= x n 


Uma f'ungáo da forma f(x) = x f \ ondc /> c constante, 6 dcnominadn funqao poténcia. Por cn- 
quanto, vamos considcrnr o caso em t[ue /; c um inteiro posíLívo, dígamos /; = m Os gráficos das 
curvas y = / para tr= I f 2, 3 t 4 e 5 cstao na Figura 1.4.3. Ü primciro grafieo ú o da reta y - x, 


cuja inclinagáo ó i e passa pela origcm, e o segundo e uma parábola que sc abre para cima e tem 
seu vérticc na origem (ver Apóndice G da internct). 
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Para n > 2, o formato du curva y =x K depende de n ser par ou ímpar (Figura i ,44); 


* Para valores pares de n, as l'untjóes f{x) - x' sao pares, portanto seus gráficos sáo 
simctncos em relagáo ao eixo _v. Os gráficos tem todos o formato geral da parábo- 
la y = a j " (embora náo sejam realmente parábolas se n > 2) e eada gráfico passa pe- 

«u. 

los pontos (-1, I) e (1, ] ) T A medida qoc íí cresce, os gráficos íicam mais e mais 
achatados no iniervalo — 1 <x < 1 c mais e mais próximos da vertícai nos ínterva- 
los x > I a<-L 


Para vaiores (mpares dc tt, as funydcs f(x) - x sao ímpares, portanlo seus gráficos 
sáo simétricos em relagáo á origem, Os gráíicos ieni lodos o lomiato gcral da cúbica 
v = a"' e eada gráfico passa pelos pontos (1, 1) e (—1, -l). Á medirfa que n cresce, os 
gráficos ficam maís c inais achatados no intcrvalo-1 < _v < í e maís c mais próximos 
da vertieal nos intervalos x > I e _.r < — í. 




A farnília y = x n 
[n Émpar) 


lügura 1.44 


Qs eleitos Ue achatar e de aproxianaf a verticai podem ser entendípos coneicierando o que ooorre quando 
um número v é eievado a poléncias rnais e mais etevadas: se -I < .v < l, entao o vafor absoluto de x" de- 
crú$ce corn u qrescente, fazendo com que os gráficos nesse Éntervaio sejam achatados com n cresqente 
(tente elevar \ ou - ? a poténcias oada vez mais eievadas). Por outro lado, se x > E qu se x < -i, entáo o 
valor absoluto de x'' crescú com n crescente. fazendo com que os gráftcos nesses intervalos se aproximem 
da vertical com n crescente (tente eievar 2 ou -2 a poténcias cada vez maís eievadas), 


,-n 


■ A FAMILIA y~x 

Se p é um inteiro negativo, digamos p = -n, entao as fungoes poténcia / (x) =4 lomam a forma 
f(x) ~ x = Ux\ A Figura 1,4,5 inostra os giáficos de y= l/x e y= l/x~. Ü gráfico dc v = Mx é 
denotninado uma hipérhole eqüiiátera (por razocs quc scráo discutidas adiamc). 

Como mostra a Figura 14,5 ( o formato du curva y= Mx IZ dcpcnde dc n scr par ou 
ímpar; 


* Para valores pares dc n , as fungoes /(.v) = 1/v sáo pares, portamo seus gráficos sao si- 
inéíríeosem relagáo aoeixoj. Os gráficos tém todos o formato geral da eurva y= l/x~ 
n cada gráfico passa pelos poiUos (— I, I) e (K 1), A medida quc n cresce, os gráfieos 
licam mais e maís próximos da verücaí nos iniervalos - 3 < x < 0 e 0 < x < I e mais c 
maís achatados nos intcrvalos x > I e x < - L 
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Consicteraruiú os valores 0& i/ a" para 
um .dixaclo com it cresceúte, explique 
por quú os gráíico& íicam mais acuú' 
tadcs oú próximos da vertíoal para vú’ 
lores cre&centés de u, conforme des- 
crito no toxto. 


Para valores ímpares de n, as fungoes f(x) = )/x sao ímpares, poriaiuo seus gráfícos 

sao simctncos em reiacáo á origcm. Os gráficos tem todos o formato geral da eurva 

\ 

y - 1 fx e cada gráfico passa pelos pontos (!, I) e (-! * -1). A mcdidu que n cresce, os 
gráficos licam mais e mais próximos da verttcal nos intervalos — I <jc<0eü<x< I 
e mais c mais achatados nos intervalos x > \ c x < -l. 


■ Tanto para valorcs parcs quanto fmparcs dc /r o gráfico v = l/x u Lem uma quchra na 
orígem (dcnominada descontinuidade)^ í|lic ocorrc por náo ser permitido dívidir por 
zero. 
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A tamüia v = í }/ 


A lamília v - i/T 

í« par) 


(n impar) 


■ PROPORgÓES INVERSAS 

Lemhre-se de quc uma variável v di/-se invenamenteproporcwnal a uma variávelx se hou- 
ver uma constante posiliva k, denonunada consfaníe de proporcionalidade . tal que 


t __ k 
V “ x 


( 1 ) 


Unm vez que se supoc k posi tiva, o gráfico dessa equaqáo tem a mesma forma básica que 
v = l/,v, mas e compnmido ou alongado na dirccáo do cixo y\ Tambem devcrta ser eviden- 
Le por (I) que duplicando jc mulliplícamos v por k, e triplícando x mulLiplicamos V por j, 
e assim por dianta 

A equagao (í) podc ser exprcssa como_rv = k y que nos diz quc o produto de grandczas 
inversamente proporcionais e uma conslante positiva. Essa é uma ídrma iltii de identiíicar 
proporcionalidade invcrsaem dados cxpenmentais. 


Tabela 1A! 

DA LKJS LXKt:K[Mt-NTAIS 


X 

0,8 

1 

2.5 

4 

625 

10 

y 

6,25 

5 

2 

125 

0,8 

0,5 


► E xem p I o 1 A Tabe I a 1.4J mos t ra al guns dados experi me n I a i s, 

(a) Explíque por quc os dados sugcrcm quc y é inversamcnte proporeionai a x, 

(b) Expresse y conio uma íuncáo de x. 

(e) Faga um gráítco da funcáo e dos dados juntos para x > 0. 


Solu^áo Para cada ponto dos dados, temos xy = 5 , poriamo v é inversamente proporcíonal a 
\ c y - 5/x . O gráíico dessa equagáo com os pontos dados está na Figura 1.4.6. M 


As proporgóes ínversas surgem cm várias lcis da Física, Por cxcmpLo, a lei de Boyle 
aíirma que se uma qimntulade fixa de um gás ideal é mantida a itnia temperatura constante. 
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Figura 1.4 + S 



entao é canstante o produto da pressdo P exerdda pelo gás e o volume V que eie ocupa, ou 
scja: 

PV = k 


ísso ímplíca que us varíáveis P e V sao inversamente proporeionais uma á ouira. A Figura 
3.4.7 itiostra um lípico gráíico Ue volume versas pressao sob as condiqoes tla 3eí dc Boyle. 
Observe como, dobrando a pressáo, reduzimos o voluine á meiade, eonio era de se esperar. 



Lei de Boyle (P = k/V) 



Figura L4 + 7 


■ FUNgÓES POTÉNCIAS COM EXPOENTES NAO-INTEIROS 

Se p ~ I /h, onde n é um inleiro posiiivo, entáo as fuiigoes poténeias / (x) - .\ J> tém a fonna 
f(x) — x iÍJi — kfx, Em panicular, se u- 2, entáo f(x) — +Jx \ e se n = 3, entáo f(x) = f/x. 
Os gráfieos dessas funcóes esfáo nas partes (a) e (b) da Figura L4.8. 

Como cada numcro rcal tcm uma raiz ciibica, o domfnio da fungao f(x) = $fx c 


(-*, + */ de modo que o grálico de y = Jx se estende sobrc todo o eixo x< Contrastando 
com essc eomportamento, o gráíico de v — Jx sc estcndc somente sobrc o intervalo [0, +oc), 
pois - s /x e um nümero imaginário pam a ncgaiivo. Como ilustra a Figura 1.4.8 í os gráíicos de 
y = Jx ede y = —Jx constituem, respectivamente, asporqóes superíore inferíorda pnrábola 
x ™ yf Em geral, o gráfico dc v = (/a se estcnde sobne iodo o eíxo x sc n c ímpar, mas somente 
sobre o intervalo [0, +x) sc n e par. 

As funqóes poténcia podem ter outros expoentes fraeionários. Alguns exemplos sáo: 

m = x v \ m = v?. f(x)—x~ in 


( 2 ) 


O gráfico dc f(x) = a' mosti ado na Figura L4.9 foi discutido na Seqáo L2. Adiante 
discutiremos cxprcssócs cnvolvendo expocntes irracionais. 


DOIWÍNIO DA 
TECNOLOGIA 


Leia a nota que precede o ExorcEcio 29 da Segáo 1,2 e use um recurso gráfico para gerar gráficos de 
f(x ) = yfx* e de f(x) = .v 7;s que exsbam todas as suas características sigrttficativas. 


■ POLINOMIOS 

U m polinomio em x é unia lunqño expressa como uma soma l’mila de lermos da íorma cx\ 
onde c é uma constante e n é um inteiro náo-negativo. Alguns exemplos de polinómios sáo: 


2x + 1. 3x 2 + 5x - 72. x 3 , 4 (= 5.v 7 - x 4 + 3 

A lungao (x~ - 4) é também um polínómío, pois pode scr expandída pcla fórmula hinomial 
(veja no verso da eapa) e expressa, entao, como uma sonia de termos da forma cx': 


(x 2 - 4) 3 = (x 2 ) 3 - 3(,r 2 ) 2 (4) + 3(.r 2 )(4 2 ) - (4 J ) = .v 6 - I 2 j 7 + 48r 2 - fyt (3) 
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Uma t$v\$áo ma¡5 (Jetalhada sobre 
poünÓmiQS é apresentaóa no Apén- 
dice B. 


Um poíinomíogml pode ser escrito em qualquer uma das formas aseguir, dependendo 
se quisermos as potencias dca em ordem crescente ou decresccnte; 

Cp H- + c^x^ + ' ■ • + Cit.x** 

CnX" + Cn~\X ll ~ l + ■ 1 ■ +C¡A' + C(¡ 

As constanies r M , r t> c 2 ,..» t c n sao denomínadas coeftcientes do polinomio. Quando um poli- 
nOmio ú representado cin uma dessas formas, a maís alia potencia que ocorre com um coeíi- 
ciente nao-nuloé denoniinada grau do polinómio. Os polinómios constantes nao-nulos sao 
considerados como tendo grau 0, uma vc/ que podenios escrever c = cx\ Os polindmíos rle 
grau 1,2, 3, 4 e 5 sao descritos como lineares, qimdrátkos, cúbicos . quárticos e quínticos, 
respeetivaineme. Por exemplo: 

2/ - 7 

lorn gnm 3 (cúhitoj 


3 + 5x 

jf - 3 v + J 


ccingríui t ílinreíir) 

lOTii írau 2 (quadrálico) 


í/ - 9/ + 5,v - 3 

+ x 3 + x 5 


tem gFíiu 4 (quftriico) 

wm gron {qofñiicn) 



(X~4f 


iern gra« 6 [veja ( Vr] 


O domínío natural de urn polinómio cm x c {-rso, +oü), já que as ánicas operacocs envolvi- 
das sao multiplica0es e adigoes; a imagem depende do polinómio, Já sabemos que os gráílcos 
dos polínómios de grau 0 e 1 sao retas e que os graficos dos polinómios de grau 2 sño parábolas. 
A Figura L4 A 0 mostra alguns gráfieos cle poíiuomios tfplcos cíe graus superiores, DíscutÍLiemos 
mais adiantc gráíicos dc polinomios crn dotalhcs; por ora, c suficiente obscrvar quc elcs s t ao 
muito bem-compoi'tados no senlidode nao lerem desconlinuidades ou bicos agucios, Conforme 
ilustrado na Figura I 4,10, os gráücos dos polinómios durantc um ccrto tcmpo váo para baixo c 
pava cima como cm uma montanha-russa» para depois subir ou cair indcfmtdainenlc, á mcdidu 
quc pcrcorrcmos a curva ein cjualqucr um dos dots scntídos. Vcrcmos posterionnentc quc o nú- 
mero de pícos c de valcs c detemiinado pclo grau do polinómio. 



Figura 1A10 


■ FUNpÓES RACIONAIS 

Uma funyao quc pode sci cxpressa como umu razao dc dois polínomíos c denominada/níifflo 
raeiomiL Sc P(x) c £?(r) lorem polinómíos, entao o domínioda fungao racional 

P(x) 


f(x) = 


QU) 


consiste em todos os valores de x iais quc £J(.v) ^ 0, Por exemplo, o domí'nío da funqáo 
racional 


f(x) - 


A‘“ + 2x 
x 2 - \ 


consiste cm todos os valores de .\ J , exeeío x = ] c x = -1* Seu gráfico cstá na Figura I AA\, 
junto com os gráficos de duas outras funqoes racionais tfpicas, 

Os gráfieos das fungóes racionais coni denominadores náo-constantes diferem dos grá- 
licos dos polinómios de algumas formas csscncíaís: 
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• DiferememenLe dos polinomios, cujos gráíícos sao curvas coniínuas (nuo-qucbra- 
das), os gráñcos das funcocs racionais tcm dcsconlinuídadcs nos pontos onde o de- 
nominador e zero. 


* DífereniemenLe dos políndmios, as fungoes racionais podcm ter mimeros nosquuis 
nao estao deíínidas. Perto desses pontos, muitas fungocs raeionais Leni gráficos que 
sc aproxímam baSLantc de itma reta vcrtícab cienominádá amntota verticaL Na Fígu- 
ra 1.4.1 I, cssas assmkuas eslao representadas porlinhas Lracejadas. 

• Diferentemenie dos gráficos dos poíínomios nuo-consLanies, os quuís comccain e lcr- 
minam subindo ou dcscendo indeíinidamentc, os gráíicos de muitas fungoes racionais 
podem comeQar ou terminar cada vez maís perto de tinia reta horizoníal, denominada 
amnHftü horizontal , quando sc percorre a eurva cm qualqucr um dos sentidos. As as- 
síntoiasestáo represeníadas pelas linhas tracejadas horizontais nas duas primeiras par- 
tcsda Figura 1,4.31. Na terccira partc da figura, uma assíntota horizontal c o ctxo .v. 



Fi&uxa 1.4.11 



■ FUNQÓES ALGEBRtCAS 

As fun^óes quc podem scr construfdas com polindmios, aplícando-se urn númcro finílo dc 
opera^óes algébricas (adi^áo, subtragáü, divisáo e extragáo de rafzes), sáo denominadas/wrt- 
$des algéhricas. Alguns exeniplos sáo: 

f(x) = A 2 - 4, f(x) = 3^(2 + x), f(x) = x v \x + 2r 

Conforme ilustrado na Figura J ,4,12, os gráñcos das funcdes algébricas variam amplamcnte; 
assim sendo, c diffcil fazer afirmativas gencricas sobre elas, Maís adiantc no livro, vamos dc- 
senvolver métodos gerais do Cáleulo que permitem analisar essas funqóes. 




Figurii 1*4.12 
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Neste texto» víimos supor qu& a va- 
íiável independente de umá íungáo 
trigonométrica sejst dada ém radia- 
nos, a menos de mengáo expEioita. em 
oontrário. Uma revisao de fungoes tri- 
gonométricas pode ser encontrada no 
Apéndice A. 


■ AS FAMÍLIAS y = A sen Bx E y = A cos Bx 

Muitas aplicagóes iniportantes levam ás fungóes mgonoinétrieas do lipo 

f(x) = A senfZív - C) e g(x) = A cosíftv - C) (4) 

onde A, B e C sao conslanles nao-nulas. Os gi álicos de tais fungoes ptxicni scr obtidos alt>n- 
yando, comprimindo, transladando e reflctindo aproprindamente os gráfieos de v - sen x e y 
= eos a. Para ver isso, vamos eoiriegar com o easo C — 0 e eonsiderar eomo os gráíicos das 
ec|iiat¿T>es 

v = A sen Bx e y = A cos Bx 


se rclacionarn coni os gráfieos dc y = sen .r e v = cos x. Sc A c B forcm positivos, entao o cfetto 
da constante A é alongar ou comprimir verticalniente os gráficos de v = sen x e v = cos x por 
utíi fatoivL enquanto o dc B é fazer o niesnio, porém horizoíitalmentc por um fator B. Por 
exemplo, o grálieo de v = 2 sen 4x pode ser obtido alongando verticalmente 0 de v = sen a por 
um faíor 2 e coniprimiiulo horizontalniente por um fator 4, (Lemhre-se da Scyáo 1em que 
vimos que o mulliplicador de x alonga quando for menor que I e compñme quando maíor que 
I.) Assim, como mostra a Figura 1.4.13, o gráfíeo de y — 2 sen 4_v varia entre -2 c 2 e repete-se 
a cada 2 tt/4 = jt/ 2 unidadcs. 



2sen 4.\: 


= sen x 

x 

-► 


Figura 1.4.13 


Em gcral, se A e B forem mimeros posilivos, entao os gráíicos de 

y-A se n Bx e v — A cos Bx 

oscilam entre ~A qAq rcpetcm-sc a cada 2rr/Z> unidades, Assim, dizemos que essas funcocs 
tém amplUude A e período 2 tt/B. Além disso, deftnimos a freqüéncm dessas fun^óescomo 
sendo o recfproco do período, ou ■sc ja t B/ 2a\ Se A e /í forem. ncgativos, além da Coniprcssáo 
e do alongaincnio, tcremos rcllcxóes dosgráficos pclos dois eixos; nesse easo, a amplilude, o 
período e a frcqücncía sao dados por 

, , 2jT \B\ 

amplitudc = [Aj, penodo = 737 , treqücncia = 


\B\ 


2 JT 


Exemplo 2 Fa$a um eshogo dos scguíntcs gráficos quc mostrc o período e a ampli- 
tude. 

(a) _v = 3 sen 2nx (h) >■ = -3 cos Ü,5x (c) y = 1 + sen jc 

SaJupan (a) A equagáo é do tipo y = A seu Bx com A = 3 c B = 2/r, portanto o gráíieo tcm 
a lorma dc uma funqao seno, mas com amplitude A = 3 e perfodo 2jt/j5 = IitíItt = I (Figura 
L4.14ít). 
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Soluqáo (b) A cquagño c do tipo v = A cos Bx com A - -3 c B — 0,5, portanto o gráfico tcm 
a forma de uina fungao cosscno quc foí rclleticlii em torno do eixo x (pois A = —3 é negativa), 
mas com amplitudc |A| = 3 c pertodo 2 nIB = 2jt/0,5 = 4jt (Figura 1 .4. 14 h). 


Soliigüo ( c ) () gráítco lem a forma dc uma lungáo seno que fot transladada uma unidadc 

para cima (Figura 1.4,14e). < 




Figura 1.4.14 


■ AS FAMÍLIAS y-A sen(Bx- Q E y = A cos (Bx- C) 

Para investigar os gráficos das famílias mais gcrais 

y=A scniBx - C ) c y = A cos {Bx - Q 
será útil rccscrcve-las na lorma 


y — A scn 





Assim, vernos quc os gráficos dcssas cquaqocs podcm ser obtidos transladando os gráficosdc 
y = A sen B.x c v = A cos Bx para a esquerda ou para a direita, dependendo do sina! de C./B. Por 
excmplo, se CÍB > 0, entáo o gráfico dc 

v =A sen[¿>ú “ C/B)] -A sen(Bx - C) 


pode ser ohtido transladando o dc y = A sen Bx para a direita em C/B unidadcs (Figura 1,4J5). 
Se CfB < 0, o gráfieo de y = A sen{Rv - C) c obtido por mmslaqáo do gráfico de y = A scn Bx 
para a esqucrda por \CfB\ unidadcs. 



Ftgura 1,4,15 


► Exerrsplo3 Encontre a amplitudec o período de 

y = 3 cos (2x + ^ 

e determíne como deveria scr transiadado o gráfieo dc v = 3 cos 2 a j pam produxír o gi áfico 
dessa cqua^áo. Confirme seu resultado lazendo o gráfico da eq uaqáo em uina calculadora ou 
compuiador. 























48 Cálculo 


A v 


Soluqao A equagao pode ser reeseríta como 


i r i 


_ 


Fifjuríi 1,4,16 


V — 3 cos 


¡N ; H)] =3 K 2 (*-Hí)) 


:.ii 


que o do lipo 


n 

r/ \ / ^ 




/ C\ 


\l \l y — A cos 

sU-- 

.-v 

— V- - i/ - 

V B/. 


com A = 3, B = 2 e C/B — -tt/ 4. Segue-se que a ampliíude é A = 3, o período é 2 jt//? = ;r e 
o gráñco e obtido transladando o gráfieo de y = 3 cos 2x para a esquerdu por \C¡B\ — tt/4 
utiidades (Figura 1.4.16). < 


EXERCÍCIOS DE COiytPREEMSÁO 1.4 (Verpágina 51 para respostas ) 


L Considere a família de futiQoes y - x\ onde /i é tim iciteiio. 
Os gráfieos de y = .v' sao simátríeos em rdaeaó ao cíxo y se 

n fbr_. Esses grátícos sño simétrieos em relagáo á 

origem se tt fbr_. O eíxo y é uma assrntota voníctiI 

tlesses grálieos se n for_. 


2 + Qunl é o domínio natural de um polinomio? 

3, Considere a famfiia de funcdes y = .v L 'b onde tt é um ititciro 
riüo-nulo, Encontre o domfnio natural dcssas fungoes se n for 

(a) positivoepar (b) positivo e ímpar 

(c) negalivo e par (d) negativo eímpar 


4. C 1 assi fique eada equagao eomo pol i nomial, raeionai. aIgébtica 
ou náo uma fungáo aigébrtca; 

(a) v = VT + 2 (b) v - v'í.v 3 4 5 - .r + I 

(c) y = 5x J + cos4a (d) y =-- 

2x - 1 

( e ) v = 3x 2 + 4.V -2 

5* O grálrco de y = A sen Bx tem ampütude_ e é 

periékiico de período_ K 


EXERCÍCIOS 1,4 Recurso Gráfico 


1. (a) Encontre uma equagáo para a famflia de retas cujos mem- 

bros tcm inclinagáo m = 3. 

(h) Encomre uma equagáo para o membro da famflia que pas- 
se por (- L 3), 

(c) Esboce ós gráficos tle alguns inembros da família e mar- 
que-os com suas equagoes. tnehia a reta da partc (b). 

2. Encontre uma equagáo para a famfiia de retas cujos membros 
sáo perpendicuiares áqudes do Exercíeio i. 

3. (a) Encontre uma equagáo para a família dc retas com corte no 

eixo y iguaE a h = 2. 

(b) Encontre uma equagáo para o membro da família cujo ím- 
gu lo de indinagáo éde I35 ( '. 

(c) Esbócc í.}s grfifico.s dc alguns membros da família c mar- 
que-os coni suas equaeoes. tucUia a reta da parte (h). 

4. E ne on trc u ma eq u agáo para: 

(a) a famífia de retas jrassando peIa orígeni. 

(h) a família de rctas com cortc no ci xo x igual a ¿i - I. 

(c) a famílki dc retas que passam pelo ponío (1,-2). 

(d) a familia de retas paralelas a 2x + 4y = I . 

5. Enc on i re ti ma eq u agáo para a lá m íl i a de retas i an ge n t es ao c ír- 
eulo com centro na origem e raio 3. 


f¡, Bnconlre uma equagáo para a família de retas que passam pda 
í ntersecgáo de 5x - 3y +11 = 0 e 2x - 9 v + 7 = 0, 

7 t O Imposto de Renda dos EUA usa um sistema de depreciagáo 
lincar lIc 10 anos para dcLcrmEnar o valor dc vários iicns co- 
merciaís. tsso significa quc se supoc quc um itcm lenha valor 
zcro no final do décimo ano e que. cni tempos intermediá- 
rios* o valor c uma fungáo lineardo tempo decorrido. Esboce 
algumas rctas dc dcpreciaqao típicas c cxplique o sígniíícado 
prático do corte com o eixo y. 

S. Encontrc todas as rctas por ( 6 , - I) para as quaís o produto dos 
corres nos eixos x e y é 3. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


9-10 Estabelega uma propriedade geométrica comum a todas as 
reias da famíliü e esboce cinco das retas, 

9, (a) a l'amíl ia y — -x + b 

(b) a támí]iay = mx- t 

(c) a fanu I í a y - m(x + 4) + 2 

(d) a támilia _v - ky = 1 
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10 , a a amuay —¿ 

b a amí ia/i.v + 2 y + 1-0 
c a amí ia 2 r + £'y +3=0 
a amí ia y - 1 = rn x + I 


1L Em ca a nrte. c mbinc a c uaca c m utn gráíic 
a 



Pigiira Ex-ll 


12 * labe a abai á a re a r ima e lr£ ungoe : uma 
a rma kJ\ uira a rma kx ’ c a tciccira a rma 
cntifi uc ca a uma c e timc k cm ca a ca 


TabelaEx-12 


X 

0,25 

037 

2,1 

4,0 

5,8 

6,2 

7.9 

9J 

m 

640 

197 

1,08 

0,156 

0,0533 

0,0420 

0.0203 

0,0124 

m 

0 , 0 ? 12 

0,0684 

2,20 

8,00 

16,8 

19,2 

31,2. 

43,2 

Hx) 

0*250 

0.450 

6.09 

36,0 

27,9 

30*9 

44,4 

56,7 



tinic i tcma c c r emi a 

b E b cc grálic c v = x 2 + b ara b~± 1, ±2 c ±3 cm u m 
únic i tema e c r ena a 

c E b ce a gun membr tf ie a amf ia e cur a 
y = ax~ + h. 

16* a E b ce gráfic ey = ajlx aratf = ±L±2 e±3em um 
únic i tcma c c r cna a 


b E b ce gráfic e _y — *Jx + b ara b = ±L ±2 e ±3 cm 
um únic i tema ee r ena a 

c E b cc a gun membr tí íc a amf ia e cur a 
y — ci'Jx 4 * b. 


17-20 E b ce grálic a e ua^a azen a tran rma^óe 
a r ria a n grálic euma ungü e ténciabá ica nlira 
eu traba h c m nm rccur grálic 


017* a y = 2 (a + í) : 

-3 


c v — 


(jy + I ) 2 


Slí- a y = 1 “ V-v + 2 

5 

C V = --— 

T 0 - x) 3 
019* n y = Jx + I 

c y — {x — ] )* + 2 
020* a v = í + 


1 


x — 2 


c v = 


b y=-3( X -2)* 

! 


V “ 


(x - 3) s 


b y — I — s/x + 2 
2 


V = 


(4 + xf 


V = ] ~ vF- 2 

v + ] 


V - 

b y = 


I 


3 +2x+X 2 


v = x" + 2x 


2L E b cc gráfic e > = .v' + 2*v c m etan ua ra c a 

B 

zen a rran rmaqoe a r ria a n gráfic ey = .v" 


22 , a e gráfic e y — ^Jx ara a u ar a e b gar gráíie 

e y = JJTl 

b e gi áíie e y = tyx ara a u ar a e b gar gráfic 



23* n rme i cuti ne ta cy a * a ei e c e fabe ece ue* 

a uma tem eraturac n tante, a re á Pc erci a rumgá 

etá reaci na aa ume V eae uayá PV — k 

a Enc ntre a uní a e a r ria a ara a c n lante k e a 

re a ue é rca r uni a e e área r em ne t n 

rmetr ua ra /m“ e ume em metr cúbic 
m 

b Enc ntre k e gá e ercer uma re ñ e 20 000 /m' 
uan umeé e I itr (1001 m 

e Faca uma tabe a ue m tre a re 5e ara ume e 
0,25 0,5 LQ 1,5 e 2*0 ilr 

Faya um grálic e P versits V 


24. m abricante e reci íente itn ermeabi iza e a e á 
ara bebi a uer c n tmf na rma e um ara e e f 

c ceha c m ba c ua ra a c ca aci a e c 1/10 ítr 

lOOem' E time a imen oe rcci iente uere uerame 


n r uanti a e c materia ara ua abricagá 


25-2G ma ariá e y e \/ cr invenürnente proporcional aa 
quüdradú de uma variável x e y c tá re aci na a c m x r uma 
e uagS a rma v = k/x', n c k 6 uma c n tante ná nu a. e 
n mina a vonsttuité dc proporciontilidade E a termin gia é 

li a a ne te e ercfci 
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25, Be acordo com a lci de Caulomk, a l'orga F de aua^üo entne 
djas cargas poniuaís posílivá c negativa é inversameTUe pro- 
porcional ao quadrado da distñncia í entrc elas. 

(a) S u pon do q uc a forca dc atraqao entrc as caigas c dc 0.0005 
newton quando a distancia entre eias é de 0,3 metro. en- 
contre a constante í!c pioporcionalidade (com unidades 
adequadas). 

(b) Encontrc a for^a tlc atragao das cargas pomuais quando 
clascstiverem 3 metros uma da outia, 

(c) Faga Jin gráfíco da rorca versns distáneia para a$ duas 
cargas. 

(d) O que acontcce com a forga sc as partículas ficarem cada 
vez mats perto mna da outra? O quc acontece sc ficarem 
cada ve/ maís longe uma da otilra? 

26, Segue a parlir dá Lei du Gravitaeao Universal de Newton quc 
o pcso P dc um objeto, cm rclaeáo á Tcrrn, c inveisamento pro- 
porcional ao quadmdo da disiáncia jc entro o objeto c o centro 
da Terra, isto e, P ~ C/jv’. 

(a) Supondo qtie um saiéüte meteoroiógieo pese 900 kgf na 
superfície da 'íérra e que ela é uma e&fera com Taio de 
6.400 km, achc a constantc C. 

(b) Encontro o peso do saEclite quando cstívcr a 1.600 kin aci- 
ma da superfícic da Terra. 

(c) Fac a u m grático do pcso do satcí i te versus sua d i st an c ia ao 
centro da Tcrra. 

(d) Há alguma dístáncia do ccntro da Tcrra na qual o pcso do 
satéiitc seja zero? Expliqtie seu raciocínio. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


27, Combine a cquaqáo cotn seu gráñco na figura a seguír e 
detenriíne as equaqoes pam as assmiotas verticais e hori- 
zontais. 




2x a 

x A + 1 


(b) v = 


(d) v — 


x - I 


.x 2 - x — 6 
4 

(x + 2) 2 




I II 




^28.Encontre uma cqua<¿ao da forma v ™ k/{x 2 + b.x + c) cujo 
gráfico se adequc razoaveimentc com o da figura abaixo. 
Confira seu trabalhocom um rccurso gráíico. 



Fígura Kx-28 


29-30 Encontre uma equa^ao tla forma y = D + A sen ííx ou y = f) 
+ A cos Bx para cada gráílco. 




Figura L’x-29 

30, 




Figura Ex-3n 
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31. Em ciida píaiie. enconire liiiiíi equa^áo para o gráfico que 
tenha a forma y — y\ t + A sen (Bx — O. 




Figura Ex-31 


32 + Nos EUA, as tomadas clcmcas padrao lomcccm uma cortxíntc 
dctrica scnoidal com uma voltagcm máxíma dc V - 120^2 
voJts (V) t a umá freqíiOncia dc 60 hcrtz (Hz), Escrcva uma 
cqLiaqáo quc cxpresse V como uma furujlo do leinpo /, supon- 
do que V = 0 se / = 0. \Nota\ i Hz = í cido por segundo.] 


33-34 Encuntre a amplitude c o pcríodo c csboce pe]o mcnos dois 
perfodos do grálico h tnüo. Coníira scu iraballio com uin rceurso 
gráílco. 

■■■■■■■-33, (á) v = 3scn4.v (b) v = -2 cos tt.x 

(c) y = 2 + cos 

E34. (íi) v - -1 - 4 sen 2x (b) y = { cos(3a - n) 

( c ) y ü -4 sen^“ + 2 jtJ 

E 35* Equagoes da forma 

.v = A ¡ sen (ú í + A 2 cos íu / 

suigcm no estudo dc vihra^des c dc outros tnovimemos pcrid- 

dicos. 

(a) Use a idemidade irigonomélrica para sen(a + ^) para 
mosimr que a equagáo pode ser escrita na forma 

x = A sen(cuf + 0) 

(h) Esiabdeca as fórmulas que expressam A e É?em terrnos das 
constantes A v A 2 e co. 

(c) Expaesse u cquagSo 

x — 5 V5 scn 2 7Tí + -■ cos 2 nt 

na forrna x — A sen (a>t + 0), c tise tim rccurso gráfico 
para conlintiar quc ambas as cquagoes iSm o mcsmo grálico, 

36* Dctcrminc o mimero dc sotugoes de.v = 2 sen.v, c usc um rccur- 
Sü computacional ou gráficn para obter um valor aproximado 
dessas solugGes. 


i/ RÉSPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 1.4 


E. par; ímpar; negativo 2* (-fx^+ou) 3* (a)|0, +oa) (b) (-oo t +oo) (e)(0,+<») (d) (-^,0) U(0, +oo) 4* (a)algébríca (b) potinomial 

(c) n ao - al gébiica (d) raci onaI (e) raci onal 5 * | A |; 2t/ | B ¡ 


1.5 FUNQQES INVERSAS; FUNQQES TRIGQNQMETRICAS INVERSAS 

Na linguagem do dia-a-dia, o termo “inverrer" tein a conotagáo de vírarem sentido contrário. 
Por e.xetnpio, em Meteomíogua uma inversao térmica é uma troca das propriedades de 
temperatums usuais das eamadas atmosféricas e, em Música, uma iuversao melódica froca 
um imervalo ascendente pelo correspondente intervalo descaulente, Em Matemáüca, o 
termo inverter é milizado pam descrever umafunqaa que troca de voíia o que uma outra 
fungaofaz* ott $eja> cada uma desfaz o efeito da outra. Nesia secdo discutiremos essa idéia 
matemática fundamentai Em particular, introduziremos asfim0es trigonométricas inversas 
para atacar o prahtema de recuperar ttm ángido que possa ter produzido um certo valorde 
uma fitngáo tt m igon ométrica. 


M FUNQÓES INVERSAS 

A idéiu de resolver uma ccjuavfio y - j(x) pnru \ como uma lun^íio de y, digamos x~ g ( v), 6 
uma das idéias mais imporiantes na Matemátíca. Ás vezes, resolver essa equagao é utn pro- 
eesso simples; por exempto, usando álgebra básica, a equa^áo 

V =JC 3 + 1 
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Figuni L5»l 


ADVERTÉNCIA 


Se/é uma tungáo, entao o 1 no sím- 
bolo f "' sempre denota a inversa e 
rtunca um expoonte, ou seja: 

i o . 1 

f (jl') nunca stQnifica - 

/Ú) 


pode sci rasolvidu pura como uma fungao dé y: 

x =% #y — 1 




A primeira equagáo é nielhor paru calcular v se x fbr conhecído, e a segunda é melhor para 
calcular sc y for eonheeido (Figura 1 .5,3). 

Nosso inlcrcssc fundamental ncsta scguo 6 idenlificar rclagocs quc possam cxistir en- 
tre as fungoes / e g, quando u ma funcao - /( x) for exprcssa como x - g(y) y ou ao contrário. 
Por exemplo, considcrernos as fungocs f(x) = x* + I c g(y) — \fy~- * ■ Quando cssas fun- 
íydcs forem compostas em qualqucrordcm, uma cancela o eícito da oulra, ou seja: 


g(m) = ifm - f = v / í-v j +1) -1 = x 
f(g(y)) = uon 3 +1 = (#FT )■’ +1 = >- 


(i) 

Os pares de fungoes com essas duas propriedades sáo táo imporíantes que há uma terminolo- 
gia espccífiea para clas* 


1*5.1 DFFlNiqAO Se as fungdes / e g satisfazem as duas condigoes 

g(f(x)) = x para todo x no domínio de / 
f(g(y)) = y para todo y no domínío de g 

dizemos que f e g sao fungoes inversas uma da outra, ou entáo, qu cfé uma inversa de g 
e g é uma inversa de / 


Podc ser mostrado (Excrcícto 34) que se urna funglo / lcrn unia invcrsa, cntáo cssa in- 
vcrsa é única, Assim, se uma funqáo / lern tima inversaj temos o dírcíto dc falar M dtf' invcrsa 
dc f, c passamos a denoíá-la pclo sfmbolo/ r l . 


► Exemplo 1 As contas fcrtas ein (I ) moslram que g(y) — 
x' + L Assinn podemos escrevcr g em notaqáo de inversa como 

/-'()■) = 

e podemos escrever as equuqdes na Definigáo L5J como 


] é a mversa dc f (x) = 


f (f(x)) = * píira eada * no domínio de/ 
/(/ 0)) — )' P ara c¿l da y no domínío de/” 1 


( 2 ) 


Referimo-nos a essas cquagoes como as eqitagdes do caneelamenio de / e / 


. -t 


■ MUDANQA DA VARIÁVEL INDEPENDENTE 


As fdrmulas cm (2) usam A'Como a variávcl independcnte para / c y como a variável inde- 
pendcnte para f "\ Embora muitas vezes seja convenieme uiilizar variáveis diferentes para 
/ e / f t freqüentemente é desejável utilizar a mesnia varíável independente para anihas. 


Por exemplo, sc quisermos esbogar os gráficos dc / c de / ” juntos no mesmo sistema de 
coordenadas a v, utilizaremos a mesma variável independente _v c a mesma variável depen- 
dcntc y para ambas as fungocs. Assim, para csbogar o gráfico das funcdes f(x) = x* + 1 c 
/"" 1 (v) = tyy — I do Excmplo I no rncsmo sistcma dc coordenadas at s trocamos a vari- 
ável indcpendcnte y para a% usamos y conio a variávcl dependente dc ambas as fungdes, c 
tragamos o gráfico das equagocs 



























Capítulo 1 / FunQÓes 53 


Adiame nesia setuo voltaremos a iraiui de fungoes inversus, mas pura refereneia futura 
aprcscutamos a seguinle reíbnnulugao das equaeocs docancelamentodc ( 2 ) usando como a 
varíúvel independente de ambas / e / _L : 


f~\j(x))=x para eada x no domínio de/ 
/(/ "'(/)) - x para cada y no doniínio de/ 



► Exemplo 2 Coniirmc cada um dos seguintcs itens: 

(a) A ínversa de/( x) = 2 jcc f~ l (x) = 

(b) A i nversa de /(A) - x é j~\x)~ x ]/ ~\ 


G resuliado no Exeirtpio 2 deve la- 
zcr sentido íruuitivamente para voci a 
uma vqz quo a$ ope raeóe$ do multi- 
plic-ar por 2 e por \ em quaiquor or- 
dem caricelam uma o eíeito da ouira, 
da mesma forma que a$ opera?5s de 
elevar ao cuho e axErair a raiz eúbica. 


Soíu^áo (a) 


Solu^ao (b) 


/■’(/(*)) = /“'(2*) = 4(2x)=j; 
/(/“'(-»■)) = / (j-í) = 2 (ft) = A- 

rV/o))=/"V)=(e) üj =A- 

m~ l w)=/o 1 ")=a J 'V =a * 


Em geraL se/tem uma inversa e 
fUi) - h, enláo o procedimento no 
Exemplo 3 mostra que « = / 'fh); 
ou seja, /" 1 leva cada saída de/de 
volta para a entrada correspondente 
{Figura 1.5.2), 


► Éxemplo 3 Síibendo que a íimQfio / tem uma ínversa e que /(3) - 5, encontre / '(5). 
Solugao Aplicando / 1 a ambos os lados da cquacfio /(3) = 5, obtemos 

f y (f(3)) — f - 1 (5) 

e agora aplicamos a pi imeira das equaQóes de (3) para eoncluir que J "'(5) - 3. + 



Figura 1.5.2 Sc/leva a para b„ en- 
tAú f ' leva b tle volta para a> 


m DOMÍNIO E IMAGEM DE FUNpÓES INVERSAS 

As cquagóes etn (3) implicam a scguinic relagao eníre os domfniosc as imagens de /e de /”': 


domfnio de / L - imagem de/ 
imagem de /“' =domfniode/ 



Uma maneira de mostrar que csses doís conjuntos sao iguais c mosnar que cada um está 
eontido no outro. Assim, podemos estabelecer a primeira igualdade em (4) mostrando que 
o domíniode /”' e um subconjunto da imagcm dc /c quc a imagem de /c um subconjunto 
do domfnio dc / _l . Isso pode ser feito da seguinte maneira: a primeira cquáQao em (3) im- 
plica que / está definído cm j(x) para todos os vaíores de x do domínio de f t e isso ímpli- 
ca que a imagcm de / e um subcoiijunio do domínio de / Rcciproeamcnte, se x eslá no 
domínío dc / “ 3 , entao a segunda equagao em (3) ímplica que x esiá na íniagem de /, por scr 
a imagem de / {/). Assim, o domfnio de / 1 é um subconjunto da imagem de /. Deixamos 
a prova da segunda equa^áo dc (4) como um exercfeio. 


■ UM MÉTODO PARA ENCONTRAR FUNfpÓES INVERSAS 

No eomeqo desta scQáo observamos quc a rcsolugáo de y - f(x) -x' + l cm x como uma fun- 
cáo de y produz .v = / _1 (y) = tyy — 1, O teorcma seguinte moslra que isso nao aconteceu 
por acaso. 


1 , 5,2 teoricma Se uma equagao y ~f(x} pode ser resofvida para x como umafun^üo 
de y digamos x = g(y), entaoftem uma inversa. a qual é gjy) —f~' (y)r 
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i>} \iONSiKArAO Substituindo y = f(X) eni v = g{y) dá x - g(f(x)\ quu confirmu u prinieíra 
equa?ao da Defini^áo 1.5,1, e substiluindo r v = g(y) cn.i y = f(x) dá y - f(g(y)f que confirma a 
segunda equagao da Definiqáo l .5 .1 > ■ 

0 Teorema L5,2 nos dá o seguinte procedimento para encontrara inversa de uma funcáo. 


Uma maneira aiternativa cíe obter 
uma fórmuía para J í _, u) com .v cbmo 
variável fndeperdenío é inverter os 
papéis Oe x o do v logo no início e on- 
táo resorver a equa^ao .v -/(v) pam v 
como funijáo do.v, 


Um Procedimento para Encontrar a Inversa de uma Funcdo f 
Passo 1, Escreva a equagao v =J(x). 

Passo 2. Sc possível, resolva essa equagáo em x como fungáo de y, 

Passo 3* A équa^áo resuliante será x = / _1 (y), que fornece urna fórmula para f~ l com va- 
riável independente y. 


Passo 4, 


Se y for aceitável corno variávc! independcnLe da fun^áo inversa, estamos leilos: 
se qutsermos ter x como variável independente, predsamos trocar x com y na 
equacáo x - f '(y) para obter y - f [ (x). 


► Exemplo 4 Enconlre uma fórmula para a inversa de f(x) — o'3-v — 2 com variávet in- 
dcpendcnte x e dc o domímo dc / "V 

Soluqño Seguindo o proceclimcnto dado aeima, comcqamos cscrevendo 

y = v/37^2 

Em seguida, resolvemos essa equagáo para x como fungáo de y: 

y2 __ _ 2 

A = i(j 2 -r 2 ) 

Como qucremos que a variável índcpendenle seja x, trocamos x e y na üítima equagáo paru 
obter a fórmula 

= |U 2 + 2) (5) 

Sabemos de (4) que o domínio de / é a imageni de /. Em geral, isso náo preeisa ser igual 
ao domínio natural da fÓrniuki para / V Dc fato, nesse exemplo, o domínío natural de (5) c 
dado por v, +-■/), enquanto a imagem de f(x) — \/3x — 2 é |Ü, +^>). Assim, se quisermos 
cspecilicar o domínío de / -I , devemos dá-lo explicitamente reescrevendo (5) conio 

/ _l ( jt) = ^(r 2 + 2), x > 0 < 


■ EXISTENCIA DE FUN?ÁO INVERSA 

ü procedimento que acabamos de dar para encontrar a inversa de uma funqáo foi baseado 
na resoluqáo da equacáo y = f(x) para x como l uncáo de y. Esse procedimento pode falhar 
por duas razoes: a funqáo / pode náo ter uma mversa, ou tem uma inversa mas a equacao 
y = f(x) náo pode scr resolvida explicitamente para x corno funqáo de y. Assím, c impor- 
tante estabelecer condiíóes que garantam a existencia de uma inversa. mesrno se náo for 
possível encontrá-ta explicitamente> 

Sc uma funqáo / tcm uma inversa, Cnláo cla dcvc associár saídáS disüntas a cntrádás 

•y 

distíntas. Por exemplo, a funqáo /(.r) nfio pode ler unta inversa porque associa o mes- 
mo valor a x — 2 e a x = —2 t a saber, /(2) = f (—2) = 4. Assím, sc f(x) = x 1 tivesse uma in- 
versa, entáo a equaqáo /(2) — 4 implicaria que / _l ( 4) - 2ea equa^ao /(—2) - 4 implicaria 
que / ! (4) = -2. Mas isso é impossível, porque f '(4) náo pode ter dois valores diferentes. 
Uma oulra maneira de ver que /(.v) = x“ nao lem inversa é temar enconirar uma inversa 
resolvendo a equacTio >■ = x 2 para x como fungáo de y, Imediatamente nos deparamos com 
a equa^áo x — ±/y ; que náo expressa x como funqáo bem dcíinida de y. 
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Uma funcao quc associa safdas dísiimas a enlradas distintas é denominada injetcm ou, 
emao, invertíveL Pdo que acabamos de discutir, se uma fungao tem uma inversa, entao cla 
deve ser injetora. A recíproca lamhdm é verdadeira t e estabelecemos o seguinte leorema; 



Algebricamenfe, isso significa que uma t’uneao é injetora sc, e somente se ? /U t ) # f(x 2 ) 
sempre que jr, ^x 7 ; geomelncamenle, uma tungao é ínjetora se t e somenle sc t t> gráfieo de 
y = f(x) é cortado, no máximo, uma úníca ve/ por quafqucr rcta hori/ontal (Figura 1*5.3). 
Essn uhimn aíirmaqáo, junto com o Teorenia t .5,3, produz o scguinle lesle geomélnco para 
dctcnninar sc uma fungáo tcrn uma inversa. 



Injetora, uiria vez que 
f(x ,) t jix-A se x, t x 2 



Nao é injetora, uma vez que 
fix j) - /Uó e j, t x\ 


Figura 1 .53 


1,5.4 Tl xm iíma (01 'este da Reta Horizonta l) Uma futi$ao ten f u ma inversa se f e so- 
mente se, sen g ráfico é cortüdo, no múximo, uma fmica vez por quaiquer reta horizontaí. 


► Exemplo 5 Usc o leste da reta horizontül para moslrar que f(x) = x 2 nao tem uma inver- 
sa, mas que f(x) = a tem. 


Hf 

Soluqáo A Figura 1,5,4 mostra uma rcta horizontal quc corta o gráfico de y = x' mais de 
uma vcz> de modo que f(x) = x 2 náo é invei lível A Fígura 3.5,5 mostra que o gráfieo de v = 
x* c cortado, no niáximo, uma úniea vc/ por qualquer reta horízonta/ de modo que f(x) - ,r' 6 
invertíveL [Lemhrc do Exemplo 2 que a inversa dc /ü) - x ' é f~ y (x) = x .] ^ 



Figutii 1.5*4 


Figtira 1,5*5 
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Figura E5*á 


A funcáo/i.i ] =. i, ’ na Figura 1,5.5 é um 
exemplo de uma fun^ao cre&c$rue. 
Dé um exempiü de uina luriíao cfe- 
crescente e calcule sua irwer$a. 


► Exemplo 6 Explique por que a fungáo eujo gráíico está na Figura 1,5.6 tetn uma inversa 
e ohlcnha /(3). 

Soluqao A fungao / lem uma inversa uma vez que seu gráíieo passa pelo leste da reta hori- 
zontal Para calcuíar/”'(3) t eonsideramos / ~ J (3) como aquele número x para o qual f(x) = 3. 
A partir dográfíco, vemos que/(2) = 3; logo, f ” 3 (3) = 2. < 


■ FUNpÓES CRESCENTES OU DECRESCENTÉS SÁO (NVERTÍVEIS 

Uma fungáo cujo gráiico esta sempre ereseendo quando perconido da esquerda para a dlreiia 
é dcnominada fun^ao crescente c uma fungao cujo gráfico csta scmpre dccresccndo quando 
percorrido da csquerda para a direita é d e no m i nada fu n gáo decrescente. Se x t c x t sao pontos 
do doniínk) tlc f y cntao/ c crcscente sc 

j{x ,) < f(.x 2 ) sempre quex, <x 2 

c / é dccrcsccntc sc 


/'(-V|) > f(x 2 ) sempre que x, <x 2 

(Figura J .5.7). É geometricamenie evidente que fungoes erescentes e deeresceiues passain no 
tcste da reta horizontal c, portanto, sao invcrtíveis. 



Os pontos íhí. h) e (k u) 
refiexóes por r- .r 


í’ig ura 1 , p 5.H 




Figura t*5*7 


■ GRÁFICO DAS FUNgÓES INVERSAS 

Nosso próximo objetivo é explorar a relacao entre os gráñeos de / e /”'. Com esse propóstto, 
será descjávcl usarx como a variúvcl indcpendentc para ambas as Hingócs, para podcrmos 
comparar os gráíicos de v = f(x) e v = f ~\x). 

Se (a f b) lor um ponto no gráfieo v - /(x), entao b - f( ü). Isso é equivalente á afirmativa 
dc que íí = / ”'(£?), a qual significa que (// a) c um ponto no gráfico de y = f ” 1 !>)► Em rcsunio, 
ínvertcr as coordenadas de um ponto no gmíico de f produz urti ponto no gráfico dc / “. Analo- 
gamenle, invertcr as coordcnadas dc um ponto no gráfico de / ' produz um ponlo no gráfico de / 
(veriíique). Contudo, o efeíto geoniétrieo de inverter as coordenadas de um ponto é reíletir aque- 
ie ponio pcla rcta y = x (Figura 1.5.8), portanio os gráíicos de y = f(x) c y = / ”' (,v) sáo rcflcxócs 
um do outro em relagáo a essa reta (Figura 1.5.9). Em resumo, temos o seguinte rcsultado: 


1.5*5 tkohfma Se f tiver itma inversa, entño os gráficos de y = f(x) e y — f 1 (a) sao 
refiexoes um do oittro em rela^áo á reta y = x; isto é y cada um é a imagem espelhada do 
outro em reíayüo ¿tcjuela reta. 


Figura 1*5*9 
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► Exemplo7 A higura 1.5.10 mostra os gráficos clas fungoes inversas discuiídas nos 
Exemplos 2 e 4. < 




Fí^urü 1 + 5.10 


% 

- -r T 


■ RESTRINGINDO DOMÍNEOS PARA A INVERTIBILlDADE 

Se uma fungáo g é obtida a panir de uma l'ungao / pela imposzgáo de resiri0es sobre o domí- 
nio de /, entao dizcmos quc g é uma restri^áo de f Assirn, por exemplo, a fungáo 

c uma restrigáo da fungáo f(x) — Mnis prceisamenle, di/ctnos que g 6 uma rcsirigáo de jc' 
ao intcrvalo [0, -K»), 

As vezes é possfvei criar uma fungáo invertfvel a pai lir de uina lungáo que náo é ínvertí- 
vel pelaresirigáo apropriadado domínío. Por exemplo já vimosque J\x) =x 2 náoc invcrtível. 
Contudo, eonsidere as iungdes restritas 

fitx) = x\ x > 0 c ffx) = x 1 , x < 0 

A uniáo dos gráficos dessas duas fungoes c o gráfico compícto dc f(x) = (Figura 1.5,11). 
Cada umadessas fungoes restritasé injetora (portanlo invertível), pois seu gráfico passa no 
tcste da tínha horizontal. Conio ¡lustra a Figura 1.5,12, suas inversas sáo 

f\~ l (x)-Vx e f.f 1 (_v) - -VT 




■ FUNgÓESTRIGONGMÉTRICAS INVERSAS 

Um problema comum em Trigonomeiria c obler um ángulo x a parlir de um valor conheckio 
dc scn x, dc cos x ou dc alguma outra fungao trigonométrica. Lembre-sc dc que problcmas 
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Se o leitor enconlrar dificuldades 
para visualizar a correspondéncia 
enlre as partes superior e inferior 
da Figura 1,5.13. deve lembrarque 
uma refiexao pela reia v - .v transfor- 
ma retas verMcais ern retas horizon- 
tais e vice-versa. convertendo cü-rtes 
com o oixü x gíti cortos com o oixo v 
o vice'versa, 


desse iipo envolvem o cálculo de 'Tunóoes arco T \ lais como arc sen x, uic cos x e assim por 
diame. Vamos terminar esta segao estudando essas l üiigoes arco do ponto de visla de fungóes 
inversas gcrais, 

As seis fun^oes irigonomélricas básicas náo tém inversas pois seus gráficos se repetem 
pci íodicamcntc e* portanto, nao passam no icslc da rcta boi izontal. Para cvitaresscproblcma, 
restriiigimos os domfnios das funcóes trigonométricas para obter tun^óes injetoras e depois 
dcíiiur as “fun^óes trigonométrícas inversas ' 7 conio as invcrsas dessas lunqóes restritas. A 
parte superior da Figura 1,5, J 3 mostra como impor cssas resirigóes a sen x, cos á\ tg x e sec x f 
e a parte iníerior mostra o gráfico correspondente das fungdes inversas 

arc scn t, arc cos x, arc tg x, arc scc x 

(que tambcm podcriain scr denotadas por scn ] x t cos a\ tg 'x, sce 'x, pratica que náo scrá 
adotada aqui). As inversas dc cotg xe de cossec x sáo de menor imporlánda e náo seráo con- 
sideradas nos cxercícios. 




Fl^ura 1-5-13 


As deíiniqóes formais seguintes resumem a discussáo precedente. 


!,5/i oefiinicao A funqáo arco seno , dcnotada por arc scn, é definida como sendo a 
inversa da funqáo scno restrita 

sen x, —7tI2 < x < n¡2 


1,5.7 Díi ¡ i n i\:áo A 1 u n t, ao arco cossen o , d en otada por are cos s é dc I i n i da co mo sc ndo 
a ínversa da fun^áo cosseno resirita 

cos x\ 0 < x < JT 
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Figura 1,5.14 


DQMINíO DAIECNOLOGIA 

Use o mantial de seu recurso com- 
puíaclona] para determinar como 
caicular iriversas de senos, cosse- 
nos e tangentes e entáo conlirme a 
Équag-áo (0) numericamente, mos- 
trando que 

aiic seit 0 S 5 sa 0,525593775598.., 
íi jt/6 


1.5.8 i)i' •: f i nií; M) A fungáo arco tangente, denotada pot arc tg, é dcfjnida como scndo 
a inversa da fungao langcnte resirita 

tgx, —n/2 < x < tt/2 


1.5.9 defink;Ao* A fungao arco secante , denotada por arc sec, c deñnida como sendo 
a inversa da fungao secantc rcstrila 

scc .V, 0 < x < 71 com x ^ n/2 



que vlmos. () leitor deve confirmar que os domínios e imagens íistados nessa íahela sao con- 
sistentes com os gráficos mostrados na Figisra 1.5.13. 


fiibda 1.5,1 


t-UNCAo 

l>[ JMfNIO 

] MAtirM 

!d:kACOI- rt S liÁSK AM 

arc sen 

l-i.il 

[-17/2, 77/2] 

<\tc sen(sen x) - x $e -'rr/l < x < rrt 2 
sen(árc sen.v) = jt se-1 ¿ví í 

arc cos 

[- 1 , 1 ] 

10.77] 

arc costcos x) — a se 0 < x £ TT 
cos(arc eos ,v) - x se -1 £ x < 1 

arc rg 

(-M, +*o) 

C— tt/2> tt/2) 

éItc tg(tg x) = x se -tt/ 2 < .v < tt/2 
lg(Pl*C Eg v) - .V sé —Otr < X < 

arc scc 

(-».-MU|i,+«) 

IO.tt/2) U (it/2.77] 

íirc secísec .v) = ,v sc 0 < A < 7 r, x + tt/2 
secí arc soc x) - x se [x] < 1 


■ CALCULANDO FUNpÓESTRIGONOMÉTRÍCAS INVERSAS 

Um probícmacomumem Trígonometria écncontrar um ángulo cujo scno sejaconhecido, Por 
exemplo, podemosquerer encontrar um angulo.r medidoem radianos, tal que 

sen x = | (ó) 

e, mais geralmente, para um dado valorde y no íntervalo -I < y < I podemos querer resolver 
a equagao 

senx —v (7) 

Como sen x repcLc-sc pcriodicaiíicntc, taís equagoes tem uma infinidade de solugoes para a; 
enireianio, se resolvennos essa equagao como 

x — arc sen v 

enlao isolamos a solugao especíílca que está no intervalo ¡“t/2 ? jt/2], uma vc/. que cssa é a 
variagáo da inversa do scno, Porcxemplo, a Figura 1,5,14 mostra quatro solucdcs da Equagáo 
(6), isto é, -11 jt/6, -7t/6, tt /6 e 5 tt/6. Uma delas, n/6, é a solugáo no intervalo [-t/2, t/2], 
logo 

arc sen (^) = %í 6 (8) 


' N3o ]ií 1 um acordc miÍNcn>al sobrc a tJd’mii’ílít úc arc 5 cc a; c íilgLiiis niatcnnáticíH. prctCrcm rcstringlr t> dominio clc jscca (k: lat 
forni.i qiLL- 0 C < xt'l nu jr C.t < 'Snil. definE^lo usada eni alpLuitas eíli^ñes ainci'ioriíi dtisle livro. CatLt defmíi¿üo tem tiinlageng l* 
desvaniagen.f. mas tntidatvios para atfefmííriocorremeporestar deacoivfo coma conven^fio usada petas prognanias Mmhwmúau 
Mapk v Dí'ritv. 
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Em geraE, se con&íderarmos - urc sen v como um üngulo medido ém rudiunos cujo 
scno e >\ cntao u restrígao —tz/2 < ,c < jt/2 impoe a exígencia geomélrica de que o üngulo x 
em posiqáo padrao esteja no primeiro ou no quarto quadi antes* ou em um dos eixos adjaceiv 
tes a esses quadrantes. 


► Exemplo 8 Encontre os vaíores exatos de 

(ü) arc sen í 1 /V2) (h) are. sen (- ]) 


por inspequo e conJirme numeríeamentc seus resultados, usando um recurso eomputaeional. 


Se x = arc cm y for vrsto como um án- 
gulo medido em fadianos cujo cosseno 
é v, &m quál quádraote podé esiar x ? 
Respoqda a mesma questáo para 

x = arc ig y e .v = ntrc scc y. 


Soluqáo (a) Como arc sen (1 / \/2) > 0, podemos ver x =arc sen ( 1 /n/ 2 )como aquele angu- 
lo no priineiroquadrante tal queseñ 0 — 1 / *j2. Assim, are sen (l/s/2) — jt/ 4. Ptxiemos con- 
firmar isso com uin rceurso eomputaeional, mastrando que arc sen (I/s/2 ) ^ 0,785 jt/4. 

Soíugáo (b) Como arc sen (-1) < 0 T podemos ver a = are sen (-1) como aqueJe ángulo 
no quaito quadrante (ou um cixo adjacente) tal que sen x = -1. Assim, arc sen (-1) = — rr/2, 
Podemos confirmar isso com um recurso computaeional, mostrando que arc sen (-1) w 
—1,57«— tt/2, < 


DOMÍNIO DA 
TECNOLOGIA 


A maíoria das calculadoras náo tem um métcdo direto para calcular a inversa da secante. Ern tal situagao, 
a id&ntidade 

anc sec x kare cos (1/x) (9) 

é útrl (Exercício 50). Use essa fórmula para mostrar que 

Arc stíc; (2,25) tel.H a íirc sec (-2,25) te 2,03 

Se vocé tiver um recurso computacionat (tal como um CAS) que pcssa achar are scc jr diretamente, use-o 
para conferir esses valpres. 


Náo se ganha nada memorizando 
essas identidades; o importante é 
compreender o ¡rréfotíoque foi usado 
para obté-ias. 


IDENTIDAOES PARA FUNgOESTRlGONOMÉTRÍCAS INVERSAS 

Se interpretamos arc sen x eomo uíii ángulo medido eni radianos cujo seno é x t e se esse ángu- 
lo for rtáo-rtegütivo, entao podcmos rcprescntar are scn .\ geometricamentc como um ángulo 
em uni trifmgulo retangulo no qual a hipotenusa tem comprimento I e o lado oposto ao angulo 
dc arc scn a, compiimento x (Figura L5J5 íí) PeloTeorema de Pitágoras, o lado adjaecnte ao 
angulo ai€ sen x tein eomprimento \ I - r-. Além disso, o ángulo oposlo a arc sen x é are cos 
a\ uma vez que o cosseno daquele angulo éx (Figura 1.5.15 /j). Esse trtaugulo motiva várías 
ídeniidadcs úteis, cnvolvendo íungdes trígonomélneas invcrsas que valcm para — í < x < 1. 
Por exemplo: 


are sen ,v + arc cos x = — 

2 


cos (arc scn a j ) = yf 1 — x 2 

sen (arc COS x) — v/ i — x 2 
x x 

tg (arc sen a) =s — 

yfl - X 3 


( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 

( 13 ) 


Analogamcmc, arc tg x c arc see x podcm ser reprcscntadas eorno anguios dos tríángulos 
retángulos inostrados na Figura L5„15c e 1 .5, \5á (verifique), Esses triánguios revelam mais 
identidades tiieís, por exemplo: 


sec (arc tg x) — VI + x 2 


(14) 


sen (arc sec x) 



x 


(V > I) 


( 15 ) 
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Figurii 1.5*15 


A técnica do triárigulo nem &empre produz a forma ínais geíat de uma identidade. Pür exemplo, no EKercícío 62 pedi- 
mos para o leiíor deduzir a seguinte extensáo da Fórmula (15) que é válrda tanto para x < - f quanfo para x > t : 

2 - ! 

— Cl’Jfl > I) ( 16 ) 


scn (arc sec x) — 


-J. 


A partir da Figura 
ímpares; Lsto é; 


1.5.13, observe que as ínversas do seno e da tangente sao fungoes 


arc sen (-a) = - arc sen x e arc ig (-x) — -arc tg x (17-18) 


► ExempSo 9 A Figura 1.53 6 mostra um gráftco gerado por computador da fun^áo 
v = arc scn (scn x) Podcr-se-ia pcnsar quc cssc gráfico deva scr a reta v -x, uma vcz qne 
arc sen (sen x) = a. Por que isso náo acontece? 


Saiusun A rclaqáo arc scn (scn x) = x c válida no intei valo -ni 2 < a < ntl\ logo, podcmos di- 
zcr, com certcza, que os gráficos de y - arc sen (scn x) e y - x coíncidem nesse intervalo (o que 
c confirmado pela Figura 1.536). Contudo, fora dessc íntervalo, a reUqáo are sen (sen a) = x 
náo precisa ser válida. Por cxempkx se x estivcr no intervalo t/2 < x < 3t/2, entáo a quantidade 
_v - t estará no íntervalo -t/2 < a < ní 2. Assim; 


arc scn (scn (x - t)] = a - it 

Dessa forma, usando a idemidade sen (x-n) - - sen x e o lato cie C|iie arc sen é urna fungáo 
ímpár, podemos cxpressar arc sen (sen x) como 


arc sen (sen a) = arc scn|-scn(A - t)] = -arc scn|scn(,v - t)] = -(x - n) 


isso mostra que no intervalo tt¡2 < x < 3t/2, o gráíico de y = arc scn (sen x) coincidc eom a reta 
y = - ( v - t), que tem Ínclinagáo I c um corte no cixo a cm x = t, o que está de acordo com 


a Figura 1,53 6. 



1.536 
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EXERCÍCIDS OE COIVIPREENSÁO 1.5 (Verpágina 65para respostas.) 


L Em cada paiie. determine se a fungao / é injetom. 

(a) /(0 é o niimero de pessoas na fíla de um einema no instan- 
tc de tcmpo t, 

(b) /Cy) é a temperaiura mdxima medida (airedondada até o 

iriais próximo) ern uma eidadc no v-ésímo día do ano* 

(c) f(v) 6 o peso de v ccntímctros ciihicos dc chumtro. 

2* Um estudante digita um ndmero em uma calculadora, toma 
o dobro, soma B ao restiltado. dividc por 2, subtrai 3 do quo- 
ciente e cntáo toma o eubo da dileren^a. Sc o número resul- 
tante for v, entao o némero original dígítado pelo cstudátuo 
foi_. 

X Se (3. -2) é um ponto no gráfico de uma fimgao / ímpar inver- 

tivel eriláo ___ e__sáo pontos no grálico 

de/ - '. 


4, Em cada partc, determíne o valor exato sein utiüzar recursos 
computacionais. 

(a) arc scn (-!) = . _ _ 

(b) arctg(I) =_ 

(c) arc sen (^ \¡3 ) -__ 

(d) arccos(^) =_ 

(e) arc sec (-2) =_ 

5. Em cada parte, dercrminc o valor exato scin utilizar rccursos 
computacionais. 

(a) ait’ sen (sen n/l) = ___ 

(b) are sen (sen 5jt/7') - 

(c) aix tg (tg 13 jt/' 6) - 

(d) arc cos (cos 1 2n/l) = _ 


EXERQÍCIOS 1.5 Q Recurso Gráfico 


L Em (ci)-(d). detenníne se / e g sao lungoes invcrsas, 

(a) /(■»') = 4.v, g(x) = |.v 

(b) f(x) = Sj' + 1, g(x) = 3.v - I 

(c) f(x) = v'7^2, g(x) = x } + 2 

(d) f(x) = .v 4 , ,?(*) = ífx 

R2, Vcrilique suas rcspostas para o Excrcíeio I COm um recurso 
gráfico computacionaL detcnninando se os gráftcos dc / e g 
sao rdlexocs um do outro cm rela^üo á rcta y = x. 

X Ein cada paite, use o Leste da ixta horizontal para determtnar se 
a funtjáo / é iujelom. 

(a) f{x) = Xk + 2 (b) f(x) = V.v — I 

(c) /(*> = |*| (d) /U) 

(c) /(4 = a 2 - 2 v + 2 (f) /(v) = sen x 

4* Ein cada parie, gere o gráfico da fungáo / corn um recurso grá- 
lico compulacionaL c determine se fé ínjetora. 

(a) f(x) = .U - 3,r + 2 (b) / '(x) = jt 3 - 3.r + 3.v - l 


ENFOCANOO CONCEITOS 

I 

1 


5, bm cáda paue, detei mine se á funQáo / defvnida pda labela 
é Enjetora. 

W 

X 

E 

2 

3 

4 

5 

ó 


m 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

(b) 



X 

1 

2 

3 

4 

5 

6 


m 

4 

-1 

6 

-3 

í 

4 

6 + A face de uni reiógio quebrado caiu i nteira no plano xy com 
o ccntro do rclógio na origcm c as 3 tioras na diregáo do 
eixo x positivo. Quando o relógio qucbrou* a ponta do pon- 
leiro das horas parou eio grálico de y — f(x), ortdo / 6 uma 
funyáo que satisfaz /(Ü) = 0. 


(a) Exíslem algumas horas do dia que nao podem ocorrer 
cm uma tal configurag&o? Explique. 

(b) Como é afetada sua resposta a (a) se f deve ser uma 
funcáo invertível? 

(c) Como sáo afetadas suas respostas a (a) e (b) se foí a 
ponta do pomeiro dos minutos que parou no gráfico de 

P 

1. (a) A ñgura abaixo mostra o grálico de uma fungáo f sobre 
seu domínio -8 < .v < 8, Rxplique por que / tem uma 
invcrsae use ogrúftco para eneontrar/ '(2), / '(-í) e 

r'( 0). 

(b) Eiieanme o dominio c a imagem de / 

(c) Esboceo gráf icode / '. 



Figura Ex-7 

8. (a) Exptiquc por que a futicáo /. cujo gráflco cstá na Jigura 
abaixo, nao tcm Ínversa ein seu domínio -3 < x < 4. 

(b) Subdivida o domfnio cm trés intcrvalos adjaccntes so- 
biecada um dos quais a fungáo / iem uma irnersa. 
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9-17 Encoutre uma fórtmila para / (v). 


9, f(x) = 7x - 6 
11 . f(x)*= 3a -5 

13. f(x) = í/27^1 


ÍO. /(.v) = 


X + I 

x — I 


12. ,/(.v) = C '4.i + 2 


14. / (v) = 5/(x~ + I), .v > 0 

15. /(.v) = 3 /x 2 , .v < 0 

5/2— jc, x <2 
l/x, x >2 


17, f(x) = 


i6, f(x) = 



x < 0 
.v > 0 


18. Obtcnha uma fbrmula para /> 1 U), dado quc 

p(x) — x - 3a + 3 \ -1 


19-23 Encontrc uma fórmula para / '(x) c dc o domínio dc 

n _ 

Í9. f{x) = (a + 2 )\ x > 0 

20, /( x) = s/.v + 3 2L f(x) = - V 3 - 2x 

22 , f(x) = 3r + 5,v -2. .v > 0 

23, f(x)=x-5x% x> I 


ENFOCANOO CONCEITOS 


24. A fórmula T - |c + 32, oniic C > —273,15 cxprcssa a tcm- 
peramraom Fahrcnhcll Fcomo uma fimqñoda tcmpcraíura 
cm Cclsius C. 

(a) Encontre ama fórmulapara a fungao invcr&a, 

(b) Dcscrcvá o signi licado da fungáo invcrsa. 

(c) Encontre o domínio e a imagem da fun$áo invcrsa. 

25, (a) Um metro ó aproxi madairtcmc 6.214 x 10" J mil has, Gn- 

conire uma fónnula y — f(x) que expresse o compri- 
rnento a j cm metros como uma t'ungao de mesmo com- 
primento ycm rnilhas. 

(b) Encontre uma fórmuia para a run^áo inversa de f , 

(c) Em tcrmos prát icos, o q tie sígn i fica a fórmula v = / " 1 (_v) ? 

26, Seju f(x)-x 2 \ a > 1 tg(x) = ^fx. 

(a) Moslre que f(g(x)) - .v, x > 1 e g(/(jv)> = x, x > 1. 

(b) Mosire que / e g üí7íj sao inversas uina da outra provan- 
do quc os gráficos dessas fimgoes nao sño rellexóes um 
do outro em rela^áo k reta y = a. 

(C) As paries (a) e (h) se coniradi/.eni? Explíque. 

27. (a) Mostre quc f(x) = (3 — x)/{ I - x) 6 a sua própria ín- 

versa. 

(b) Ü que o resultado de (a) diz sobre o grálieo de /? 


28. Seja f(x) = ax“ + bx + c. a > 0, Encontre /" 1 se o domfnio de / 
for rcstrito a 

(a) x > - b/(2ú) (b) x < - b/(2á) 

29. Seja f(x) - 2.x + 5.v + 3, Eneontre- x se / "'(.v) = ], 

30. Scja f(x } = ^-. Encontrc x se / '(.v) = 2. 

x ¿ + ] 

31* Prove que se a" + bc + 0. entáo o gráfico de 

n_v + h 

f(x) = - 

cx — a 

6 símctrieo cjii rclagfio á rctay = a. 

32. (a) Prove que se / e g forem injetoras, entao a eomposi?áo 

(/o g) tainbém oé. 

(b) Prove que se / e g forem injetoras* enláo 

(f°gr' = s~'°r' 

33. Esboce o gráíico de uma fungáo que e injetoni em (- ' v - T + x.), em- 
borst náocicscente em (-oo t + ->-}c nao decrescentc ein (-to. +w). 

34. Prove que uma func^áo injelora / náo pode ter duas inversas 
diferentes. 

35. Dado que 8 = arc ig (4), encomre os valones exatos vie sen 0 f 
cos & t cotg 9, see f?e cossec 8. 

36. Sabendo que 8 = arc sec 2,6, enconire o valor exato de sen f/ 
cos 0 , tg (?, cotg 0 e cosscc 0. 

37. Para quais valores de ,v e veidade que: 

(a) are cos (cos a) = jt (b) cos (are cos .v) = a 

(c) arc tg (tg x) ™ x (d) tg (ai c tg ,v) ~ ,v 


3 8-39 E nc on tre o val or exaiO da q u an i i dade daria. 

38. sec [arc sen (— ^) J 39. sen [2 arc COS (=)] 


40-41 Compleie a identídade usando o método do tríángulo 
(Figura 1.5.15). 


40. (a) sen (arc eos x) = ? 
(c) eossec (arc tg a) = ? 

41. (a) cos (urc tg x) = ? 

(c) sen (arc sec x) = ? 


(b) tg (arc cos a) = ? 
(d) sen (arc tg x) = ? 

(b) tg (arc cos jc) = ? 
(d) cotg (arc sec x) = ? 


M42, (a) Use um recurso gráíico computacional ajustado para medir 
radianos para fa/er labelas dos valores de y = arc sen x c 
y = are cos x para x = — I; — 0.8; -0,6;,,.; 0; 0,2;..,; E. Arre- 
donde sua resposta para duas casas decimais. 

(b) Plote os pontos obtidos em (a) e use-os para esbogar os gráfi- 
cos de y = arc sen .v e y = arc cos a. Conñrme que seus csbo- 
qos estfio de aeordo com aqueíe da Fígitra 1.5.13 

(c) Use seu recurso computacional para !’a¿er o grátlco y = 
urc sen x e y - arc cos x; confirme que os gnáfieos estáo de 
acordo com aqueles da Fignra 1.5.13. 


-=]43* Em cada parie. esboce o gráfico e verifique seu trabalho com 
um recurso gráfico computacional, 

(a) y = arc sen 2v (b) y = are tg -x 
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44-46 Use um recurso eoitipuLaeíonal para aproxíniar a soluqao 
da equa^ao. Quando forom usados radianos, expresse sua res- 
posta eom quatro casas deeimais; quando lorem usados graus, 
expiesse-a até o ddeimo de gmu inais próximo. | Noia. Em eadu 
pat'te. a solucjáo nño está na ímagctn da funqílo trigonoindtríca 
inversa peitinente.] 


44, (a) sen x = 037. nl 2 <x<tt 

(h) sen B = - 0,61.180 Q < 0 < 270° 

45, (a) cos .v = - 0,85, tt < x < 3tt/2 
(b) cos 0 - 0,23, -90° < f? < 0° 

46 , (a) tg x “ 3,16 , -n < x < —izf'2 

í h) \go=- 0 , 45 , 90° <o<mr 


ENFOCANDO CONCEITOS 


47, (a) Use um i’ecurso compmaeional para ealcular o vator de 

arc sen (áre sen 0,25) e arc sen (arc sen0,9) e expHque o 
que pode estar aconteeeitdo no segundo cálculo. 

(b) Para quais valoies de x no imervalo -í <x< 1 seu re- 
curso coinputadonal produz inn valor real para a fun- 
£áo arc senfarc scti x) ? 

48, Um jügadorde futebol chula uma bola com uma vclocidadc 
íniciai de 14 m/s etn um 3ngulo & eom o plano horizorttai 
(ver f’tgura abaixo). A bola cai no citao a uttta distánda de 
18 m depois do diule. Se a resistencía do ar for desprezada. 
entao a bola ierá uma tiajetóría parabolica e o alcanee hori- 
zontaJ R será dado por 

2 

R = — sen 20 
S 

onde t 1 é a vdocidade micial da bola e g é a acderagáo da 
gravidade. l'sando g = 9,8 m/.vh aproxime dois valores dc 
0, alü o grau inaís próxímo, segundo os quais a hola poderia 
tersido chuladá. Qual ángulo lesuUaríá em um lempo me- 
nor de permanencía no ar? Por qué? 


49, (a) Esbocc os gráñcos de arc cotg x e arc cossec a. 

(b) Obienha o domínio e a imagein de arc cotg x e de are 
cossec x. 


50, Mostreque 

(a) arc cotg x — 


arc tg (l/a), 

.t + arc tg (1/a ), 


I 

(b) arc sec x = arc cos —, se |.v| > 

x 


se x > 0 
xe x < 0 


I 


(c) arc cossee ,v = are sen —, se \x\ > I 

x 


51, A maioria das calculadoras ciemfficas tem teclas somente para 
os valores de urc sen x> arc cos x e arc tg x. As fónnulas no 
Exereíeio 50 mostram como uma calculáíiora podc ser usuda 
para obier os valones de arc cotg a, arc sec arc eossec x para 
valores positívos de x. Use essas Idnnulas e uma calculadora 
para encontrai os valores numérEcos para cada uma <ias fungdes 
trígonométricas ínversas seguímes. Expresse suas respostas ern 
graus. arnedondados para o decimo dc grau inats próxiino. 

(a) arc cotg 0,7 (b) arc sec 1.2 (c) arc eossec 2,3 


52, 


Um satdlite de observa^ao terrestre tem sensores de horizonte 
que podem medir o ángulo 0 mostrado tia ligura ahaixo. Soja R 
o raio da Terra (suposia esfdrica) e h a distáncia entre o satelite 
c a superiícíc da Tcrra. 

R 

(a) Mostre que 0 — -* 

R + h 


(b) Obtenha 0 até o grau mais próxímo para um satélite que 
está a 10. 000 knt da superlicie (use R - 6.378 km). 




Idflura Ex48 


49-50 A fun^áo arc cotg jcé definida como sendo a inversa da fun- 
pño comngente restríta 

COtg A, 0 < A < T 


53* O m'imero de horas de daridade ern um dado dia e ern utn dado 
ponto na superíTcte terrestre depettde da iaLitude X do ponto, do 
ángLilo 7 airuvés do qual a Terra moveu-se em seu plano orbiLál, 
duranie o período de tempo a partír do equinócio do ouíotio (2 3 
de marqo), e do ángulo de inelina^áo 0 do eixo de rotagáo da 
Terra, mcdido a paitir da eclfptíca para o noite {0 23,45°). 

O niunero de horas dc clarídadc h podc ser aproximado peia 
fórmula 



24. 

12 + arc sen />, 

0 . 


D > I 
\D\ < I 
D < -1 


e a fun^áo arc cossec x é defmida como sendo a inversa da fun^ao 
eossccartlc restriia 

cossec .v. - ttí2 < x < jt/2, x * 0 


onde 



sen <f> sctt y tg A 
v I — seir 4 1 sert' y 


Use essas deñnicocs cm todos os exercícios subseqüentes íjlic en- 
volverem essas fun^óes. 


e arc sen D é mcdido cm graus. Dado que Fairbanks* no Alaska, 
cstá localizada á latitudc de X = 65*N c também qne 7 = 90° em 
20 de junho e y = 210° eiti 20 de dcxembro. aproxitnc 
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(a) o númei o máxímo de horasi de clarídade em Fairbanks com 
uma casa dccíniaL; 

(b) o 3ul m ero m ín E mo de horas dc da r i t!adc cm Fai rbasiks com 
üniíi casa decimal 

Fonto- Kste problema foi adaptado dc TEAM, ,4 !\¡th t& Applied Mnthema- 
ticj¡. The Mathemattcal As&ociaíion of Amcríca. Waslungton. D.C., ]9S5. 

54. A lei dos cossenos alii ma quc 

c' = a' + lf - 2ab cos 9 

onde a t b e c sao os comprimentos dos lados tlc um irifingulo c 
6 é o fmgLilo formado pelos lados a e b. Obtenha 9, áté ograu 
mais próximo, para o tnanguJo com ú = 2, b - 3 e c = 4. 

55. Um aviao cstá voando a uma altura constantc de 3.000 pés aci- 
ma da água. a uma vdocidadcdc40Ü pcs/s. O piloto dcvc sol- 
tar um pacotc dc $obreviv£ncia qitc dcve cair na ágna em um 
ponto P eonhcctdo. Sc a resístSncia do ar for dcsprc/ada. cntáo 
o pacotc írií segiiir uina U'ajetória parabólica. cuja equagaoem 
rdaíao ao sistemade coordenadas na Éigura abaixoé 

V = 3000 - -kr.v ; 

Iv 1 


onde g é a acelera^ao da gravidade e v é a velocidade do 
avifio, Usamio g = 32 pés/s", enconti e o áñgulo 9 da ‘línha 
dc visao” atc o grau mais próximo quc resultará no pacote 
atingindo o alvo. 



Trajetória 
parahólica 
do objeto 


Figura Jüx-55 


56. Uma camera csíá posícionad&i i\ x pés da basc de urna ram- 
pa de iangamento de mísseis (ver rigura a seguir), Sc o míssiJ 
de oomprimemo a pés for lan^ado vcrticalmentc. mostre que 


quando a base do m iss.il cstivcr/j pés acima das lentes da cámc- 

ra o ángulo 0 subentendido nas lentes pelo míssil é 

x x 

9 — arc cot --arc cot - 

a + b b 



Cá mera Rarnpa da ía ngam en to 


Figura Ex-56 


57. Prove: 

(a) arc ^cn (- 1 ) = - arc sett x 

(b) arc tg (-.v) = - arc tg jc 

58. Prove: 


(a) arc cos (-.v) - n - arc cos x 

(b) arc see (-v) - .t - arc sce x 


59\ Prove: 


(a) arc sen x = arc íg 




v'T^ 


(Ui < i) 


(h) are cos \ = — — are te 


\/1 — x 2 


(IJTl < 1). 


60, Prove: 

/ -v + v 

arc tg x +■ arc ts v = arc tg í --— 

V J - xy 

dcsde que -rr/2 < arc tg a + arc ig y < k/2. [5ií^c.í/df>: Usc uma 
identidade para tg (ot +,/04 

61, Use o nesuitado do Exercfcio 60 para mostrar que 

(a) arc tg i + arc tg l = tt/4 

(b) 2 arc tg ¿ + arc tg | = jt/4 

62* Usc as idcntidadcs (9) e (12) pam obtcr a idcmidadc (16). 



%/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREEMSÁO 1.5 


L (a) náo é injetora (h) nao 6 injctora (c) é injciora 2. *f]¡¡ - | 3. (-2, 3); (2, -3) 4. (a) -k/2 (b) t/4 (c) t/ 3 (d) it /3 (e) 2 jt/3 

5. (a) n/1 (b) 2n/l (c) tt/ 6 (d) 2n/l 


1.6 FUNgOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS 

Quando os íogaritmos foram introduztdos como uma ferramenta computacionaí no 
século XVII , eíes fomeceram aos cienüstas daqueia época um poderde cálcido até entao 
inimagindvel. Etnbora os computadores e as caículadoras tenham subslituido as tabeías 
íogarnmicas em cálculos tutméticos, as fungoes íogarítmicas fém apíicacóes de íongo 
aícance tta Matemática e ttas ciéncias. A lesta segao vamos rever algumas pwpriedades 
de exponenciais e iogaritmos e entdo utilizaremos ttosso estudo de fmtgoes inversas para 
desenvolver resuhados sobre funqdes exponenciais e bgarítmicas. 
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Tabüla 1.6.1 


X 2 1 

3 

Ü.ÜOOÜOO 

3,1 

S.574IS8 

3,14 

8.815241 

3,141 

8,821353 

3,1415 

8.82441 ] 

3.14159 

8,824962 

3,141592 

8.824974 

3 J 415926 

8.824977 


■ EXPOENTES IRRACIONAIS 

Lcmbre-se da Algebra, oni que as polencías inteiras nao-nulas de uni dadí> númcro real náo- 
nulo b sao dcfintdas por 

I 


I/ ¡ — b x b x ■ ■ ■ x h 

u fcilores 


b~ fl = 


b fi 


e- /?' = l sc « = 0, Além disso + se/?///é um número /wwí£j/posiiívo dadocm forma irredutfvcl, 
entao 

1 


b 1 ’-'' 1 = = < ’i/by c b~ v!<i = 


bi ,/ i 


Se h c negaiivo» enlao algumas poténcias fracionárias de b teráo valores imaginários, como, 
por exemplo, a quantidade (—2) ]/2 = J— 2, Para evitar cssa complíeagáo, passamos a supor 
em toda esta seqáo que b > 0, me&mo se isso náo for explíeitado. 

Existem vários métodos para definír poténcias irmcioimis, tais como 

2 ". 3 ^, rr-'fi 

Uma abordagcm consisle em dcfinir as poiénciys irraeíonais dc b por ineio de aproximaqocs 
sucessivas usando poifincias racionais dc b. Por cxemplo, para deíinir 2T considere a repre- 
sentagáo decimal dc tt: 

3J 415926... 

A partir dcssa decimal podcmos forniar unia seqüéncia de racionais que fica cada vc/ mais 
próxima de tt, a suber; 

3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159 
e dessa seqücncia podemos formar uma scqiicncia de poténcias racionais de 2: 

-3.1. t.V!4. -3.141. —3.1415. -3,14159 

¿ r. ¿ ¿ ¿ 

Como os cxpoentcs dos termos dcssa scqüéncia sc aproximam cada vcz niais de jt, paicce 
razoável que os próprios Lermos tambéni se aproximcm sLieessivamente dc algum número, E 
essc o númcro que definimos como sendo 2 71 . Isso está ilustrado na Tabela 1.6. L que construí- 
mos usaiido umacalculadora. A tabela sugerc que, aíé a quarta easa decimai, o valor de 2 c 


QQMÍNIO DATECNOLOGIA 

üse uma ealculadüra para conferir os 
rüsuitados da labüla i.6.1 g entéo 
confíra fi) ü$ando a calculadora para 
calcülar2' diretamente. 


2* ^ 8,8250 (I) 

Com essa nocáo de poténcias irracionais, observamos, sem provar, £|Lie as seguintes leis 
dc cxponenciaqáo familiares valem para todos os valores reais de p e de cp 

b<’b‘! = b V+ / — = b<’-4, (b l, Y = b V 1 

b‘> v ’ 


■ A FAMÍLIA DE FUNQÓES EXPONENCEAIS 

Uma funqáo da forma fix) = b\ cm quc b > 0, é denominada fun^ao exponencial de bme b. 
Alguns cxcmplos sáo: 

f(x) = 2', f(x) = (i) ‘, f(x) = 3 r' 

Notc quc uma luncao exponcncial tem uma basc constautc c um cxpí>cnic variáveb x^s- 
sim, fungóes tals como f(x) = x 2 c fix) = x* nao seriam dassiíicadas como fungócs exponen- 
ciais, uma ve/. que lém uma base variável e um expoente constante. 

A Figura i.6.1 mostra que o gráfico de v - // tem uina de trés formas gerais, depen- 
dendo do valor dc b. Obscrve nessa ügura quc o valor de I/ cresce com x crcsccnle sc b > i , 
dccrcscc com x dccrcscentc sc 0 < b < L c é constantc se h = 1, Todos os gráíieos passam pelo 
ponto (0, J), pois lf '= 1 + 

Sc b > L enifto, á medida que percorremos o gráftco de v = ff da esquerda para a direita. 
os valores de i/ crescem sem parar, enquanto percorrendo o gráfleo da direíta para a esquerda 
os valores dc b' decrescem cm dircqao a zcro, scm nunca atingi-lo. Analogamcnle, sc 0 < b < 1, 
enláo, á medida que percorremos o gráfico dc if da esquerda para a diicita, os valores í.Ec // dc- 
crcsccm em dircgáo a zero T sem nunca atíngi-ío, cnquanto percorrendo o gráfico da direita para 
a csqucrda os valoresde b cresccm scm parar. 
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Os gráncosde aíguns membros lípicos du farmliadc fungóes exponenciais aparecem nu 
Pigura 1.6,2. Essa Mgura mostra quc o gráfico de v - (Mbf c a rcflcxao do gráfico de y = b* cm 
torno do cixo >\ ísso ocoue pois, substituindo x por -v na equagao y = b\ obtenios 

y = b~ x = (]/hf 


A ligura Lambém dá a enlender que, quamo itiaior a base h > I, mais rapidamente a fungao 
f(x) - b v cresce para v > 0. 


>■ = h x y = b x 




~2 -I 


Figura 1 .6,2 A iamília y = /> T (b > 0) 


Sc h > 0, entao f(x) = b x cstá bem deflnida e tem tim vaior rcal para cada valor real de 
x, de modoque odomínio natural decada fungáoexponencial é (-™í,-Kv). Se0, 
enlño, como vimos anteriormente, o gráfico de y - // cresee sem parar a medida que o per- 
eoiremos eni um semido e decresce em diiegao a mro, sem nunca alingi-lo, á medida que o 
pcreorremos no outro sentido. Isso impliea quc a imagem de fix) = If é (0, -px.).* 


► Exem plo 1 Esboce o gráíico da f uiigao f(x) - 1 — 2’ e encontre seu domínio c imagem. 

Soluqaa Comece com o gráñco de y = 2\ ReOila esse gráfico no eixo x para ohter o gráfi- 
co dc y =—2\ depois translade o grñílco obtido uma unidade para cima para obter o gráfico 
de v = I - 2 X (Figura 1.6.3). A reia tracejada na terceíra parte da Figura 1.6.3 é uma assínto- 
ta horízonial do gráíico. Devc licar claro a partir do gráíico que o domínio de f é (—^, +>-) 
e a imagem é (-txg ]). < 





O uso da letra eé uma homenagem 
ao matemático suígo Leontiard Euler 
{biografia á página 3) h ao qual é credb 
tado o reconhecimento da importán- 
cia matemática dessa constante. 


■ A FUNQÁO EXPONENCIAL NATURAL 

Denire todas as bases possíveis para as lungoes exponenciais, há mna em particular que de- 
sempenha utn papel espccial no Cáiculo. Fssa base, denotadapela lctra c\ é um certo número 
irracional cujo valor até a sexla casa decimal é 

e r; 2,718282 (2) 


Eslamos supondo. sem demoTistrar. que o gráfíco dc y : h' sej:i umacurvu semquébms. lacuntisou buracüs. 
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Fifiura L6*4 A reta tangente ao 
gráíico <lc v = c cm (0. I) tcm ittcli- 
nagáo L 

DOMÉNIQ DA 
TECNOLOGIA 



llgura 1.6-S 


Qs logañtmos com base 10 sáo deno- 
minados logaritmas comuns mui- 
tas vezes, sio escritos sem referén- 
cia alguma i base, Assirn. o símbolo 
log x em geiai signríica log l|T r, 


Fssu base é impommie no Cálculo porque, como veremos udíame, h - e é a única base puru u 
qual a inclinagao da reta tangente* a curva y = h x em qualquer ponto P da curva é igual a co- 
ordenada y do ponto P* Assim + por exempio t a reta tangente a y = e em (0 t 1) tcm ineiinagao 
íguai a í (Figura 1.6.4). 

A íunqfLO f(x) — e c dcnominada fanqao exponencial naiural. Como o núinero e está 
cntre 2 e 3, o grniico de y = e" sc eneaixa enire os gráficos de y ~ 2 A e dc y = 3'\ como mostra 
a Figura 1.6.5. Para simpliíkar a tipografia, a funqáo exponencial natural também é dada por 
exp(.v), caso em que a relaqáo k ~' = e [ e Xl deve ser expressa por 

cxpfy, + x 2 ) = cxp(A'j) cxpU-j 


Q reccrso computacional do leitor deve ter comandos ou teclas para aproximar e e tragar o grál'ico da fungáo 
exponencial natural. Leia seu manual para ver como fazer ísso e use o recurso para confirmar (2) e gerar os 
gráficos da Ftgura 1.6.5. 


A consianie e também aparece no coniexlo do gráfico da equaqáo 

3 ’ = (l + “) ») 

Como mosiramos na Fígura 1.6.6, y — e é uma assínlola horizontal dessc grálico. Disso de- 
corre quc o valor dc e podc ser apioxímado com a pi ccisao dcscjada calculandc (3) para x 
suliciememente grande cm valor absoluto (Tabela í .6.2). 



Tühel» 1.6.2 

APROXÍMACOES DE * POR (t + PARA 
VALORES CRESCENTES DZx 


X 

1 + r 

0 +hY 

í 

2 

íü2 .(XMK)00 

10 

M 

2.593742 

füü 

1.01 

2.704» 14 

[000 

1,001 

2.736924 

[ 0.000 

LOom 

2.7 3»f 46 

\ 00.000 

1,00003 

2.71.8268 

LOtXÍOQO 

LOOOÜOJ 

2.718280 


■ FUNQÓES LOGARÍTMICAS 

Lcmbre-se da Algcbra. em quc um logaritmo é uni cxpocruc. Mais precisamenle, se h > 0 c 1, 
pam um valor positivo de x a expressao 

tog k .í 

(que sc 1¿: "o logaritmo de v na base /;”) dcnota aquelc expocnte ao qua'l devemos elevar h 
para obter x , Assim, porexemplo: 


1og Pfl 100 = 2, log lfl (l/1000) = “3, log, 16 = 4, logj = 0, log h b = I 


L0 ? - 100 


■ i i 

IE 

2 


2 ' = 16 


A:-. 

ii 


b l - b 


A fungáo f(x) = log^v é dcnominada fangüo logantmica de base b. 


í: A defmií5oprccisa de rf[;» langentú ser«i discuiidafldiarrie. Fcir oin'¡tramo. basta fLiiihiifí&o do foiior. 
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Figura ! .6.H A lámília 
y - log^v (i?> l), 


DOMÍNIO DATECNOLOGIA 

üse seu recurso gráfico para gerar os 
gráficos de y - En x e de y = lag x. 


A s íun^oes loganlnncas Lambérn podem ser imerprcládas como invcrsás das fungdes 
exponenciais, Para vcr isso, observe na Figura í .6.1 que, sc h > Oe h ^ 1, entao o gráfico dc 
f(x) = h x passa no leste da reia hori/oríaf dc niodo que l> tem uma inversa* Podemos tíncon- 
trar uma fórmula para essa inversa coni variável independente x rcsolvcndo a equagáo 

v “ h ' 


para y como uma fungáo de x. Mas essa equagáo afn nia quo y é o logarílmo de x na base b, cle 
modo que podernos reescrevé-ia como 

v = log if x 


Assim, estabcleccmos o seguinte resultado: 



Scgue desse teorema quc os giáílcos de y = h x e v - log^jr sáo reflexóes tim do outro 
pela reta v = x (ver Figura 1.6.7 para o caso em quc h > í). A Figura L6.S mostra o gráfjco 
dc v = 1 og ft x para vários valores tle h. übserve que todos esses gráñcos passam pelo ponto 
(LÜ). 

Ü logaritmo mais importante nas aplicagoes é o de base e, que é detiominado hgarit- 
tno mtural, já que a funcáo log r .jré a invcrsa da fungáo exponencial natural e. É comum 
tienotar o logaritnio natural de x por In x (que costuma ser lido como ll cle enc dc xís") cm 
vc/ dc log . v, Por cxcmplo: 


In 1=0, 


In e= 1, 


In \ie = -\ 


1 * 1(0 = 2 


l.tlllM VC¡£ que í:' — 1 


uma v^ique é 


tittiá que e =1 fe 


iirna v L v qu.ef ’ - r r 


Ern gcral, 


v = 3ii jc sc, c somcntc se T x = e y 


Como mostramos na Tabda 1.6.3, a relagáo inversa entre b' e log h x dá uma correspon- 
dcncia entre atgumas propricdadcs básicas dessas fungoes* 


Tiibdü 1.6*3 


CORRESPONDÉNCíA ENTRT* AS PROPRÍEDADES DAS 
h'U N COUS LOG A K ÍTMICAS E hX PÜN ENCIA1S 

PKOPKIhDADh Dh b* 

PROPRIEDADÉ 1>P: \og t x 

I 

lo&l = 0 

b [ =b 

log/= 1 

Imagcm c (0, +oo) 

Domfnio c (0, +oo) 

Domínio é +oo) 

Imíigem é (—r>o t 4 ^) 


Tambcm scguc das propriedadcs dc canceiámcnto dc tungóes inversas [vcr (3) tia Scgáo 
1.5] que 


1 og¿(tf) = x para todos os v al ores rea i s de x 
¿> kl?íí x = .v para x > 0 



No caso especial em que h = e, essas cquacdes tornam-sc 

3 n(/) = .v para todos os vaíores reais de x 
e u '' x =x para x > 0 


( 5 ) 
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Em oulras palavras, us fungOes f/ e iog h x eanceJaoi o efeito uma da outra quando compostas 
em qualquer ordcm; por cxempto: 








■ RESOLVENDO EQUAQÓES ENVOLVENDO FUNQÓES EXPONENCIAIS E 
LOGARÍTMICAS 


As scguíntcs propriedadcs algcbricus dos logarkmos dcvcm scr familiarcs dc seus csludos 
amcríorcs. 


1,6.2 TEQRFA'i a (Propriedades A fgéfrricm dos Logaritmos) Sc b > 0, b ^ 0, a > 0, c > 0 
e ré um número real qualqucr, entáo; 

(a) log,,(«<') = log,,« + log,,o 

Früjtficíiade íloívrodtflo 

(b) iog,,(fi/c) = k>g,,<3 - log,,c 

VropriedíKie cJo quocieme 

(c) log t (« r ) = r log,/» 

Proixiedatle tiapotóncia 

(d) log fc (l/c')=- !og fc c 

Pro]>riediide do recí|>roco 


As expressSes de forma 1oí,(jí +■ v) e 
- v) náo tém nenhuma simpliíi- 
cacáo ütil em termoscfe Eo&.m e 1 a« 
Em particular, 

logjkCw -i-1') & lo&üú -i- Log fr (rí) 
lüg,(lt ~ tí) V. logfcüf) - logjl?) 


Essas propriedades sao freqüenLemenre usadas para expandir um úníco logarírmo ein somas, 
em diferenqas e em múltípJos de outros logaritmos e, inversameme, para condensar sotnas, 
diferenqas e multiplos de logariimos em um único logaritmo. Por exemplo: 


loe 


xv 5 


— log xy* — log .yfl — íog .V t log v 5 ~ íog z 1,2 — \ogx-\- 5 \og y — \ log z 


5 log 2 + log 3 - log 8 “ log 32 -f- log 3 ~ log 8 — log 


32 ‘3 


8 


= l og 3 2 


■| 1 n x — In Cx 2 — I) + 2!n (x + 3) = 1 ti x 1 — In(.r ■■ — J) -3-1 ei(_r + 3) : = In 


Ífx(x H- 3)- 
x 2 - I 


As relaqdes inversasemre as fun^oes logarítmicase exponenciais fornecetn os seguimes 
resultados úleis para resolvcr equa^oes que envolvam a exponcncial e o logaritrno natural: 


v = e x c cquivalcme a a j = ln y sc y > 0 c x 6 qualqucr número reaJ, 


( 6 ) 


Em gcral, sc b >0c b ^ L cntao 


v - b' é equívaíente a x — log A v se y > 0 e x é qualquer número real. 


P) 


Uma cquagao da forma Íog ;> x = k podc ser rcsolvida para x reescrevendo-a na forma 
x - b\ e uma equaqáo da fonna b x = k pode ser resolvida reescrevendo-a na forma x = log h k. 
Altemativamcnte, a equagáo f/ = k pode scr resoJvida tomando tun iogaritmo quafquer de 
ambos lados (mas geralmente log ou In) e aplicando a parte (c) do Teorema 3,6,2, Essas 
ideias estáo ilustradas no cxemplo a seguin 


► Exemplo 2 Encontre a tal que 

(a)logjr = V2 (b)ln(jt+l) = 5 (c)5 v = 7 

Soluqao (a) Convertendo a equa^áo para a forma exponencial, obtéin-se 

x = 10^“ fts 25,95 


SoLit^ao (b) Converteudo a et] ua^áo para a Ibrma cxpc>nencial o htérn-se 
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Soluqao (c) Totnando o logariimo naiural de ambos os lados e usando a propriedade da 
potSncia de logaritmos, obtém-se 

3n 7 

In 5 = 1n 7 ou x = —- ^ 1 ,2 J < 

In 5 


► Exemplo 3 Um saléüie que requer 7 watls de poiéneia para operarem plena capaeidade 
está equipado eom uma fonte de poténeia de radioísótopos cuja saídu em watts e dada peta 
cqua^ao 


P = 15e 


—tf L 2 L ' 


onde t é o tempo em dtas que a ídnte é usada. Por quanto tempo o sulélile pode operar na ea- 
pacidade máxima? 

Soiuqáo A poLénda P decaírá para 7 watls quando 


7 = 75 í? 


-tf 125 


A soluqao para t é como segue: 


-í/ S 25 


7/75 = f 
1 ii (7/75) = ln(e - " 125 ) 


In (7/75) = -f/125 
f = - 125 In (7/75) « 296,4 

logo, o satélite pode operar na eapacidade máxima por cerca de 296 dias. < 
Aqui eslá um exemplo mais eomplicado. 


► Exemplo 4 Resolva 


e x — e x 


= I para a. 


Sohtqáo Multiplicando ambos os iados da cqua^áo por 2, tenios 


ou, de forma equivalente, 


x -X .-1 

e - e — ¿ 


V 1 •> 

e — -— =2 
e* 


MultiplicatKÍo ambos os lados por e\ temos 


e ' - I - 2cf ou e* - 2e - I = 0 

Isto c t dc fatüj uma equagáo quadrática disfar^ada, como pode scr vislo rcescrevcndo-a na 
foroia 

(e' f - 2/ - i = ü 

e fazendo-se u - e para obter 

u 2 - 2u -\ =0 

Resolvendo para u pela fórmula quadrátiea, temos 

2 ± yí+i _ 2 ± ys 


= I ± >/2 


ou, uma vez que u - e , 

e x = I ± Jl 

Mas e nao pode ser negativa, portanto descartaremos o valor ncgativo 1- \fl ; assim, 

e x — 1 + \fl 
In e' = ln(Í + %/2) 

í = ln(l + \/2) w0,88i 4 
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■ FÓRMULA DE MUDANQA DE BASE DE LOGARITMOS 

Geralmcnte, as calculadoras cientííicas forncccm teclas para calcular logaritmos comuns e 
naturais, nias náo lem leela para ealcular logariímos em outras bases. Coruudo, isso náo é 
unia deíicicncia gravc porque ¿ possívcl cxprcssar um logaritmo com uma basc qualqucr cm 
termos de logarilmós eom unia outra buse quakjuer (ver Exercício 40). Porexemplo, a lórniu- 
la a seguir expressa um iogaritmo com base h em termos de logaritmos naturais: 


!og„ A = 


tn x 
In h 


( 8 ) 


Podemos deduzir esse resultado l'a/.endo y — log^ r, do qual temos h ' = x. Tomando o lo- 
garhmo natural de ambos os lados dessa equaqáo, obtemos y In b = In x, a partir cio que 
segue-se (H), 


► Exeimplo 5 Use uma calculadora para calcnlar log 3 5 expressando esse logaritmo ern 
termos de logaritmos naturais, 

Sülugfw A partír dc (8), ohtemos 

= —1 ís 2,321928 < 

In 2 


Tahtílti l.fi.4 


jg ( dB ) /;/ 0 


0 

10 n = 

1 

10 

!()' = 

10 

20 

I0 3 = 

100 

30 

IQ 2 = 

1.000 

40 

10 J = 

10.000 

50 

¥ 

1 o 3 = 

] 00.000 

120 

I0' 2 = 

] .000.000.000.000 


■ ESCALAS LOGARÍTMICAS MA CIÉNCIA E NA ENGENHARIA 

Os lügaritmos sáo usados na ciéncia e na Engenharia para tratar eom quantídades cujas uní- 
dadcs variam sobrc um conjunto exccssivamcnlc aniplo de valores. Porcxcmplo, a ‘altui a" 
de um som pode ser medido pela sua intemiéade I (em watts por metro quadrado), a qual 
eslá rclacionada com a energia iransniilida pela onda sonora ~ quanto maior a intensidade, 
maior a energia transmitida e mais alto o som é captado pelo ouvido humano, Contudo, 
unidades de intensidade sáo diffcies de eontrolar porque variarn sobre um enorme conjunto 
de valorcs. Por excmpky o som no limiar da audíqáo humana ícju uma intensidade em tonio 
de 10” l2 W/ni 2 , um cochicho abafado tem uma intensidade de cerea de 100 vezes o limiar 
da audíyáo, c a lurbina de um avíao a jalo a 50 metros tem uma intensidade dc cerca de 
1.000.000.000.000 = 1.012 vezes o limiar da audigáo. Para vcr como üs logaritmos podern 
ser usados para reduzir essa amplttude, obsei ve que se 



Town^hendH do gnj-ix? Thc Who. 
soñ cu pcrmancntc rcdugáo da audi- 
güo, dcvido do alto nivel dc dccihcis 
úi\ músicn dc sun bciitda. 


y = lüg X 

entao, aumentandoxporum/«/wr de 10, adiciona-se I unidadea y, uma vczquc 

log lO.v - log 10 + log x = 1 + y 


Os ftsicos e os engcnheiros aproveitam as vantagens dessa propricdade para mcdir a intcnsi- 
dade em lermos do nívei do som o qual é delinido por 


/?=lÜlog(///) 


L -n 


onde /;, = 10 W/m e a íntensidade de reteréncia próxima ao limiar da audigao humana. A 


untdadc de / é o decibel (dB), assim denotada em homcnageni ao inventor do teleíone Alcxan- 
der Graham BeiL Com cssa cscala de medida, multiplicando a íntensídade / por urn fator de 
10, adicionam-se 10 dB ao nível de som / (verifique). Isso resulta em uma escala mais tratável 
do que a intensidade para mcdir a allura do som (Tabela 1.6.4). Aigumas outras escalas iogarit- 
micas familiarcs sao a escakt Richter, usada para tncdir a intcnsidade dc terremotos, c a escaia 
pH, usada para medir a acidez na Químíca; ambas seráo dtscutidas nos exercícios. 


► Exemplo 6 Em 1976, o grupo de rock Thc Who cstabcleceu um recordc para a intcnst- 
dade dc som dc um show: 120 dB. Por comparagao, um martelo pncurnátíeo posicíonado no 
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mesmo lugar do The Who poderia ter produzido um som de 92 dB, Qual é a razao da intensi- 
dade do som do The Who em relagao á intensidade de sotn de um mailelo pneumático? 

Solttgao Sejam í } e (=120 dB) a intensidade e o nível do som do The Who, e í 2 e fi 2 (= 
92 dB) a Íntensidade e o nível de som do martelo. Enláo, 

4 /4 = {4 / 4 X 4 /4) 

log (/, / 4) = iog(/ ( / 4 ) - íog (A / / a ) 

io iog (4 / 4 ) = 10 u>g(/, / /j ^ io iog ( 4 / 4 ) 

10 k>g(/, / 4) = /?,-& = 120-* 92 = 28 

iog (/, / 4) = 2,8 

Logo, / 3 / 4 = 10' H 631, o que nos diz que a intensidade do som do The Who eru 631 vezes 
maior do que a de um martclo pneumátieo! < 


Tabda Lrt,5 


X 

e x 

In x 

1 

2,72 

0.00 

2 

739 

0.69 

3 

20,09 

uo 

4 

54,60 

t .39 

5 

148.41 

1.61 

6 

403,43 

1,79 

1 

1096,63 

1,95 

8 

2980,96 

2.08 

9 

8103.08 

2.20 

10 

22026,47 

2,30 

100 

2,69 x 10 4 -’ 

4.61 

1000 

1,97 x H) 4 * 4 

6,91 


■ CRESCIMENTO EXPONENCIAL E LOGARÍTMICO 

()s padroes de ereseimento de e e In x ilustrados na Tabtla L6.5 sáo dignos de ser mencío- 
nados. Arnbas as lungoes cresccm quandox cnesce, mas seus crcscimentos sáo eonsideravel- 
mente diferenies — e ciesee oaremameme rápido* eaquanto 0 crescimemo de In x é extrema- 
meme vagaroso. Por cxemplo, em x - 10 o valor de e está acima dc 22.000, mas em x - 1.000 
o valor de In x nem sequer atinge 7. 

Dircmos que uma fungao cresce sem cota com x cresccnte se os valorcs dc f(x) acabam 
excedendoqualquer número positivo M especificado(nuo impormquáo grande)á medida que 
x cresce scm parar. A Tabela 1.6,5 sugcrc veementcmente quc f(x) = e' crcscc sem cota, o quc 
é consistcnte com 0 fato dc que a imagem dessa l’ungáo é (0, -kc), De fato, se escolhermos 
qualqucr nuniero positivo AL cntáo tcrcmos e'' = M quando r v = ln M, c cnmo os valorcs de e' 
crcsccm quando x crcscc, tcrcmos 

e 1 > M se x > In M 

(Figura 1.6,9). Náo 6 evidente a partir da Tabeia 1.6.5 se In x cresee sem eota com x crcs- 
cente, porque os valores ereseem muito lentameme, mas sabemos que isso ocorre porque a 
imagem dcssa fungáo é +^). Para vcrificar isso algebrícamentc, tomemos um numero 
M positivo qualquer* Temos In x = M pata x = e Af e, coino os valores ctc In x ereseem eom x 
crcseente, resulta 


In x > M se x > c 


\f 


(Figura 1.6.10), 



Figum L6*9 O valor dc y = e' cx- 
ccderá um valor |>os¡t¡vü M arbitrário 
parax > In M. 



Figura 1*6.10 O valor dc y - in a cx- 
ecderá um valor püsitivo M arbitrárío 
para x > e \ 
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EXERCÍGIOS DE COIVIPREENSÁO 1.6 ( Verpágina 76para respostas.) 


L A fungáo v = (-)' tcm domfnio 


e imagcm 


2. A fungáü v = ln(l - .v) tem domínio 


e imaaem 


3. Expresse como uma poténcia dc 4: 

(a) I (b> 2 <c) jL (<j) (e) 5 


4. Rc sol va c ad a equag ao eiti reíagao a x. 

(a) c' = I (b) ! (f’ = i .000.000 

(c) 7e fc = 56 

5, Resolva cada equagao cm rekgáo a x. 

(a) In x = 3 (b) iogú - 1) = 2 

(c) 2 log ,v- log(,v + l) — log 4 - log 3 


EXERCÍCIOS 1*6 0 Recurso Gráfico 


1-2 Símplifiqne a exprc.sstlo sem usar uma catculadora. 

1. (a) -8 m (b) (-8 f' (c) 

2. (a) 2~ 4 (b) 4 lí (c) 9' 0J 

3“4 Usc uma calculadora para aproximar a cxprcssao. Anedondc 
sLiü rcsposta aid qnairo easas decímais. 

3. (a) 2 1 '' 7 (b) S' 2 ' 1 

4. (a) v^24 (b) ^06 

5-6 Enconire o vaíor cxato da cxprcssao sem usar uma calcu= 
ladora. 

5* (a) log, 16 (b) Iog 2 {^) 

(c) logj 4 (d) log.j 3 

6* (a) log ]0 (0,0Gl) (b) Íog^lO' 1 ) 

(c) In(í^) (d) ín(V^) 


7-8 Usc a calcLsladora para aproximar a expressáo. Arredonde sua 
resposta até quatro casas decimaís. 

7. (a) log 23,2 (b) In 0.74 

S* (a) log 0.3 (b) ln ji 

9-10 Use as propricdades de logaritmos doTeorema 1.6.2 para 
rcescrcvci a cxprcssáo cm termos dc / , s e i onde r - tn a, s = In b 
c i = En í\ 


y* (a) 

In <r Vbc 

(b) 

ln 6 




a^c 



(b) 

lah* 

10. (a) 

ln ár 

ln J — r 
V 


11 "12 Expanda o logaritmo em termos dc somas, de dífereugas e 
dc múltiplos du lügarilinos mais síniples. 


11- (a) 1 ou(10aV 7^3) (b) In 

ym 


13-15 Reescreva a expressáo como um unico logadttno. 

13* 4 log 2 - log 3 + log 1 0 

14« { log x — 3 k>g(sen 2.v) + 2 

15« 2 ln(,v + 3) + { In a - ]n(cos¿) 


16-25 Resolva para.v sem usar uma calculadora. 


16. 

log lM (l +a} = 3 


17. íog it) (v^) = “1 

18. 

!n C+ ) = 4 


19. lu{l¿v) = -2 

20 « 

log,(3 l ) = 7 


2L Iog 5 (5 ÍT ) = 8 

22 , 

lílg N] ,V 2 + l0g u ,A = 

= 30 


23. 

log ¡Q x y2 - log] 

lü v^" 

= 5 

24, 

1 n 4.v - 3 1 n (,v~) — 

ln 2 


25, 

ln(]/.v) + ln (2x ? ) 

= lu 3 



26-31 Rcsol va para .v scm usar uma calculadora. Use o logaritmo 
natural sempre que for necessário usar um logaritmo. 

26« 3* - 2 27, 5 _2í = 3 

28. V 1 ’ = 3 29. 2e* = 7 

30. f ‘ - 2ie =0 31 . jr<C + 2e ‘ = 0 

32-33 Reescreva a eqLtagao dada como uma cqua<;áo quadrática 
em u, onde it - e\ entáo rcsolva para x. 

32. e 2 * - é = 6 33. e * - 3<? 1 = -2 


ENFOCANDO CONCEITOS 


34-36 Esbooe o gráfico da equagáo sem usar mn recurso gráfico 
computacional. 

34« (a) v = I ■+ ln(A -2) (b) y = 3 + e* 2 

35. (a) }> = (!) I_l - I (b) v= In |_t| 

36. (a) y = 1- e (b) v = 3 ín 4TT 


37. Usc Lima calculadora e a fórmuia de mudanga de base (8) para 
enconirár os valores <.le iog 3 7,35 e log^ 0,6 arredond&ndo até a 
quarta casa dedmal 
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38-39 Fagii t> gríífico das fungóes na mesma teía dc uin rccurso 
gnífico coniputacional. [Usc a fúrmula dc rmidaiiga dc base (8) 
quiindo necesaárioj 


K 38. In x. e\ log 1.0 J 
¡g339*1og 2 a, 1n x* log, a'* log.v 
40, (a) Dcdn/a a fórmula geral para a mudanga dc basc 


log* x 


\og a b 


(b) l'se o resuliado de (a) para enconlrar o valor exato de 
(log ; 8 1 )(3og, 32), sem usar uma caiculadora, 

- 41. Use itm recunjo gráfico computackmal para estimar onde os 
gráficos de y — ( 1,3 ) 1 e v — log, , .v se i ntersectam. 


42. O dcfici t piiblíco /.) dos Estados Unidos, cm hi Ihbcs dc ddiarcs, 
foi modelado como D = 0,05 1 517( 1,1 306727)\ onde a é o nú- 
mero de anos a paitir de 1900. Com base nesse mmielo, quan- 
doodéficitalingiu peiapiimeira ve/ E tnlhilodedolares? 


47. Se o equipamento no satélitc do Exeinplo 3 requer 15 watts 
para operar corretamentc, qual e a duracao operaeional da fon- 
te de- energia? 

48. A cquágúo Q = 1 áú a massa Q ent gramas do potássio 
radioativo 42 que irá restar dc uma quantidade imciaí após t 
horas dc dccaimcnto radioativo. 

(a) Quantos gramas tiav i a Í n i ci al meme? 

(b) Quantos gramns permaneccm dcpois dc 4 horas? 

(c) Quanto tempo irá levar para reduzir pela metade a quantí- 
díide inicial de potássio radioativo 42? 

49. A acidc/ dc urna suhstáncia é mcdida pclo valor de soli pH, o 
qual é dcíinido peía fórmula 

pH=-log[ff1 

onde o símbolo | H ' j denoia a conceniragüo de íons de hidro- 
génio, medida em moles por litro. A água destilada tcm um pH 
igual a 7; uma suhsrñncia 6 chamada ¿tckía sc tiver pj I < 7 c hú- 
sicü se liver pH > 7, Hncontre o pH de cada uma das seguintes 
substáncias e estahelega se é ácida ou básica. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


■ 143, (a) A curva na ñgura atiexa c o gmfico de- uina fungao ex- 
ponencial? Explique seu raciocínio, 

(b) Encontre a equagáo de uma í’ungáo exponencial que 
passc pclo ponto (4, 2). 

(c) Encontre a cquagáo dc utna fungao ocponcncíal quc 
passe pelo pomo (2. i). 

“t 

(d) Use um recurso computacional para gerar o grálico tie 
uma fungño exponenctal que passe pelo ponio (2, 5). 



Figura Ex-43 


;44. (a) Faga uma conjecttira sobre a forma gerai do gráfico de 
v = logflog _U e esboce o grálico dessa equaqSo e de y = 
log x no mesmo sistema de coordenadas. 

(b) Confira scu trabalho em (a) com utn recurso giáfico 
cornputacÉonal. 

45. Eneontre o erro na seguinte “pmva" dc c¡uu | Multi- 
plique ambos os lados da desigualdade 3 > 2 por log 4 para 
obter 


3 log | > 2 log \ 

> log (4) 
Jog ¡ > log 4 


í > I 

s ' 4 


46, Prove as quatro propriedades algéhiicas dos logarinnos do Te- 
orcnta 1,6,2. 



SUHSTÁNCIA 

[ H'] 

(a) 

Sangue arteHal 

3,9 x t O ’" mol/L 

(b) 

Tomates 

6,3 x 1 ü 5 mol/L 

(0 

Lcitc 

4,0 x 1 0' 7 moI/L 

m 

Café 

L2x 1 Q~* mul/L 


50. I!se a defi nigáo de pH do Exercício 49 para encontrar a [//'"] da 
soluqao que tein pH ígual a 

(a) 2,44 (b) 8. 06 

51. A altura percebida ft de um som em decibéis (dB) está rdacio- 
nada com sua mtensidade /em watts/inetro quadrado (VV/m 3 ) 
pela equagño 

ÍOIog (///,) 

ondc /., = 10' l2 \V/m 2 . Os danos ao ouvído rnédío ocorrem a par- 
tir de 90 dB ou niats. Encontre o nívd de dedbéis dc cada um 
dos seguintes sons e estabeleqü se eausará dano á audígáo. 



SÜM 

í 

(a) 

Avíáo a jíito (a 150 m clc disifmeÍEi) 

1,0 x KVW/nr 

(b> 

Másica dü rock amphficada 

1,0 W/m 2 

(e) 

Üquidificador 

1,0 x ÍO^ W/m’ 

(d> 

TV (volume rnédio a 3 metros 
de distancia) 

3,2 x 10 3 W/iii 2 


52-54 üse a definigño dc níveís de dccihéis de um som (veja o 
Exercício 51). 


52. Se um som for trés vezes tao intenso quanto o outro, quanto 
maior será seu nivel cm dedbéis? 

53. De acordo com uma fbnte, o barulho dentro de um carro em 
movimcnto está em tomo de 70 dlü cnquanto um liquidificador 
gera 93 dH¡. Eneontre a razáo da íntensidade do bamlho do li- 
quidillcador coni a do automóvel. 
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54. Suponba que o nível <!e <lecibé¡s <ie um eco é f do nível de 
decihcis do som origmal. Se ccda cco resulta ein oulro eco. 
quanlos ecos serao ouvidos a parlir de um som tle 120 dB, 
dado que o ouvido humano médio pode ouvír até no mínímo 
lOdB? 

55. Na escafa Richter. a magnltude M dc um tcrremoto csta rcla- 
cionada com a eneigía liberada E , em joules (I). pela cquagáo 

log E =4,4+1 5 M 


(a) Encontre a energia E do terremoto de San Francisco de 
] 906* que registrou M - 8,2 nu escala Richter, 

(b) lSc a cnergia liberada de um ternemoío for 10 vezes a de 
outro. quanto maior será a sua inagnitudc na cscala Rí- 
chter? 

56. Suponha que as magnitudes de dois terreniotos difiram pí>r 1 
unidade na escala Richlen Encomre a ra/ao entre as energias 
libcradas pelo tei remoto maíor em relagao ao mcnor. \Nokr. 
Vcr o Hxcrcído 55 para a tcrmínologia, | 


^ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 1.6 


E. (“X,+x); (0. +x) 2. {-“X, I); (—x* +») 3. (a) 4° (b) 4 E/ ' 2 (c) 4“‘ (d) 4’^ (e) ^ 4. (a) In | — — In 2 (h) 2 

(c) In 2 5, (a) e 3 (b) 101 (c) 2 


1.7 MODELOS MATEMÁTICOS 


Nesta stxáo discutiremos a idéia de "modelagem matemútica ", que é o pwcedimento qtte os 
matemáticos e os cientisias uillizam para descrevennatematicameme osfenómenos ftsicos. Em 
particidar expllcaremos o método dos “míiumos qttadrados'\ qtte é uma técnica matemática 
usada para ohter asfmigdes que melhor descrevem ttm conjtmio de dados de ohservaqao. 


■ MODELOS MATEMATICOS 

Utn modelo maiemátko dc uma lei ftsica é uma descriqáo dessa lei na linguagem da Mate- 
mática. Tais modelos lornam possível a uíilizaqáo de mélodos maiemálicos para deduqáo de 
resuliados sobre o mundo fTsieo que náo sejam evidemes ou que nunea tenham sido observa- 
dos. Por cxcinplo, a possibilidadc dc colocar um salciitc artilicial cm órbila ao rcdor da Tcrra 
foi deduzida maíemalicamenlc a partir do modelo de Meeánica formulado por Isaac Ncwton, 
praticamcntc 200 anos antcs do lanqamcnto do Sputtük, c Alhcrt Einstcin (1879-1955) for- 
mulou, em 1915, um modelo rciaiivíshco da Mccñnica que explicou 0 avanqo no periélio do 
planeta Mercúrio, que náo foi confirmado por mediqoes lísicas até 1967. 

Em uma siLuaqño de modelagem típíca, um eientista deseja obter tima relaqáo matemá- 
Liea enEre duas variáveísx e y usando uin conjunto de n pares ordenados de mediqoes 

Ji)> (h> v 2 )> t %■ ■> ( x n >>;) 0) 

queestabclccem uma rciaqao entrc vaiores concspondentes das variáveis. Distinguimos cntrc 
dois liposde fcndmcnos físicos: os fenómenos determinísticos, em que cada vaíor de x deler- 
mina uni vaior dc y, e os fendmenos probabiUsticos, ctn quc nao é dcterminado dc mancira 
úniea o valor dc y associado a uni valor cspccílico dc x. Por cxcmplív* se y é a quantidade dc 
alongamcnto quc uma forgax provoca cm uma mola, cntáo eada valor dc x dctermina um úni- 
eo y e. porlánto, eonslílui um modelo tJcLcmiinfsilco. Por outro lado, sc y é o pcso tfc uma pcs- 
soa ciEja alLura é x, enláo y náo está determinado <ic maneira úníca por x; já quc pessoas com 
mesnia altura podem ter pesos diferentes. Mesmo assim, existe uma 'éorrelaqáo" cntre peso e 
altura, que faz com quc scja mais provável quc uma pcssoa aiLa pe.se mais, portanto, isso é um 
fenomeno probabiltstico. Vanios nos ocupar unicamente de fcnomenos determinísticos. 

Em um modelo determinístico, a variável y é uma funqáo da variavc! x t e 0 objetivo é 
encontrar uma fórmula y — f(x) que melhor descreva os dados, Uma maneira de modelar um 
conjuntode dados dctcrmínísticos c procurar uma fuugáo /, dc¡iominada/w«füo interpalada- 
ra, cujo grálico passc por todos os ponios de dados. Embora as funqoes imerpoladoras scjum 
apropi iadas cm certas situaqoes, das náo dáo coma dc mancíra adequada dc erros dc mcdí- 
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gáo, Por cxcmplo, suponha que u relagáo emre x e y seju üabidamente linear, tnas que os dados 
obtidos por instrumentos dc medigáo com liiiittagocs de precisao c por variagoes aleatórías 
nas condigoes experímentais sejam os rornecidos na Figura 1Podcríamos usar um apíi- 
caEivp para encontrar um polindmio de grau 10 cujo gráfico passa precisamente por todos os 
pontos de dados (Fígura l.l.lb)* Contudo, um tal modelo polinomial nño consegue transmitir 
a relagao de linearidade subjacente aos dados. Uma abordagem melhor é procurar uma equa- 
gao linear y - mx + b cujo gráíico descreva melhor a relagáo línear entre os dados, mesmo que 
esse gráfico náo passe por todos (ou qualquer um) dos pontos de dados (Figura ] .7. lc). 
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Figura 1,7*1 



A maiúria das cafculadoras gráítcas H 
dos sislemas computacionais simbó- 
licos e dos programas de pfanilhas 
fornoce mélodos para obtor rctas 
de regressáo, Para acompanhar os 
exempios dosta se^áo será nocoS' 
sáno que o loitor disponha de algum 
desses recursos computaoionais. 


■ IVIODELOS LINEARES 

Os mctodos nutis importanles para obler rnoddas iíneares mo baseados na scguinte idcía: dado 
qualquer modelo linear y = : mx + h proposto, trace um segmcnto dc reta verlical coneciando 
cada ponto de dados (y.. y,) com a reta proposta e consideie as diterengas y- - \ (Figura 1.7.2). 
Fssas difcrengas, denominadas resíduos, podcni ser inlerpretadas como os “erros” que resultam 
ao utilizar a reia para modelar os dados. Poiuos adma da reta apresentam en - os positívos, pontos 
ahaixo apresemam enos negativos epontos na reta náo tem erro. 

Uma maneira de escolher um modelo llnear é procurar aquela reta y = mx + b para a 
qud a soma dos rcsíduos c nula, a justiñcatíva scndo quc assim os crros positivos c ncgati- 
vos se cancelam, Contudcy nao c dífícil construír modelos em que esse procedimento produ/ 
modelos inaceitavclmente pobres, de inodo quc, por ra/oes quc nao podemos díscuíú aqui, o 
métodü mais eomum de encontrar um modelo línear é procurai aquela reta v = mx + h para a 
qual a soma dos quadrados dos rcsíduos c a menor possívcl. Essa reta c denominada/ete de 
regtess&ú ou reta de melhor ajuste de mínimos quadrados. ou simplcsmentc reta de míni- 
mos qnadrados. 

É possível calcuiar uma reta de regressáo mesmo nos casos em que os dados náo pos- 
suam tim padráo linear apurente. Desse modo, é importanle ter um mélodo quantitaíivo para 
determinar se um modeío linear é apropriado para os dados. A inedida de linearídade de da- 
dos mais comum c o coeficiente de cnrre¡a$ao> quc, seguindo a tradigao, c dcnotado por r. 
Embora uma cüscussáo detálhada de coeficientes de correlagáo cstcja além do alcance dcste 
livro, aqui temos alguns fatüs básicos: 


* Os valorcs de restáo no intervalo -I < r < 1, onde r tcm o mesmo sinal da inclinagáo 
da reta dc resressáo. 


* Se r c igual a 1 ou a -1, entáo os pontos de dados cstáo todos sobre uma reía, de 
modo quc um modclo lincarc um ajustc pcrfeito para os dados. 


# 


Se r- 0, enláo os pontos de dados náo cxíbcm tendéncia linear alguma c um modelo 
lincar c inapropriado para os dados. 
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Quaruo muis próxímo r estiver de t ou de -J t muis prdximos flcam os pontos de dados <lu 
reta <ic regressuo e niais apropríada c a reía dc rcgressao como um modelo para csscs dados. 
Quanto mais próximo r estiver de 0, muis dispcrsos esiüó os ponlos de dados e mcnos apro 
priada 6 a rcta de regressao como um modelo para esses dados (Fígura 1.7.3). 


*> 

*• 

* 

•• 

• x 

- 

r =?-1 

%ura 1.7.3 





Enuneiado de maneira menos precisa, podemos eíiy.cr que o valor de r é uma medida 
da percemagem dos pomos de dados quc caem em uma “faixa linear mais estreita”. Assim, r 
= 0,5 signiiica que 25% dOS pontos de dados cacm eni uma íaixá linear mais estreíta é r = 0,9 
significaque 81% dos ponios eaem em uma laixalínear mais esireiía. (Uma explieagao preci- 
sa do que signtíicu U’aixa linear mais estreíta’' requer idéias da Estatísticu.) 


Tabela 1.7.1 


TEMPEKATURA 

r(°c> 

PRESSÁO/? 

(jtm) 

0 

2,54 

50 

3,06 

100 

3,46 

150 

4,00 

200 

4,41 


Exemplo 1 A Tabela 1.7J fornece um conjunto dc pontos dc dados que relacionam a 
prcssao p em atmosferas (atm) e a temperalura T(cm °C) de uma quantidade fixa de dióxido 
de carbono em urn cilíndro l’echado. O gráfico assocíado na Figura J .7.4« sugere que existe 
uma relagao iinear cntrc a pressao e a temperatura. 


(a) Use um recurso computacional para encontrar a reta de míninios quadrados, Se o 
recurso fornecer o coeficiente de correlagáo, encontre-o. 

(b) Use o modelo obtido ern (a) para prevcr a prcssao quando a temperatura for dc 
250 *C. 



Use o modelo obtido em (a) para prever n temperatura na qual a pressao do gás 
será nula. 


Solugáo ití) A rcta dc mínimos quadrados é dada por p = 0,009367’+2,558 (Figura 1.7.4/?) 
com eoefieiente de correlaqáo / =0,998979. 

Soluqáo (b) Sc 7 = 250, cntao // = (0,00936)(250) + 2,558 = 4,898 (atm). 

Solugao (c) Rcsoivendo a equa^áo 0 - p = 0,009367 + 2,558, obtcmos T m -273,291°C. < 




Ui) (b) 


Figura 1.7.4 
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Nem sempre é eonvenieníe (ou necessário) obter uma rciu de mínimos quadrados pura 
criar um modelo de um fendmeno linear Hin alguns easos, sao suflciemes métodos nrais ele- 
mentares. Aqui lcmos unr exemplo. 


► Exemplo 2 A Figum 1.7.5« mostra um gráfico de remperatura versus altitude transmi- 
tido pela nave espaeíal Magellan, quando cnirnu na atmosfera de VSnus em outubro de 1991. 


O gráfioo sugcrc fortemente quc há uma relagáo lincar entre temperatura e altitude para alti 


tudes enire 35 e 60 knr. 


(a) Use o gráfico iransinitido pela Mageíían para eneontrar um modelo linear de tem- 
peratura versns allitudc na atmosfcra dc Vcnus que scjá válido entro 35 c 60 km dc 
altitude. 

(b) Use o modelo obtido em (a) para csiiiriar a temperaiura na superfieic de Vcnus e 
discuta as hipdteses fcitas para obier a esLímativa, 


Solu{ r ao (a) Seja T a tcmperatura cm kclvíns c h a altitude cm quilomctros. Vamos, prímci- 
ro. estímar a inclinagáo m da parte linear do gráíico, depois estimar as eoordenadas de um 
ponlo (/q, 7j) nos dados daquela paric c t eniáo, usar a Ibrnia ponto-ínclínagáü da rela 


T-7>w(/i.-/r 1 ) 


( 2 ) 


O gráfieo passa aproximadamenie pelo ponto (60, 250), assim vamos lomar /q ^ 60 e 
250, Na Fjgura 1,7.5/?, csboqámos uniá retá quc áproximá á partc lineár dOS dádOS, Usándo á 
intet'secqáo da ieta com os lados da malha, estimamos a inciina^áo eni 


m 




100 - 490 
78 ~ 30 


390 

48 " 


= -8.125 K/km 



(a) ( b) 


Figura 1,7,5 
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No melhor dos casos, o mélodo do 
Exemplo 2 ó grosseíro, uma vez que 
depende da obrenqáo cíe esiimati- 
vas aproximadas de dados numéri- 
cos do um grdfico. Mesmo assim, o 
resullado linal é muilo bom, pois as 
informagóes recentes da NASA dáo 
a tempertaura na superfíde de Vénus 
em cerca de 74Ü K (o suficiente para 
derreterchumbo). 


Substituindo nossus estimaiivas de T t e m em (2\ obtemos a equagao 

T - 250 - -8,1 25(h - 60) 

ou t de tonna equivalentc. 


T - - 8 t ! 25h +131,5 



Solitgüo (h) A nave espaciul Magelian íntcrrompcu a transmissao dc dados a uma allilu- 
de de apioximadarnente 35 km. Assim t nao podemos estar certos de t|ue o modelo linear se 
aplique a allitudes mais baixas. Todavia, supondo que o modelo seja válido para altitudes 
mais baixas, podemos aproximar a temperatura na superfície de Vénus, fazendo h = 0 em (3). 
Obtemos T~ 131,5 K (464,32X). < 


■ MODELANDO COM FUN^ÓES QUADRÁTICAS ETRIGONOMÉTRICAS 


Einbora os modelos lincares sejam simples, ncm scinpre sao apropriados. Podc ocorrcr, por 
exemplo, quc a rorma grufica dos dados ou alguma lci eonhecídasugiram um modelo quadráli- 


co y — ílv' + bx + c. A maioría das calculadoras gráíicas, dos sistcmas computacionais simbóEi- 


cos c dos programas de planilhas fornece métodos para obter uma curva quadrática de regres- 
sáo para um conjunto de pontos dc dados que minimizc a soma dos quadrados dos resfdiios, 


Tabelu 1.7,2 


TEMPO / (s) 

ALTURA k (cm) 

0.008333 

08,4 

0.025 

96,9 

0,04167 

95 J 

0,05833 

92,9 

0.075 

90.8 

0,09167 

88,1 

0.10833 

85,3 

0,125 

82,! 

0,14167 

78,6 

0.15833 

74.9 


► Exempla 3 Para estudar as equaqoes do niovimenlo de um corpo em queda T um cstu- 
dantc de um laboratório de Física coihe os dados da Tabcla 1,7.2, qtic mostra a altura dc um 


corpo cm vários instantes dc tcmpo ao longo dc um inicrvalo dc 0,15 scgundo. Sc a rcstsicn- 
cía do ar for ignorada, c sc a aeelcragao da gravidadc for consídcrada constantc, entáo lcísco- 


nhecidas da Ffsica afirmam quc a aitura h devcria .scr uma funqao quadrátiea do tcnipo /. Isso 
é consistente com a Figura I J.óvj, em que os pontos dc dados esboqados sugerem a formade 
uma parábola invertida. 


(a) Determine a eurva quadrática de reecssáo para os dados na Tabela 1.7.2. 

(b) De acordo com o modelo obtido em (a), quando o objcto atínge o solo? 


Solu$áo (a) Usando a rotina de regressáo quadrática de uma ealeuladora, obtemos que a 
curva quadrática que mclhor ajusta í>s dados da Tabeia 3.7.2 tem equaqáo 

A = 99,02-73511-499 J3r 

A Figura ! .7.6/? mostra os pontos de dados e o grátieo dessa funqáo quadrátiea no mesmo sis- 
tema de cixos. Parece que temos um ajuste excdente entre os dados c a nossa curva. 

Solttgáo (b) Resolvendo a equagáo 0 ~ h — 99,02 — 73,21 / — 499,13r, vemos que o objeto 
atingird o soio em / «s 0,38 s. < 




Figura I J.á 
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As fungoes irigonoméiricas y=A sen (Bx - C) e y = A cos ÍBx - C) sao particulamiente 
dteis para modelar fendmenos periódícos. 


► Exemplo 4 A Figura l.Ua fornece mna labelae um gráfico dos dados de temperatura 
regisrrados cm um pcrfodo de 24 horas na cidadc dc Fitadclíia, EUA,* Encontre uma fungáo 
que modele os dados e faga um gráfico conjunio dos dados e da fun^áo. 


Solitcáo O padráo dos dados sugere que a lelagáo enire a temperatura T e o tempo t pode 
scr modclada por uma fungáo scnoidal quc foi transladada hoi izuntal e vcrticalnicnte, dc 
modo quc procuramos por uma equagáo do tipo 


T = D + A scn [fir-Cl = D + A scn 




Uma vcz quc a temperatura mais alta e dc 95c a mais baixa c de 75°F, tomamos 2A = 20, 
ou A = 10, O ponto mddio entre as temperaturas mais alta e mais baixa é H5°R, portanto temos 
um deslocamento vertical dc D = 85, O pcríodo parccc ser da ordem dc 24, logo 2niB — 24 
ou B - nf 12. O deslocamento horizontal pareee scr eerca de JO (venftque), portanto C!B = 
ÍO. Substituindo csses valorcs cm (4), resulta a equagáo 


7=85+ 10 sen 


j i 





eujo gráfico aparece na Figura 1.7.7&* < 


TUMI+ R ATURAS UM FILADÉLFIA 
DE l DA MACSHÁ ATÉ A MEÍA NOJTEEM 27 DEAGOSTO DH 1 997 
(í = HORAS APÓS A MEIA-NOITE E T = TEMPERATU RA EM 

GRAUS FAHRENHFJT) 
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Figura 1.7,7 
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DOMÍNIO DA 
TECNOLOGIA 


Observe que a Eqiiaqáo (5) neste exemplo rtáo /b/obtida minímizaado a soma dos quadrados dos resí- 
düos; em vez dísso p usamos o recurso gráíico da calculadora para ver que o modelo proposto deu um 
ajuste razoáye/dos dados, Usartdo um aplicativo específico, podemos mostrar que a curva da íorma 
7 = D + A sen (Bt - C) que mínímiza a soma dos quadrados dos resíduos para os dados na Figura 1.7,7 
é dada por 

y = 84,2037 + 9,5964 sen (0,2349/ - 2,9300) 

Use seu recuFSO compulaoionai para comparar o gráfrco dessa curva com o gráfico de (5). 


\/ EXERCÍCIOS DE COMPREENSAO 1.7 (Verpágina 86para respostas.) 


1. Em cadíi paitc, dc um nuxldo apropriado {linear, quadnüico. 
trigonométrico) para umíi coic^íío dc pontos dc dados Ly, y ) 
para os quais sc apíica a situagao dada, 

(a) yéa disiáncia pcrcoitida no tcinpo x por uin automóvd 

aceleiando a uma taxa constame: ___ . 

(b) v é a vdocidadc no tempo A' de um automóvd acelerando a 

umataxa consiame: __, 

(c) y € a aitura de um homem com x centímelros de altura: 


fd) v é a fragao da Lua iluminada x dias depois do infcio do 
ano:___. 

2. Para o conjumo dc dados {(-1,0), (0,0), (l, 2), (3, 3)} c a reta 
y - x + 1, a soma dos quadrados dos resíduos 6 _. 


3, Suponha que um conjtinto de dados tcnha um modeJo lincar 
com coefideme dc corrda^áo 0,5 e que um segundo conjunto 
dc dados lenlia um modelo üncar corn cocticientc de concla- 
cxio -0,75. Qua! dos dois modelos parece scr mais apropriado 
para ajustar o conjunto de dados concspondeme? 

4, Cons idere \i tn conjiinto de dados q tie con siste nos pontos (0, -1) 
e (0, 1 )„ rSeja L a reta y - íiú + b. 

(a) A soma dos quadrados dos nesfduos tlos dois pontos a L é 

(b) Sc /, m i n i m Í za a soma d os q n adrados dos rcsiduos dos doi s 

poruos, entáo b =_. 


EXERCICIOS 1.7 Q Recorso Gráfico 


1. Uina das duas retas esbo^adas na figura abaixo é a reta de ec- 
gressao, Qual delas? 



l’igura Ex-1 


2 , Em cada parte* determinc sc um modelo (linear* quadrático ou 
trigonomdtrico) podc dcscrevcr razoavclmcntc ográlíco dc da- 
dosda figura a scguir 



(«) 
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¡3. ATabela Ll.J fomecedados daü velocidades máximas cla$Ai- 
Rcatórías das 500 milhas de [ndíanápolis dc 1987 a 2004. En- 
eontrc a reta de miiiimos qtiadrados desscs dados. Qual 6 o 
crreñcicnmde conelaq:ao? Esboce a reta de mínimos quadrados 
ein iim grállco dos pontos de dados. 


[y 4- Um recipíente de 25 litms contém 1 50 g dc 0,.. A pressao p 
rlessc gás é mcdida cm várias tcmpcmturas T, conforine a labc- 
la abaixo. 

(a) Petermíne a rela de minimos qnudrados para os dados da 
tabela. 


(b) Use o moddo obtido em ía) pai'a uma estímatíva da pres- 
sao do gás á tcmperatura dc -50 y C. 


Tabehi Ex-4 


TEMPERATURA f ( Ü C) 

PRESSÁO p (atm) 

0 

4,ÍS 

50 

4,96 

HX) 

5,74 

150 

6,49 

200 

7,26 


IVibeln Ex-6 


TEMPERATUftA T{ Q C) 

PfgsSÁO p (atm) 

0 

5,55 

30 

6,13 

60 

6,75 

90 

7,35 

120 

7 M 


r 7. 


A resistividade de um metal c uma medida do quanto um aia- 
nic feito dde resiste ao fluxo de uma corrcntc cléirica, (A ver- 


dadcira resisteucia do araine dcpéñdera Lanto da resisLívidiidc 
do mctal quanio das dimensües do arame.) Uma unidade co- 
mum de resistividade é o obm-meiro (Q ■ m). Experímenios 
mosirani que, baixando a temperauira de um metat, também 


baixu sua rcsistividadc. A tabcEa abaixo 


t'ornecc a rcdslividúcle 


do cobrc a várias tcinperatui as. 


(a) Encontrc a rcta dc mínimos quadrados para cssa colegáo 
de pontos de dados. 


(b) Use o modelo obiido em (a) para prever a temperatum á 
qual a resístivídade do eobrc scrá nula. 


5« Um recipicnte de 20 Iitros contém 100 g dc N ? . A prcssáo p 
dcsse gás é mcdida em várias temperaturas conformc a tabe- 
la abaixo, 

(a) Encontrc a rctn dc minimos quádrados para cssei colc^no 
dc pontos dc dados. Sc scu recurso computacional forne- 
cer eoeficieme de Cünelt^átn eneomre-o, 

(b) Use o modelo obl ido em (a) para prevci a pressáo do gás á 
temperatura de -50°C. 

(c) Usc o modeJo obtido eirt (a) para prever a temperatura á 
qual a prcssao do gás será nula. 


Tabelu Ex-5 


TEM PER ATUR A T{° C) 

PRESSÁQ/í (atm) 

0 

3,99 

25 

4,34 

51) 

4,70 

75 

5,08 

100 

5,45 


5 ■ 6* Urn recíplcnte de 40 iitros contcm 20 g de H : . A pressáo p des- 
sc gás c mcdida cm várias tempemturas 7', conforme a labcla a 
seunir, 

V 

(ei) Encontrc a reta dc miniinos quádrados para cssei cole^áo 
de ponlos dc dados. Se seu recurso computacional forne- 
ccr coefidente de corrda^ao. encontre-o, 

(b) Use o modelo obiido em (a) para prever a tempenitura á 
qual a pressáo do gás sei L á nula, 

(c) Encüturc aproxiinadainente a temperaiura do gás na qual 
um aumciHo dc I0 :: C acarreta um aumcnto dc 5% na 
pressáo. 


Tabeia Ex-7 


TEMPERATURA 7'(°C) 

RESISTJVIDADE ( 10 s Q ' m) 

-100 

0,S2 

-50 

1,19 

0 

1,54 

50 

1.91 

100 

2.27 

150 

2,63 


r 8. A tabela abaixo fornece a resistividade do lungsténio a várias 
temperatyras. 

(a) Eneotitrc a i L eta dc mínimos quadrados para essa colc^áo 
de pontos dc dados. 

(b) Use o moddo obtido em (a) para prcver a temperatura á 
qual a resistividade do tungstémoserá nula. 


Tabela Kx-8 


TEMPERATURA 7 { g C) 

RESISTIVIDADE (10 " Q ■ m) 

-100 

2,43 

-50 

3.61 

0 

4,7 S 

50 

5,96 

100 

7,16 

150 

8,32 


9, A tabela a segnir fornece a medida em cemfmetros da disien- 
sáo de uma mola por vdrios pesos nela pendurados. 

(a) Use regressáo linear para expressar a medída da distensño 
da moJa em fnncáo do pcso pendurado. 









































84 CáJculo 


(h) Use o modelo obtído em (a) para deiermínar o peso neces- 
sário para distcndcr a mola por 8 cm. 


lbhda !ÍX’9 


PKSO (kgO 

IXSTKNSAO(cm) 

0 

0 

2 

0,99 

4 

2,01 

6 

2 t 99 

8 

4.00 

10 

3,03 

12 

6+01 


10, A tabela ahaixo fornece a medida em cemímetros da distensao 
de uma mola poi vános pesos nela pendurados. 

(a) Usc rcgrcssao lincar para exprcssar a mcdida da distcnsáo 
da molu em fungáo do pcso pendurado. 

(h) Suponha que a mola tenha sido distendida por uma eeria 
medida por um peso lal que, atiieíonando mais 5 kgi’ ao 
peso. dobrc a medída da distensáo da mola. Use o modelo 
obtido cm (a) para determinar a medida da distensao origi- 
nal da mola. 


Tafrefa Ex-10 


PESO (kgO 

DISTENSÁQ (cm) 

0 

0 

3 

0,73 

2 

1,50 

3 

2.24 

4 

3,02 

3 

3,77 


FJ 11. A íabela abaixo fornccc a altura (cm pes c polcgadas) c o nú- 
mero de reboles por mimito das jogadoras da eqtiipe de bas- 
qaetc femínino do Davidson College, nos EUA, que jogaram 
mats de 100 irttnutos dmante a temporada de 20G2-2Ü03Í (Na 
medida de eomprimento de pés e polegadas, padráo nos EUA, 
12 polegadas eorrespondem a 1 pé.) 


(a) Ettcoittre a reta de mínimos quadrados dcsses dados, Sc 
scu recurso computacional fomecer coeficientc de correla- 
qáo. encontre-o. 


fb) Esbocc a reta dc mínimüs quadrados eni um grátíco dos 
pontos t3e dadoS- 

(c) A reta de mínímos qiiadrados c um bom inodelo para csses 
dados? Expliquc. 


Tübela F,x-11 


AJ.TURA 

KKKOTKS pür minuto 

60" 

0,132 

ó’O" 

0,252 

5’6" 

0,126 

5’ 10” 

0,130 

6’2" 

0,227 

6’3" 

0,299 

60" 

0J70 

5’5" 

0.071 

6T' 

0,222 


12, A tabela abaixo fomece a aliitra (em pés e polegadas) e o peso 
(em Iihras) dos jogadores da equipe de basquete masculino do 
Davidson Collcge, nos EUA. na tcmporada dc 2002-2003. 

(a) Encontrc a rcta de míntmos quadrados dcsscs dados, Sc 
seti recurso computacional fornecer eoefteienle de corrda- 
gao, eneontre-o. 

(b) Esbocc a rela de mmiinos quadrados em tim gráfico dos 
ponios de dados. 

(c) Use esse modeto para prever o peso do novo jogador de 
7'00" de aitura dessa cquipe. 


Tabela Ex-12 


ALTURA 

PESO 

6’2" 

185 

6’6" 

215 

6' 3 ” 

175 

6 1" 

180 

6 S 6” 

210 

5U0" 

E75 

6*9“ 

210 

61" 

180 


ALTURA 

PESO 

6* 5” 

210 

ó'4" 

185 

65' 

190 

q 

__J 

!80 

6‘8 L? 

235 


21.5 

Ó’IO" 

235 


ENFOCANDO CONCEITOS 


f 3. Um eonjuiHo de dados consiste nos ues pontos (0,0), (1 + 0) 
e (1, 1).' 

(a) Para cssc conjunto dc dados e a reta y = x + h , cxprcssc 
a soma dos quadrados dos rcsíduos como uma fungao 
do parainetro h , 

(b) Usando a resposta de (a), eneontre a reta de indinagao 
I para a rjüal a soma dos quadrados dos resfduos é um 
mínimo, 

f 4* U m conjunto de dados consiste em dois pomos dístiiilos com 
a mesma eoordenada x. Explíque por que há uma inímídade 
dc retas dc regressáo para esse conjunto de dados. Todas es- 
sas rctas de regicssáo tcm algo ein comum, O que é? 

15. Uin conjunto de dados consíste cm tiés pontos distintos. 
dois dos quais tem a inesma eoondenada x. Explíquc eomo 
usar sua respostá aO Kxcrcfcio 14 para encontrar a reta de 
icgrcssáo para esse eonjunto dc dados. 

1 U[ii eonjunto de dados eonsistc etn quatro pontos que eonsti- 

luem os vértíces de nm trapé/io com dois lados paratelos ao 
eixoy, Expliqueeomo usar sua resposta ao Exerefeio 14 para 
eneontrar a reta de regressáo para es$e conjunto de dados. 


17, (A fdade do Universo) Nu comego do século XX, o astrono- 
mo Edwin E Hubble (1889-1953) notou uma relagao itiespe- 
rada entre a velocidade radial de uma gatáxia e sua distancia 
d de um ponto de reléréucia (por exemplo, a lérra). Essa 
relagáo, eonhecida agora eomo lei de Hubhle, estabelece que 
as galáxias cstáo sc afastando com uma vclocidade t.- dire- 
tamente proporcionai á distancia d. Isso sc cxprcssa gcral- 
mente conto v = Hd, ondc /7, conhecida como constante de 
ííuhble, é Ei constaiue de proporeioniilidade. Na aplicagáo 
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dessa l’ormuki é übual expressar v em quilómetros porsegun- 
do (km/s) e í/ein milhóes de anos-luz (Mly); dessa fonna, H 
tem unidades de km/s/Mly. A íigura ahaixo mostra urnu plo- 
tagem onginal obiida por Huhble e seu eolaborador Milton 
L. Humastm (1891-1972) da dire^ao gcral da reta da reía^ao 
vel oc i da de-d i sta nc i a r 

(a) Use a direciio geral da reta na plotagem para estitnar á 
constánte de l lubble. 

(b) Umá esümativa da idade do Universo pode ser obüda su 
pondo que as galáxias movem-se eom uma velocidade 
eonslante v, casoem tpte v e d eslao rdacionadas por J- vl 
Supondo t]ue o Uníverso come^ou eom um '’bíg-háiig", 
após o qaal inidou sua expansao. mostre que o Universo 
tem aproximadainenle 1,5 x 1Ü 11 ' anos de idade. [Use a con- 
versao 1 Mly 9 t Ü4 x 10 kiVi e tome H = 20 km/s/Mly. o 
que está de acordo com as estimativas correntes de H . que 
o colocam enire 15 e 27 km/s/Mly. (Observe que as estitna- 
Livas atuais sao signiíicativamente menores do que as que 
resultam dos dados de Hubble).) 

(c) Um tim modeio tnais realístico do Universo, a velocidade 
y deveria decrescer com o tempo + Qual é o efeito tiisso em 
sua estimativa em (b)7 



Figura Ex-17 

[^IÍLA Lahela abaixo fornece dados da populaqao dos EUA crn ín- 
tervaios de 10 anos de 1790 a 1850. üse um modelo de re- 
gressao quadrátlea pura modelara populagao dos EUA como 
fun^áo do tempo desde 1790. Qual é a previsáo do modelo 
ohiido para a popula^áo tio ano de 2000? Quáo precísa é essa 
previsáo? 


Tabéta Ex-lS 


ANO/ 

popuiAgÁo p 
(ein milhües) 

1790 

3.9 

1800 

5,3 

1810 

7.2 

] S2U 

9,6 

1850 

12 

] 840 

17 

1850 

23 


Fonte; The Wortil Alitumtic 


19. A tabela abaixo forrtece o nümero de minutos com luz do diá 
com incrementos de 10 dias, prcvistos para á eídade de David- 
son, na Camiina do Nortc, EüA. durante o ano de 2(KK). Encon- 
Lre uma fun^áo que modele os dados dessa tabela e fa^a o esbo^o 
do gralico dessa íim^áo juivio com os poiUos de dádos. 


Tabda Ex-19 


DIA 

LUZDO DTA (inin) 

10 

716 

20 

727 

30 

744 

40 

762 

50 

783 

60 

804 

70 

826 

80 

848 

90 

872 

100 

894 

110 

915 

120 

935 

130 

954 

140 

969 

150 

982 

160 

990 

170 

993 

\m 

992 


DIA 

LUZDGDIA(mín) 

190 

986 

200 

975 

210 

961 

220 

944 

230 

926 

240 

905 

250 

883 

260 

861 

270 

839 

280 

817 

290 

795 

300 

774 

310 

755 

320 

738 

330 

723 

340 

712 

350 

706 

360 

706 


- 20, A labela abaixo fornece a fragáo Íktminada da Lua (coino é 
vista da Terra) á mcia-noite. observada em intervalos de 2 dias 
duranie os 60 prímeiros diás de 1999. Encontre utna fungáo 
que inodele os dados dessa tabela e faca o esbo^o do grálico 
dessa fungao junto com os pontos de dados. 


h- 2L A tabcla a seguir fornece dados sobrc a rcíacfto cntrc a distán- 
cia d pcrcorj ida em mctros e o lcmpo decorrido í em scgundos 
paru um objeto largudo perto da superfície da Terra. Fa^a ttm 


Tabela Ex-20 


DlA 

IIUMINAQÁO 

2 

1 

4 

0.94 

6 

0,8 E 

8 

0,63 

10 

0,44 

12 

0,26 

14 

0,12 

T6 

0,02 

18 

0 

20 

0,07 

22 

0,22 

24 

0,43 

26 

0,66 

28 

0,85 

30 

0,97 


DIA 

ILUMÍNAQÁO 

32 

1 

34 

0.93 

36 

0,79 

38 

0,62 

40 

0,43 

42 

0,25 

44 

0,10 

46 

0,01 

48 

0.01 

50 

Ü,U 

52 

0,29 

54 

0.51 

56 

0,73 

58 

0.90 

60 

0,99 
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gráfico da distSncia como furt^áo do Lempo e dé um paEpiie 
sobre uma íimgao tipo miz quadrada quc tbrncQa um modelo 
razodvcl para ( cm tcrmos dc d. Use um rccurso gráfico páia 
eonfirmur que seu palpité foi razoávd. 


TabeJa R\-2I 


d 

(nieiros) 

0 

2,5 

5 

10 

15 

20 

25 

(segundos) 

0 

0,7 

1,0 

1.4 

t.7 

2 

23 


^ 22, (a.) A tabela a seguir fornece dados dc cinco luas do pianeta Sa- 
lurno. Ncla, RAIO indica o raio orbitai du lua, ou seja, a 
distáncia média rontrea lua c Saturno, c ORRÍTA indica o 
íempo de órbüa da lua, ou seja, o tcmpo ( cin dias que a lua 
leva pyra uma órbita completa eni torno de Saturno. Para 
cada pai' dc dados. calculc "" e usc scu rcsultado para ob- 
ler um modelo razoávd para r como uma fiingao de /. 


(b) Use o modelo obtído ein (a) para estímar o raio orbital 
da lua Enccladus, dado que seu tempo dc órbita ú de / 
l t 370 dia. 

(c) U$e o modelo obtido em (a) para esLimar o tempo dc 
órbíta da ]ua Telhys, dado que seu raio orbital c dc r m 
2.9467 x 10 5 km. 


Tabcla Ex-22 


Í.UA 

RAEO 

(100.000 km) 

ÓRBÍTA 

(dias) 

I980S28 

1,3767 

0.602 

19S0S27 

t ,3935 

0,613 

1980S2S 

1,4170 

0.629 

1980S3 

1,5142 

0,694 

I9S0S1 

t, 5147 

0,695 


*/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 1.7 


L (a) quadrática (b) linear (e) lincar (d) trigonotrnSLrica 2. 2 


3. O modcio com cocJicicntc de corTclúcao -0,75 


4. (a) 2 b 1 + 2 (b) 0 


1.8 EQUAQÓES PARAMÉTRICAS 


Até aqui> nosso estudo temfocaUzado gráficos de funqocs. Porénh como táix grúficos devem 
passür peío teste da reta venical, isso exclui curvas com auto-inxersecf;oes e até mesmo 
cügumas cun as basicas como os círculos. Nesta se^ao, vamos estudar um métodü aíternativo 
de descriqao algéhrica de cun-as que nao está sujeito a uma restrigáo tao severa comó o teste 
da reta vetvcal. 


Eííte material e$Lá colocado aqui como uma opQáo paramétrica adiantada. Ele podt% poréin, 
scr adiado aid o Capílulo 11, sc a prclcrfincia for e$,$a. 



Uma partícuia em rnovim&rtto 
com írajetória C 


Figura 1,8 J 


■ EQÜAgÓES PARAMÉTRICAS 

Suponha que uma partícula movc-sc ao longo de uina eurva C no plano xy\ dc tal modo que 
$uas coordcnadás x c y, como funqocs do tcrnpo, sáo 


-í = f(t), y - g(0 

Dizcmos quc cslás sño a$ eqtiagoes paramétricas do movimcmo da parLícnla c no$ rcfcrimos 
a C como a trajetória da partíeuia ou o gráflco das equagócs (Figura 1,8. J), A variávd / é de- 
n oni i nad a parámelro d as e q u ac oes. 


► Exempio 1 Esbocc a trajetóría no iniervalo 0 < t < 10 da pariícula cujas cquaQocs para- 
mciricas do movimenio sáo 

x = t - 3 sen f t >■ = 4 - 3 cos t (I) 


Soíu^ao Uma i'orma dc esboQar a írajclória 6 escolhcr uma succssáo rcpresentaliva dc ins- 
tantes, marcar os pontos com as coordcnadas eorrespondentes U, y) e, depois, coneciá-los por 
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Lima curva lísa, A trajetória na Figura T8.2 foi obtida dessa forma a partir daTabeía 1.8,1, 
na qual as coordenadas aproximadas da partícula sao dadas cm hicrementos dc I unidadc no 
tcmpa Observe que na íigui a nao há um eixo r; os valoies de r apareeem somente como le- 
genda nos pontos plotados e t nicsmo assim, sáogcralmcnte omilidos, a nat> serquc scja partí- 
eularmente importante enfatizar a localizagSo da particula em instantes cspcciíicos. < 


DOMÍNIO DATECNOLOGIA 

Leia o maniiíil de -seu recijrso gráíico 
para apnender como fazor gráíicos Ue 
equafjSes paramétricas &, eniáo, gem 
a Irajetóría üo Exemplo 1, Esfplom o 
comporiamento da partícuia atém do 
10. 



Tabdü L8J 


t 

X 

.V 

0 

0.0 

1,0 

I 

-1*5 

2,4 

2 

”0*7 

5,2 

3 

2,6 

7,0 

4 

6.3 

6,0 

5 

7,9 

3A 

6 

6,8 

U 

7 

5,0 

1,7 

8 

5,0 

4,4 

9 

7.8 

6,7 

10 

11,6 

6,5 


Embora seja mais comum quc as equagdcs paramctricas aparcgam cm problcmas dc 
movímento com o tempo como parámetro, elas tambem surgem em outros contcxtos. Assini, 
cxccto quando o problenia cxíja que nas cquagdcs o parámctro r na equagao 


x =/( 0 , y = g(t) 

represente o tempo, ele deve ser visío simplesmente como mna vaiiávei independente que 
varia sobre algum intervalo de niimeros reais, (Na verdade, náo há necessidade de usar a lctra 
/ para o parámetro; qualquer letra náo-reservada para outro propósito poderia ser usada.) Se 
nenhuma resírigáo sobre o paiánietro for estabelecida explicitamcnte ou cstivcr suberitcndida 
pclas equaqóes, entáo devc-se entender que clc varia de o a +oo. Para indicarque um pará- 
metro f cstá rcstrito a um intervalo [a r /?],vanios cscrevcr 


x = f(t\ y = g(t) ( a<,t<b) 



x = coíí f. v ~ sen / 
(0 < j < 2i?) 


Fi^ura I.8J 


► Exemplo 2 Encontre o gráfico das cquagóes paranicíricas 

x “ cos /, y = sen t (0 <; t <; 2 n) (2) 

Sohtqao Uma maneira de cncontrar o gráfico é elíminar o parámctro notando que 

x 2 + v" = sen7 + cos7 = i 

Assinu o gráfico está coniido no círcuio unitário + y~ - \. Esse resultado pode também ser 
deduzido geometiicamente, interpretando t cotno o ángulo varrido por uma reta radial da ori- 
gcm ao ponto (x, y) = (cos t, scn t) no círculo imitário (Figura 1.8.3), Á mcdida quc t crcsce 
dc 0 atc 2rr, o ponto descreve o círculo no sentkio anti-horário, comeqando em (1,0) quando 
/ = 0 c completando uma revoluqáo iníeira quando t = 2,t. Podcm-se obtcr difcrcnles partes 
do círeulo variando o intervalo no qual varía o parámctro. Por cxcmplo: 

x = cos y = sen / (0 <; t <. tt) (3) 

rcprcscma simplcsmcntc o semicírculo supcrior na Figura 1.8.3. -4 


■ ORÍENTA^ÁO 

O sentido segundo o qual o gráfico de um par de equagóes paramétricas é percorrido á niedida 
quc o parámctro crcscc c denominado sentido do parametro crescente , ou, cntáo, orientagao 
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imposiu á curvu pelas equagOes, Dessa forma, la/emos uma disiincao enlre uma curva, que d 
um conjunto de pcmíos, c uma curvaparamétrica, que é uma cui va com uma orienlagao que 
íhc é imposia por um conjunto de equaqdes paramétricas, Porcxcmplo, vimos no Exempio 
2 que o cfrculo rcprcscntado parametricamenie por (2) é percorrido no sentido anií-horário a 
mcdida quc / cresce; logo, tcm arientaqao anti-horária. Conformc pode scr visto nas Fíguras 
1,8,2 c 1.8.3, a orieniaqfto dc uma curva podc ser indicada por selas. 

Para obter equagdes paramétncas para o círculo unitário com únenfaguo koráiia, po- 
demos substiluir / por -t etn (2) e usar as Ídenlídades cos(-/) = cos / c sen(-/) = - sen /. Isso 


dá lugar a 


x = cos /, y = -sen / (0 < / < 2tt) 


-V = cos(-/K v - scn{-/) 
(0 < ¡ < 2 m 


Figura LSA 


DOMtNIO DA 
TECNOLOGIA 


Agora, o cfrculo é percorndo tio semido horário por um ponto que eomega em (I, 0) quando 
t = 0 c completa uma tevoiugao inteira quando / = 2/r(Figura L8.4). 


Ouando se esa uma caleuladofa para fazer os gráficos de equapóes paramétricas, a orientaíjáo pode, fre- 
qüentemente, ser determinada observandoo sentido em que o gráfico é tragado na tela, Entretanto, muitos 
computadores fazem isso táo rapidamenEe que fica muito dífícii discernira orientagáo. Vejase o seu recurso 
gráfico permite confirmar que (3) tem uma orientagáo anti-horária. 



Figurá 1.8.5 


► Exemplo 3 Faga o gráfico da curva paramétrica 


.i - 2/- 3, v = 6/ - 7 
elímínando o paramctroc índiquc aonentagáü do gráfico. 

Sohí^ao Para eliminar o parámcfio, vamos resolvcr a prímeira equaqáo para / como uma 
fungáo dc _v, c cntáo substítuír cssa cxprcssáo dc t na scgunda cquagño; 

' = (Í)C* + 31 

y = 6 (i) (a* + 3) - 7 
y - 3a- + 2 


Assim T o gráüco c uma rcta com inclinagáo 3 e corte no eixo y eni 2, Para encontrar a orien- 
tugáo, dcvemos olhar as cquagocs origiuais; o scntido de f crcscciHc podc scr dcdu/ída ohscr- 
vando que x crescc quando / cresce, ou obscrvando que y cresce quando / crescc, Qualquer 
das duas informagocs nos di/ que a reta c percorrida da csquerda para a dirciia, conforme 
índícado uaFigura 1.8.5. M 



Nem todas as equagóes paraméthcas produzem curvas com oriontag-óes dafinidas; se as equagóes forem 
malcomportadas. eotáo o ponto, ao percorrer a curva, pode pular esporadíoamente ou mover-se para fren- 
te e pare trás, sem dsierminar um sontido definido, Por exemplo. se 

x = sen í, v = sen'/ 

entáo o ponto (x. y) move-se ao longo da parábola y = ,d. Porém, o valor de r varia periodicamente entre 
-E e I, e portamo o ponto (jr, v) também vai parafrerite e para trós. ao longo da parábola entre os pontos 
(“L 1) e (L 1) (conforme mostra a Figura 1.8,6). Maisadiante no livro vamos discutir restrigóesque elimi- 
nam esse comportamento estranho, mas por ora simpfesmente evitaremos tais complicagdes. 


■ FUNQÓES ORDINÁRIAS EXPRESSAS PARAMETRICAMENTE 

Uma cquagáo y =f(x) pode scr exprcssa na fomia paramétrica, introdu/indo o jiarámctro t = x; 
ÍSSO dá lugai ás cquagdes paramctricas x — L y — /(0* Por cxcmplo, á partc da curva y — cos.v no 
íntervalo [—2jt, 2n\ pode scr cxpressa parametricamcnte corno 

x -1, v = co$ t ( —2tt < t < 2tt) 


(Figura 1.8,7). 
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l'igura l.tí.7 



■ CURVAS PARAMÉTRICAS GÉRADAS COM RECURSOS GRÁFICOS 

Muitos recursoK gráíicos permíteni que fagamos gmfieos c!e cquagoes da forma y - f(x) t mas 

X 

nño os da forma v = g(y f ). As ve/es, somos capazes de rccscrcver x - g(y) na forma y - f(x\ mas 
sc ísso ior inconveuíente ou impossível, entao podemos la/er o gráficode jr=g(y) inliodu/iiido 
um parametio / ~ y e cxpressando a eqnagáo parametricamenie como x = g(t ) t v = r. (As ve/es, 
devemos experimentar vários intervalos de t para produ/ir tnn gráíico compleux) 



Exemplo 4 Usc um recurso computacional para t’azer o gráfico da cquagao 


x = 3y 5 “ 5 v a + ]. 


Solu$ao Se t - y é o parámetro, entáo a equagáo pode ser escrita na forma paramétrica 
como 

x = 3f - 5ri + 1, y = t 

A Figura 1,8.8 mostra o gráíico dessas equagbes para -1,5 <, t £ 1,5. ^ 


Figura l.S.K 


Algumas curvas paramétricas sáo táocomplexas quc 6 pratieamente impossível vísualí- 
/á-las sem aígum tipo de recurso gráíico. A Figura 1,8.9 mostra trés dessas curvas. 



x = 31 cos i - 7cos(3 ] !l)í 

v = 31sci> r - 7 scn (31/7)í 
íí)<r < ]4?r) 


a" = T7 cos / + 7 cos{ ] 7/7); 
v = 17 scn i - 7scn ( 17/7); 

(0 £ t < 1477) 


x = cos ;+ (1 /2)coá 7; + (]/3)sen 17; 
y = / + {3/2) se» 7/ + ( 3/3)cos 37; 

(0 < r £ 2tt) 


Figura 1.8,7 


OQMÍNÍO PATECNOLOGIA 

Teste sua habilidade com seu recurso 
gráficogerarvio algumas curvas para* 
métricas que Ihe parefam inleressan- 
tes ou bonitas. 


■ GRÁFICOS DE FUNQÓES INVER3AS USANDO RECURSOS GRÁFICOS 

A maioria dos recursos gráíicos computacionais náo consegue iragar o gráfico de fungoes 
inversas diretamente. Contudo, existe uma maneira de tracat gráficos de fungoes ínversas 
expressatido-os parametrieamcníc. Para vercomo isso pode scr feito, suponha que estcjamos 
imeressados no gráfico da inversa de tima futigáo injetora/. Sabemos que a equagáo y = /(.*) 
pode ser expressa parametrjcamente por 

v = t, y = f(t) 


(4) 
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e sabemos que o gráfico de f~' podc scr obtido irocando v com y, jú quc ísso refleie o gráfieo 
dc / pcla reta y = x. Assim, por (4), o gráfico de /”' pode ser representado paramctrícamente 
por 

* = y=t (5) 

Por excmplo, a Ftgura 1.8.10 mostra o gráflco de /f.v) = v + x + t e o de sua imersa gerados 
com um recurso gráiko, O gráfico de / foi gerado com ns cqua^Ses paramétrícas 

x “ /, y~f $ + t+ í 

e o grático dc /foi gcrado com as equaqdes paiamétrícas 


x = r + / + 





.x - .v,.. + r lió.s i 
y - V() + r sen r 
T (0 < / < 2tt) 


Figura 1.8*11 


OOMINIO DATECNOLOGIA 

Use a capacidade paFamétrica de seu 
recurso gráfico computacíonal para 
gerar um círculo de raio 5 e centro em 

a -2). 



m TRANSLAQÁO 

Sc uma curva paramctrica C é dada pclas cquaqoes x - f(t\ y - g(t), entño a adiqáo dc uma 
constantea f(t) translada a curva C na direqáo.v, e aadiqao de umaconsianie a gfr) translada a 
curva na diregáo y, Assim, utn círculo de raio r, com centro em (jc 0 , y,,), podc ser representado 
param et r i c a m e n te por 

jt — + r cos t, y — y tt + r sen t (0 < / < 2tt) (6) 

(Figura L8. H). Se for o caso t podemos dimínar o parámetro dessas equagoes notando que 

(x - Xff + 0' - y«y = ( r cos ry + (r sen tf = r 


Assim, oblivcmos a eonhecida equaquo em coordeuadas rctangulares para um círeulo cte raio 
/■ e eenlro ern (x (r y tí ): 

(+ (7) 


■ MUDANDO ASESCALAS 

Se uma curva paramétrica C é dada pelas equaqdes x = f(t ) t y = g(r) f entáo a mutliplicaqáo <le 
f(t) por uma constante alonga ou comprimc C na dircqáo .v, cnquanto a tniikiplicacáo de g(t) 
por uma cí>nslante alonga ou compríme C na dircqáo w Por excmpío, c de sc cspcrar que as 
equaqoes paramétricas 

x — 3 cos t, y = 2 sen t (0 <t<. 2jt) 

rcprcscntcm uma clipse com centro na origem. uma ve/. que o grálico dcssas cquagocs rcsulta 
do alongamenio do círculo unítárto 

jc = cos /, y = sen t (0 < t<, 2x) 

por tnn fator de 3 na direcáo x e um fator de 2 na diregáo y. Em geral, sc a e b tbrcm constan- 
tes positivas, enláo as equaqoes paramétricas 


x = a cos o y = b sen t (0 <t< 2 tt) 


(*) 


representam uma elipse, centrada na origem, e que se estende entre -a e a no eixo x e en- 
tre — b c b no eixo y (Figura 1.8.12). Os númcros a e b sáo os semi-elxos da olipsc. Se for 
o caso, podemos eliminar o parametro t cni (8) e reescrever as equaeocs em eoordenadas 


retangulares como 


Fijoira LS+2 


■j 2 

x~ }■ 

— + £- = l 

ri 2 í> 2 


(») 


DOMÍNIO DA 
TECNOLOGIA 


Use a capacidade paramétrica de seu recurso para gerar uma elipse centrada na ortgem e se estendendo 
entre -4 e 4 na direpáo .x e emre -3 & 3 na diregSo y. Gere uma olipse com as mesmas d¡mens5es, porém 
transladada de tal forma que seu centro esteja no ponto (2, 3). 
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■ CURVAS DE LISSAJOUS 

Em meados da déeada de 1850, o tTsico francés Jules Anloine Lissajous (1822-1880) ñcou 
interessado em equagócs paramétrieas da t'oi ma 

y ~ scn at, y = sen ht (1 0) 

ao estudar vibmgócs que combinam dois movímentos senoidais perpendieulares. A prímeíra 
equagao em (10) descreve uma oseilayao senoidal na diregfio xeom ireqüeneia a!27i, enquan- 
lo a segunda desereve uma oscilagao senoídal na díie^ao y com freqUéncía ¿/2,t. Se alh for 
um número racional, entao o efeilo combinado das oscilagóes é um movimento periódico ao 
longo de uma trajetória denoniinada cttrva de Lissajous. A Figura 1.8.12 mosiia algumas 
ctirvas cle 1 Jssajous represenlalívas. 


DOMÍNIO DATECNOLOGIA 

Com seu reourso grálico, geíe algu- 
curvas dft Lissaious o veja tam- 
b(¡fn é possiVol deierminar quaO’ 
do cada uma das curvas na FLgura 
i .3-13 comeca a nepetlr 



Figura 1.8,13 


DOMÍNIQ DATECNOLOGIA 

Usg seu recursQ gráfico para g&rar 
dois "arcos' da dcldsde descFita por 
um ponío na bcirada de unna roda de 
raio 1. 


B CICLÓIDES 

Se uma roda rola em linha reta ao longo de uma estrada plana, entfto um ponto na beirada da 
roda irá dcscrcver uma curva chamada ctclóide (Figura 1,8,14). Essa curva tcm uma história 
fascinante quc vamos comentar daqui a póuco; mas, primeiro, vamos niostrar eomo obter as 
cquagocs paramctricas para da. Para isso f vamos supor quc a roda tcnha um raío a c quc irá 
rolar ao longo do eixo ,v positivo de um sistema de cordenadas. Seja P( x. y) o ponto da beirada 
quc írá desciever a ciclósdc, c vamos supor P inicialmenlc na origem. Vamos considcrar como 
nosso parámctro o Ingulo 0 varrido pela reta radial ate P, li rncdida que a roda rola (Figura 
1,8,14). E padrao aqui eonsíderar Ó positivo, mesmo que gerado por unia rotagao horária. 

Ü movímemo de P é uma combínagao do movtmetito do centro tla roda, paralelo ao 
eíxo x t e a rotagáo de P cin torno do centro, Á medida que a reta radial varre um ángulo, o 
ponto P percorre uni arco de comprimento aO, e a roda move-se por uma distánda aO ao lon- 
go do eixo x (por quc?). Assim, conforme sugerc a Figura 1,8.15, o ccntro movc-se para o 
ponto (üO, a) e as coordenadas de P{,\\ y) sáo 

x — aO — a sen 0, y — a-a cos 0 (II) 

Essas sáo equaqóes da ciclóidc em tcrmos do parámctro 0. 



k V 


x 

> 



Figura 1,8,14 


Fiínir¿* 1.845 
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Figura 1.8.16 


■ O PAPEL DA CICLOIDE NA HISTÓRIA DA MATEMÁTICA 

A ciclóide é de interesse por fortiecer a solugac de dois problemas matemátieos famosos: o 
problema da braqimtócrona (cm grego significa “o menor tempcT) c o pmbiema da tau - 
tócrona (em grego significa "tempos íguais"), O prohlemá dá braquistdcrona consiste eni 
determinar a forma de um lio ao longo do qual uma conta podc desli/ar de uni ponto P a Q f 
nao diretamente abaixo, no mcnoi lempo. O problema da tautócrona consiste em dcterminar 
a idrma de um iio ligando P a Q dc tal forma quc duas contas saem de quaisquer dois pontos 
entre Po Qc ehegani em Q no mesmo intervalode ternpo. A solucao de ambos os problemas 
vem a ser uma eielóide ínvertida (Figura 1.8.16), 

Em junho de 16^6, Johann BcinouUi propos o problema da braquistócrona como um 
desafio pam outros inalemátieos, A princípio, alguém poderia conjeclurai que a forma do fio 
dcveria ser a de uma linha reta, uma vez que essa forma resulta na menor distancia dc P a Q. 
Porcm, a ciclóídc invenida [icrmiie que a conta eaia mais rapidamente nocomeqo T adquirindo 
velocidade inicial sufkdente para atingir Q no menor tcmpo, mcsmo que pereon cndo unm 
dístáncía maior. O probiema foi re.solvido por Newton e Leíbniz, bem como por Jobann Ber- 
noullí e por seu irniao maís vclho t Jakob; já havia sido formulado e resolvido mcotretamente 
anos antes por Galileti, que pensou ser a resposta um arco ciieular. 


BemoulM Unia surpreendente famflia suka. que indui 
várias geragdes de destacados mateináiieos e eientistas. 
Níkolaus BemoutH (1623-1708), um lánnaeéutico. fu- 
giu de Antuérpia para escapar de persegui^áo relígiosá, 
esiabelecendo-se em Uaseb na Suíc¿a, L1 teve tiés ii- 
Ihos: Jakob I (também ehainado Jacques ou Jatnes), Ni- 
kolaus e Johann 1 (também chamado Jcan ou John). Os 
algarísmos romanos sao usados para distingutr os vários nieni- 
bros da famíüa coni <> mesmo nomo (veja a árvore da famüia 
ao fim do quadro). Depois de Newton e de Leibni/, os irmáos 
BemotillL Jakob I e Johann 1 sáo considerados por alguns cotno 
os mais impoitantes fundadores do Cálculo, Jakob I era autodi- 
dáta em Matemática. Seu pai o quciia estudando TeoJógiíu mas 
ule sc voltou para a Matcmática e. em !686, tornou-se profes- 
sor tia Universtdade de tíasel. Quandq eotne^ou a trabalbarem 
Mátemádea, nada sabia a respeilo dos trabathos de Newton e 
de L.eibniy, Posteriormenle, passou a conheceros resultados de 
Newton. mas uma vez que muito pouco do trabalho do Leibníz 
foi publieado, mnitos de seus resultados foram dupJicades por 
lakob. 

O irmáo mais novo de Jakob. Johann L foi incentivado 
por seu pai a entrar para o coinércio, Porém, voitou-se para 
a Medicina e estudou Matemática sob a orientagao do írmao 
mais vclho. Mais tarde, tomou-sc professor dc Matcmática em 
GrOningun, na Holanda, e, entáo. com a morte do irmáo em 
1705, siicedeu-Ihe eomo profcssor dc Matemática cm Basel, 
Duranto suas vidas, os irrnüos Jakob I c Johann í cuitivaram 
uma paixáo mútua por crilícar o trabalho um do oulro, o que, 
freqliemcmente, virava dispuías feias, Leibni/. tentou mediar 
essas dicussóes, mas Jakob, melindiado com o inteiecto supe- 
rior dc Leibrnz, acusava-o dc toinar partido dc Johann c, as- 
sim. acabava por constranger Leibniz nas brigas. Os irmáos. 
com freqüéncia, trabaíhavam no mesmo problema eolocado 
como desalio inhiuo. Johann, ínteressado em ganhar fama, 
usava, muitas vez.es, meios inescmpulosos para aparecer coino 
o crtadordos resultados do irmao. Jakob, ocasionaimcnte, rc- 
vidava, Dessa forma, é t muitas vczes, diffcil determinarquem 
mercce os eréditos por muitos rcsultados, Emrctanto, ainbos 



deram grandes contribuiíóes ao desenvo] vimento do Cálculo. 
Além de scu trabatho em Cálculo, Jakob ajudou a estabelecer 
os príncipios ñmdamenlais em Probabiíidade, indtisivc a Ixi 
dosGrandes Números. que 6 urna pedra fiindamcnta] da teoría 
mo derna dú Probabi]idade. 


Emre os outros membrosda famñia Bemoulli, Daníe], II- 
Iho de Johann L c o inaís famoso. Flc foi professorde Matcmáti- 
ca na Academia de S. Petersburgo. na Rússia. e. posteriormcnte, 
professor de Aimtomia e, mais Earde, de Ffsica, em Basel, Ele 
trabalhou com Cálculo e Probabilidade, mas é mais conhecido 
por scu trabalho em Físíca, lima lci Msica do fiiixo dc fluidos, 
chamada de princípio dc BernouLli. tem seu nome em sua home- 
nagem. Ele ganhou por 10 vezcs o premio auual da Academia 


Francesa por scus trabalhos sobre cordas vibrantcs, marés c tc- 
oria cinética dos gases. 

Johann El sueedeu seu pai eomo professor de Matemáií- 
ca em Basel. Suas pesquisas enfocaram a teoria do calor e do 
som. Níkolaus I foi matemático e erudito em leis, tendo traba- 
Ihado cm Probabilidadc c em scrics, Recomendado por Lcib- 
ni/, foi nomeado professor de Matemática em Pádua c depois 
seguiu para Basel como professorde Logica e, posteriormeme, 
de Diresto. Nikolaus II foi proléssorde Jurispmdéncia na Su- 
u;a e, mais tardc, professor de Matemática na Academia de S. 


Petersburgo, Johann III tbi piofessor de Mutemática e Astro- 


nOTOiaem Berfim, e Jakob E ¡ sucedeu seu tio Daniel comu pro- 
fcssor dc Matemátíca na Academía dc S. Petcrsburgo. Reab 
mente. uma ftimília incrfvd! 


NíkoSaLts. Hemoulli 
i. J 623-170S> 


I- 

Jjkob I 
(1654-1705) 
(Jaóqucs. Jqitks) 


Nilíüliaus 


Nika 


HLLS ] 


0687-1759) 


Joliíirin I 
( 1667 - 1748 ) 
(Jrtin. John) 

J 


Nikolaus II Dai]íi;l 
(1695-1726) (1700-1782) 


[ 


Johann 11 
( 1710 - 1790 ) 
_ 


loliíumlll Jakóp II 
[1744-1807? (1759-1789) 
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A solu£3o do problcmti dii braquistócrona pt>r 
Ntíwton com sua própria caligraíia. 


EXERCÍCIOS DE COIVlPREÉIStSÁO 1.8 {Verpágina 96para respostas.) 


1, Knconirc cquagocs paraméEricas de um cfrcuto dc raio 2 cen- 
irado em (3,5)- 

2* Eneotitrc equ agoes paramétrica_s da el i pse 


3* O gráfico da curva descrita pelas cqua^ócs paramtílricas x = 

4í - L y = 3i + 2 é uma reta com i nclina^ao,_e coi - 

le no cixo y 4ado por - 


4. Suponha que uma curva paramélrica C é dada pelas equa^des 
jc~ f{í) t y = git) para 0 < t < L Encoiurc equaqdes paramétri- 
cas para í’quc mvcriEim osentido de percursodacurvapercor- 
rida quandt) o paríuuetro cresce de 0 a I. 

5. Se /ú) e uma fun^ao injetora, cnlao cqua^des paramétricas da 

curva y — f~\x) sao dadas por x = _ _e y - /. 


EXERCÍCIOS 1.3 'cj Recurso Gráfico 


1, (a) Por el i m i nacao do pa ram et ro. esboce a t rajetd ria no i nicr- 
valo de lempo 0 < t < 5 de uma patticula eujas equa^des 
pai amétrícas lío inovimento sño 

x = t - I T y = t + 1 

(b) Endiqtie em seu csboco o sentido do movimemo. 

(c) Fapa uma tabela das coordenadas x e y da partfcula ntis 
instames / = 0,1 + 2 + 3 h 4 h 5. 

{d) Marq ue na cu rva a pos i cpto da pait ícu (a nos ín stantes de (c) 
e romlc ns posí^ocs com os valorcs de l 

2 + (a) Por d i m ina^áo do parámetro, esboce a t rajet 6 ria no mier- 
valo de tempo 0 < / < 3 de uma punfcula cujas cquapoes 
parainétricas do movimento sao 

x = cos(jrí), y = sen (7it) 

(b) Indique o sentido do movimetun em seu esbo^o, 

(c) Fa^a uma labela das coordenadas x e y da partícula nos 
instantes / = 0; 0.23; 0.5; 0,75 e \. 

(d) Marque a posipao da partícula sobre a curva nos instantes 
dados em (c)e rotule cssas posigdes com os valores de t. 


3-12 Esboce a curva por eliminagáo do parámetro e indique o sen- 
tido dc t crescente. 

3 + x = 3t - 4, y = ót + 2 

4 + x = t-3, y - 3t - 7 (0áí<3) 

5 + .v = 2 cos /, y = 5 scn / (0 < / < 2tt ) 

6 + a j = Vl V = 2t + 4 


7 + x = 3 + 2 cos /, y = 2 + 4 scn í (0 < / < 2^t ) 

8. jc = sec r, y = tg / (jt < / < 3tt/2) 

‘> + a = cos 2t. y = sen / (—jt/2 < / < t/2) 

I0 + r = 4/ + 3. y = ! 6r “ 9 

11 . jf — 2 sen" (, y = 3 cos" t (0 < / < tt/ 2 ) 

12. a = scc t. v = tg ? f (-t/2 < t < t/2) 

13-18 Encomre as equa^des paramétricas da curva e coniira seu 
trabalho gerando a curva com tim recur&o gráfico. 


13, Um cfrculo de raio 5, centrado na origem e orierifado no senti- 
do horário. 

^14 + A partc do cfrculo ,v' + y 1 = ] quc csrá no lerceiro quadrante 
oriemada no scntidoanfi-horário. 

• lS.Uma rcta verlical imercectando o eixo x etn .v - 2, orientada 
para cima. 

16 + A e I i pse ,r /4 + y 2 /9 = L orj e ntada no senli do a nti- h t>rá rit>, 

■17, A parte da parábola x = y~ ligando (1 + -1) e (t + 1), orientada de 
baixo para cima. 

IH + Q cfrculo de raio 4 + centradoctn (I, -3), oricmado no semido 
anlí-horário, 

(a) Usc seu rcauso grañco para gcrar a trajetóría de uma par- 
tícula cujas equa^des do movimento no intervaio de tempo 
0</< 5 sáo 

x = 6t - y = I + |/ J 
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(h) Faya uma tabela das cooi'denadas t e v da partícala, nos 
instantcs r - Ü, 1, 2,3,4, 5. 

(c) Em que i nstantes a partiaila está sobre o cixo y? 

(d) Durante quál tniervalo de lentpü leiDCS y < 5 ? 

(e) Etn C|ne iníitaiite a eoordenada x da partfeula atinge unt iilú- 
ximo? 


20, (a) Use imi recurso gráfico para gerar a trajetói'ia dc um aviao- 
zinho dc papel cujas cqna^ocs do movimento para i > 0 
s;Io 

x-t-2 scn L v = 3-2 cos t 

(h) Supondo que o aviao voe em tnna sala na qual o chño está 
cm y ~ 0. cxpliquc por quc cle nao sc arrcbcnta no chao. 
¡Para sirnplíficaq ignore o tamanho físico do aviáo, tratan- 
do-o conio uma partfculaj 

(c) Qual dcvc scr a altura do íorro para garantír quc o aviáo 
nao toque ou se arrebente nele? 


21-22 Faqa o gráfico da equa^áo usando um recurso gráfico. 

pUj 21. (a) x — y 2 + 2y + 1 

(b) a' — sen y, — 2 tt < y < 2 tt 

■■■■■ 22. (a) x - y + 2y s - y 1 

(b) x ~ tg v, -7tí2 < y < tt!2 

23. (a) Po r cl i m i naqáo do parámc t ro, mostrc quc as cq uaqocs 

.r=*, + U, - x„)t, y = +0' i - y„)‘ 

representam uma reta passando pelos pontos (x u , yj e 
(a |, ]}, 

(b) Mostrc que sc 0 < t £ I, entáo as cqua^ocs em (a) rcpresen- 
tam o segmento dc reta ligando os pontos (,v t> , y,) o (x v y,) 
oríentado na direqño dc (y, s y fí ) para (x r y L ), 

(c) Usc o resLJltado dc (b) para encontrar m cqnaqdes parame- 
tricas do segmento de reta que líga os pomos (I, -2) e (2,4) 
oríenlado de (.1. -2) para (2, 4), 

(d) Use o resultado de (h) para encorurar as equaqoes pammé- 
tricas de (c). porém com o segmento orientado de (2. 4) 
para (i. -2). 

24. Usc o rcsu 11 ado do Excrcício 2 3 para e ncontmr: 

(a) m aiuaqoes paramétricas <lo segmento de reta que lig*i os 
pontos (-3, “4) e (“á. 3), orientado de (-3, -4) para (-5, I}. 

(b) as equaqdes paramétiicas do segmento de reta traqado de 
(0, 6) a (a. 0), orientado de (0. h) para (a, 0). 

25. (a) Suponha que o segmcnto de reta do ponto P(.r u , y IK ) ao ponto 

Qú,. y,) seia represcmado paramctricamentc por 
- v - xq + (a'í -*o)U 

(0 < t < í) 

y = yo + < vi - yo)f 

e que R(x, y) é o ponto no segmento de reta correspondente 
a um vaior cspcclficado dc t (ver a íigura a seguir). Mostre 
qtie / = r!q, ondc r c a distáneia dc P a R e q c a distáncia dc 
P a Q, 

(h) Que valoi de i representa o ponto médio entre P e Q ? 

(c) Qlsc valor dc / repivsentn o ponto t]ue está a 3/4 do eaini- 
nhodcPaS? 


t- l 



2fi. Eneontre as equa^des paramélricas para o segmento de reta que 
hga os pontos P(2 , - 1 } c {>(3. I) e use o resultado do Exercícto 
25 para encontrar: 

(a) o poi 1 1<) méd i o ent re P e £>. 

(b) o ponto que está a 3 /4 Jo caminho emre P e Q. 

(c) o ponto qLie está a 3/4 do caminho entre P e Q. 



K;30. (a) Nas partcs (a) e (b) do Exercído 25. obtivcmos cquagocs 
paramétricas para um segmcnto de rela no qual o paráme- 
tru varia de t = ü a i — I. Ás ve/es s é desejável ter equa^oes 
parainétricas para tim segmento de reta ttas quais o pará- 
metro varia cm algum outro intervalo. dlgamos r tl < t < q. 
Use as idéias do Excrcício 23 para mostrar tjtie o segmento 
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e reta igan m y ít e x lr y , e er re re 

enta aramctricamente r 

I / vf-fc 

Jf = AY) -+' {X\ - X() )- -* 

(fí> < f < íl) 

, r - h 

v — y 0 + (yi _vo)- 

/| “ ÍQ 

h De isc rma cgmcm c tá rienta 

c Enc nlrc a c itagóc aramétrica ara cgrncnt c 
rcta tra^a e 3,— I a 1,4 uan t aría e 1 até2e 
c nfira cu re u ta c m um rccitr gráíic 

31* a Preimínaqá arámetr , in trc ue er/ernü rem 
amb nu , enta gráfic a e uag 5c aramétrica 

x = at + h\ y = n + (f t u <r<t¡ 
ó um egment e reta 

h E h ce a cur a aramétrica 

jr = 2f-l, y — 1+1 1 < í < 2 

c in s ue ua rienta^á 

32* a ue e£: e i/er brcareta E ereíei 31 c« u 
c tna na amb rem mi 

h ue re rc entam a e uacoe uan a e c rem amb 

nu 


33-36 eumrecur gráíic ee uagoe aramétríca ara e ibir 
grátíc e / e / 1 rta me nia te a 

033*/ x — x* + OOx- 1 * -1 <*v<2 
■ • 34, f x = yfx 2 + 2 + x , -5 <x < 5 
035* / x = e e * 0 < v < 3 
36 . / .V - x + t_m a\ 0 < x < 

37. CLir a uramctríea em er efini a r arte , n an 
órniti a i erentc ara i crente a re arametr 

B h ce a cur a ue é re re enla a r arte e a e ua$5e 

ararnétrica 

íx = 21. y=4t 2 (0 < f < j) 

[x = 2 - 2f, y = 2f (i < i < I) 

3K. Enc ntre a e uagóe aramétrica ara retángu a itgura 

abiit * ti n uc e e é traga n enli antí ii rári uan 

/ aria eOa l,c me^an em uan t = 0 Sngestáo: 

c rc entc retangii r arte , az,en / aiiar cOaté J n 

rimcir a * e 4 até 4 n egtm * c a im r iante 



Figura Ex-38 


0 30* a Enc ntre a e uayóe arainétrica a e í e centra a na 
rígem c c m c rte n ei a r 4.0.-4.C. 
0,3 c 0* -3 

h Enc mre a c ua^oe aramétríca a c i c ue re u la 
Iran a an aci e e a . e nna ue euccntr e tea 
em -i*2 

c níirme eu rc u ta e a e b u an um rccur 
gráfic 

40* rem m trar mai a iante n i r uc e tim r éti é i 
ara a ní J e , c m uma e ci a einicia ev 0 me 

tr r cgun * a um ángu ot c m a h riz nta , e en 

c rezn a a rc i tcticia ar. cnta ua itjá a ó f egun 
an^ament * cm rc aeá a i tema c c r cna a a 
ñgura abai é: 

x — (vücoscr)/, y = (uqsch a)t — 


n e £ fk f m f 

a Lrc ue a tra ciória é uma aráb aaira é aeimina 
arámetr 

h E b ce a tra etória uan a = 30 ü e u„ = I 000 m/ 

*n 

b* x 

Figura Ex-40 



41. m r éti é í ara r um canhá a um Sngu or —45°, 
e m uma e ci a e inicía e v (J - 00 m/ 


a 


Enc ntrc a e na^oc aramctríca atractoria 
em re nqñ a í tema e c r ena a a Figura E 


r cti 
40 


b ua éaaturamá imaatingi a e r éti 

c ua é a i táncia erc m a h riz ma inentc e r éti 


042* m brag r b tiza , c enha ara ir u cr ície ana 

e um aut mó e , c u i te em ua ha te re a uma na u 
tra mahatem c c ara rcntc c ara trá h riz nta nicntc, 
en uant a egun a, e maarn a a e iment na nta* 
m c c ura cinia e arabai erFiguraE 42 

a Su ntia uc a ha tc h riz nta r bó m e e c ta 
rma ueac r cna a.v centr l rn in tan 

te / é x = 25 en m c ue a ha te ertica m e e e ta 

mia ueac r ena a v centr i rn in tan 

le/é .v—12*5 en nt Fa^a grálic a tra etória centr 
i r 

b Su nha uca c r ena a rey e a a x — 25 en nat 
e y = í2,5 enrcf?/, na uai a c n tante a e b em er 

c ntr a a r granian brag r b tíza Fa^a gráfi 
c atraetória centr i r ctr-4eó = 5 

c n e ligue a tra etória re u tante em b e ária e c 
ha e a e b. 

43* Dc crc a a amí ia c cur a rc u tantc a c uagdc ara 
métiiea 

x = ac i + h. y = b cn t + k 0 <¡ r <■ '2 tt 


uan 

a hck á li ,ma a e h ariam 


















96 Cálculo 


(h) a e b sño fixos, mas hek variiitn. 

(c) a = I e b = \ f mas h c k variarn c satisfazcm h = k+ L 



< 

Figura Ex-42 


, v + 


Almofada 

de 

polimento 


f 


Bracos _ 

robótfzados 

i 


x 

* 


/V 


V 


j: 




44* A hijtociclóuíe é uina curva descríla por um potuo P sobrc 
tima drcunféréncia dc um círculo que rola dentro de um cír- 
culo maior, fixo. Siiponhaque o círcuJo fixo tenha raio a e 
seja centrado na origein, e que o círeulo que rola tenha raio 
h. Scja é o ángulo mostrado na figura a seguir, supondo quc 
quando $ = 0. o ponto P estd orn (a, 0). Mostre que a hipoci- 
dóide gerada e dada pelas equa^oes pammetricas 


x ~ (a — b) cos tp + b eos 



,V 


(a — b) sen tp — b sen 




45* Sc b = jíí. no Excrcício 44, a curva rcsultantc 6 chamada dc 
hipocídóidc de quatro cuspidcs. 


(a) Esboee essa curva, 

(b) Mostre que a curva e dada pelas equa^des paramélricas 

x = « eon 1 y = a scn ’ <p 

(c) Mostro qtie a curva ú dada pcia cquagüo 

m . m m 

x + V = ti 

em cootxienadas retanguiares. 

■ 4fn (a) Use tmi recurso gráfico para estuclar como variam as cur- 
vas da íamília 

.v = 2a cos7 + y = 2a cos t scn i (-2 tt < í < 2n) 
quando a varia de 0 a 5- 

(b) Con firmc algebrícainentc su a conc i u s ao. 

(c) Escrcva tim brevc parágrafo rdatando o que encontrou. 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 1.8 


1, jc = 3 + 2 eos y = 5 + 2 sen / (0 <t<2jj) 2, ,v = a eos h y = b ser t (0 < i < 2n) 3. J; 2*75 

4, x = j' (1 - 0* v = g (1 -0 5. j'U) 


EXERCÍCIOS DE REVISAO DO CAPÍTULO 



Recurso Gráfico 


J* Esbocc o gráfico da fun^ao 

“ K jc < “5 

V25 — x 2 * —5 < x < 5 

x — 5* x > 5 

2* Usc os gráiicos das ílin-ydes / c g mi figura ao lado para resoi- 
ver os seguintes problemas, 

(a) E ncon t re os vaJ ores de /(-2) e g (3) . 

(b) Para quais valores de a t /(.v) = g(.v) ? 

(c) Para quais valores dc a. f(x) <2? 

(d) Quai s sa o o d om ín ío c a i rn agem dc /7 

(e) Quais sao o domín io c a i magcin de g? 

(0 Encomre os /eros de / e g. 




Flgura líx-2 


Um eopo ehoio dc água a uma tcmpcratura de I i C c colo- 
cado cm uma sakn que está á tempcratura constantede 2I°C, 
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Fag¿i 11111 gmfico aproximado qtie descreva razoavelmerue a 
tcmpcratura da água no copo como uma funqao do tcmpo dc- 
corrido. 

4, SupOnhá quc queiiámós ptniar á Uimpa dC uma mesa circular. 
EnconLre uma i’órimila que expressc a quaniidüde de linia ne- 
cessdria como mna furtgao do raio da tampa e discuta todas as 
fiipótcses ulilizadas para encontrara fórmula. 

5. Um contcincr de basc quadrada e lados rctangularcs sem 
Uimpa tem uni volume de 8 nietros cubicos. C) materia] da 
bíisc eusta $5 por metro quadrado c o dos lados. S2 poi metro 
quadrado. 

(a) Bncontre uiuíi Idnnula que expresse o custo tütal desses 
materiais como uma fungáo do comprimento do lado da 
base. 

(b) Qual é o dotnmio da funqao eusto obtida cm (a)? 

ó. Uma bola com raio dc \ 5 cin i'ccebc uma camada uníforme de 
plástíco. 

(a) Expresse o volume dc plásdco como uma iunqáo da espes- 
sura da camada, 

(b) Qual 6 o domínío da fungáo voturne obtida em (a)? 

■■-- -7* Uma caixa fechada deve scr teíta de um pedago de papelao 
com 180 cm por 300 ctn. tirando fora quatro quadrados dc 
mesmo tamanho (veja a figui a abaixo), dobrando ao longo 
das reLas tracejadas e encaixando para dentro as duas abas da 
tampa. 

(a) Encomrc umn fórmula quc oxprcssc o vo]timc da caixa 
como uma fimgáo do comprimcnto dos lados dos quadra- 
dos cortüdos. 

(b) Encomre uma desigualdade que especifique o domínio da 
fungáo cm (a), 

(c) U sc o gráñco da fu ngáo volu ine para estí mar as dí tnc n socs 
da caixa com o maior volume, 




-300 cm- 



180 cm 


■’iíínra Ex-7 


K- 8* Dcnole por (’ o gráíico dc y = ] íx. para .x > 0. 

( a) Ex p res se a d i st ánci a e n tre o ponU > P( 1 ,0) e u m ponio Q de 
C como uma fungSo da coordenada ,v de Q, 

(b) Qual e o domínio da fungao distáncia obLida em (a)? 

(c) Use o gráflco da fungao dístáncia obtida em (a) para estí- 
mar o ponto Q de C quc cstá mais próximo do ponto P . 

9. Esbocc o gráfico da eqiiagáo x 2 - 4y : - 0. 

lO.Obtenha o grálico dc f(.x) ^ jc a - 24x' - 25x 2 em duas janelas 
de inspegáo disíintas, cada uma delas ilustrarido uma proprie- 
dade dií’erenie de /. Identillque eada uma das dnas janelas e 
uma característica do gráfico de / quc csteja bcm cxemphti- 
eada na jonela. 


11. Com pkte x tabe I a a segu i r. 


X 

-4 

-3 

-2 

-t 

0 

S 

2 

3 

4 

m 

0 

-1 

2 

I 

3 

™2 

-3 

4 

"4 

é(x) 

3 

2 

1 

-3 

-1 

^4 

4 

_2 

0 

(f g)(x) 










(x ° fm 











12. Sejam f(x) - -x~ c g (x ) — \f ^fx. Encontrc fórnuUas para / 
g e ,íí / e o do in m í o n al u ral de cada i mpos 1 a. 

13. ! )ado que f(x) = jc*+ I e gfv) = 3.v + 2, encomre todos os valores 
de de modo que f(g(x\) = g(f(x))> 

14. Scjom f(x) ~(2x-l )ffx +1) e gú) =1/(.v-1), 

(a) Encontre /(g(.v>), 

(b) O dommio nautral dá l’ungáo /;(-v) = (3 - x)tx é O mesmo <3a 
fungáo / o g ? Explique, 

15. Dado que 

fW = ~ . ■ g(x) = h(x) = X 1 “ I 

X — 1 X 

Encontrc uma fómnila para / og ft c dc o domínio dessa com- 
posta, 

16. Dado que f(x) = 2x+ \ c hix) = 2.V + 4,v + 1 + encomrc uma fun- 
gáo g tal que f(g(x}) = h(x). 

17. Em cada parte, classi fiq li.c a f'ungao como par, fmpar ou nenhu- 
ma das duas. 

j(a) senx (b) soir.v 

(c) x+x 2 (d) senxtgx 

18. (a) Escrcva imia cquagao para o gráfico obiido ncllctindo o grá- 

íico de v ~ \x - I| pelo cixo y. entáo distcndcndo-o vcittcal- 
mentcpor iim fafor de 2e depois transíadando-o para baixo 
3 unídadcs c, por íim, reflctindo o gráfico pclo cíxo a 

(b) Faga um csbogo dos gráficos original c linal . 

19. Em cada paite, descreva a família de curvas. 

(a) (x - á f + (v - a 2 f = 1 

(b) y = a + (x — 2ay 

20. E ncont re u i n a equ aqao para u ina parábo I a q uc passc pdos po n - 
tos (2.0), (8. 18) c (-8, 18). 

21. Stiponha quc a tempertaura mínima esperada eni Anchorage. 
no Alasca (ein °F), scja moddada pcla cquagáo 

T = 50sen^t(/ - !0I) + 25 

onde r está em días e t = 0 corresponde a C de janeíro. 

(a) Esbocc o gráfico de 7' verstts r para 0 < t < 365. 

(h) Use o modcio para prevcr qtiando ocorrerá o dia mais frio 
do ano, 

(c) Com base no modelo, quantos días durante o ano sc espera 
ter uma temperatura abaíxo dc () y F ? 

22. A figttra a seguír mostra um modelo para a variagao das nia- 
rós em um ponto ititcrno da baía de San Francisco dtiramc 
um período <ic 24 horas. Encontrc uma cquagao da forma 
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CáJculo 


y = v 0 -J- y | en ai + b ara m e „ ü n uei = Oc rre 
n a á meía n iie 



Linhü Meio-dia 

T&mpo i (h) 


jir c 

Figura Ex*22 


uaí c n igóe e em e tar ati eiia ara ue / lenlia 
uma m er a Déagun e em e utigñc ue na tem 
in ei a 

26* lí De a re tri^ñe bre mtni e en jt> c x, ig x e 
ec x ue a im ca ara azere a ungoe in ci ra 
na efin ígoe e arc en a. arc c x. arc Lg x c arc cc x 

h E h ce gráfic a un^oe trig n méírica re trita 
em a e ua ín er a 


27. Em ca a arte. enc ntre /' 1 x 
a / x = j? - 1 
c j x = / 2 +I 

e /(.r) = en^ 1 -— 


e a in er ae i lir 
b fx =x 2 -Zx+ I 
f x = jc + 2 / x - \ 


2 2 

- 5 + 5 - 

4 + ?r 4 — n 


23. íigura em ane m ira gráfic a e uacde y = 1 +2 

en Jt e y = 2 cn t/2 + 2 c .v/2 ara -2tt < x < 2jt Sem 

uti izar um recur c m utací na . i cnti.fi ue ca a uma a 
ua cur a c a ua e ua^a c cnc ntre a c i T cna a 
nt A. RCe/)in íea E i ue eu raci cíni 



I Ex-23 


24* re 3 tcncia e ctrica R cm hm 0 ara um ti 
ur e tá re aci na a c nn ua tem ertaura T em ° 
mu a 

R = R 0 1 + kT 


c mcla 
e a ór 


na 

ua R n ck á c 

n tantc 

iti a 


a 

Fa^a u m e b 9 

á má 

gráEic e R v-f-'ryn.y 7’ c c 

i l!C 


igniEica gc 

mélrie 

cR n ck ara eu gráiie 


b 

Em te ría. a re 

i téncia R e um Ei e meta ur 

cai 


ara zer uan 

a tem 

ertaura atinge zer ab 

nt 


7 = -273° Lie ín rma^a i á hre k 

c ma ám a ac m fi ament e mng teni tcmumare i 
téncia e K 1 Q a uma lem emlurp e 20 ° uein rnia 
ga i á bre R it fi ament 

ua tcrn eratura fi ainent c umg tcni tem uma re 
i téncia cl,5Q 

25. a DOc n ig3e ha uai ua un^ñe */eg, era En er 
a, uiuamentc e me cm gerai e a uwqüc 

b Dc cre a a re agá entre gráfic e y = / x e y - g x 
uan / e g á ungñe in ei a 

c ua á a re agá entre míni c a itnagen c un 
90 e tn er a /eg 


1 + 3 are tg a 

28* Sea/ .y = ax + b/cx+d nai á a c n i^oc hre a. h, 
c c d ue garantcm a e t tcitcia c / 1 Ene ittrc / 1 x 

29. Em ca a arte. cnc ntrc a r numéric c ai a e re ü 
a a 

a c ai'c c 4/5 + arc en 5/13 
b en arc cn 4/5 + arc c 5/13 

^30. Ernca a artc, c h ec grálse e crifi uc eu traha h c m 
um recur c m ulac] na 

a fx = 3 arc cn y/2 

b / x = arc c x - rt/2 

c / x = 2 are tg -3x 

f a j = arc e x + arc en x. 

31. Su nha ue gráfic ey= ga tenha i e enha c m 

e ca a iguai e 1 cm r uni a e em amba a íregñe x 
ev Se um be ur ui er caminhat a ng gráíic até 

a can^ar uma a ttira e 0. metr acíma ei a. uartt 

in ómelr á ireita a ligem terá e e iaa 

32. Su nha uc gráfic e y = 10* tenha i e cnha c m 

c ca a iguai c 1 cm r uní a e em amba a íiegOe x 
e y Se um be ur ui er caminhar a ng gráíic até 

a cQngar a a Lura e 100 ui ometr acima ei x, uam 

centímetr á ireiia a rigemteráee ia a 

33* E rc e a cguintc un^a c m uma ungñ raci na ca: 

3 n e lv e ‘ +2c n I 

34. Sti nha ue y = Ce'\ n e C e k S c n tante , e e a Y = n 
y tré ue grafic e Y versits té unia réta, e é uainci 
nac’á e c ilec m ei Y 

p- 35. a E b ce a cur a y = ±e * a c y = e x!1 en 2 v ara -jt/2 < x 
< 3t/2 n me m i tema ec r ena a e criEi ite eu 
traba h u an 11 m rceur gráíic c m utaci na 

b Enc ntrc t c rte n eí jr a cur a y = <?’ v en 2x 

n ínter a a eachea c r ena a jc et n 

( n ee acur áintercctaa cur a \ = ±e xr ~ 
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- 36. Lím pacotc cití suprímentOK médicos cai de um heücóptero di- 
retatnetite para haíxo dc pára-quedas em uma ái'ca retnoüL A 
velocidade v do pacotc t segimdos após comcgai a cairé dada 
em pes por segundo poi v — 24,61(1 - e ~' J '), 

(a) Faga o gmfico dc v versus t, 

(h) Mostre que o gráíico tcm uma assfntota horízontal v - <\ 

(c) A constanto c 6 denomitiada velocidade íermlnal. Expli- 
quequa] osentido prático dela. 

(d) O pacote podc realmente atingir sua velocidade temiinal? 
Expliquc, 

(e) Quaiuo tetnpo leva para o pacote iiEíngir 989f de sua velo- 
cidade lermínal? 


•••• 3'7*Uin grupo dc 20 ovelhas e solto para rcprodugao em uma 
área prcservada no Colorado. Espcva-se qtic, com um contro- 
le cuidadoso, o numero N de ovelhas após t anos seja dado 
pda lórmula 

220 

N = — -— 

I + 10(0,830 

e quc a populagáo de ovdhas seja capu/, de manter-sc scm su- 
pei vtsño, dcpois de alingido o númcro de 80 ovinos, 

(a) Faca o gráfico de N versus L 

(h) Poi' quantos anos o eslado dü Coíorado deverá manter o 
comrole sobre os ovirtos? 

(c) O ambienie da área suporta quantos ovinos? [Sugesulo : 
Examine o gráfico dc N versits t para valores grandes de i. 1 

38» Um forno c pré-aquecido c. cntáo, mantóm uma teinpcratma 
constante, Uma batata c colocadu nele para assar. Suponha 
quc a tcmperatura T (cm °F) da btUata f minutos após é dada 
por 7'- 400 - 325(0,97'), A hatata seá considcrada assada 
quando sua tempemtura estivcr emre 2óü ,:] F e 28 {) ,::j F. 

(a) Du ran te qu a IS nterva I o de te m po a batat a sc rá con si dcrad a 
Cómo assada? 

(h) Quanto lempo leva para a temperatum da batata atingir 
95% da tempeiatura do forno? 

(b) Quanto ternpo Icva para a difcrcnga cntrc as tcmperaturas 
da batata e do forno caír para a mctadc? 

[5 39. (a) Mostre que os grálicos de y = 1 n .v e y = ,v'" ,se cru/ain. 

(b) Aproxime a(s) soiu^ao(óes) da equagáo ,v = x u com tr£s 
casas decimais. 


j--- 40- (a) Mostre que para x > 0 e k 0 as equagóes 

i = t é Jn_£ _ [ 

1 e x ~ k 
tem as mcsmas solufóes. 

(b) Usc o gráfico de y — (ln x) /x para determi nar os valnrcs dc 
k para os quais a equagáo ,v' - e' tetn duas soiugóes positi- 
vasdistiiuas; 

(c) A próx i m e as sol ucóes pos i i i vas de .k = e , 

fy 4LUm problema imporlante que é resolvido com Cálculo é o de 
encomrar urna boa aproximagáo lineai de uma fungao f(x) 
perto de um valor x particuiar. Uma abordagem possível (náo 
a inclhor) c obtcr amostras dos valores da furtgáo perto do va- 
Jor x especificado» encontrar a rtaa dc regrcssáo dcssa amos- 


tragem e transladar a reta de regiessáo para qtie passe pelo 
ponto do gráíico y = f(x) coirespondente ao valor x. Conside- 
rc f(x) - x~ sen v, 

(a) Faga uma tabcla dos valores dc (.v, /(.v)) para x = 1,9: 1.92: 
L94;...;2J. 

(b) Enconíre uma rcta de regressáo dos dados de (a). 

(c) Eneontre a equaqáo da rcta que passa pclo ponio (2. /(2)) 
e que é paralda á reta de rcgressáo. 

(d) Usando um recurso computacíonal c tima janela qLtc con- 
lenha o ponto (2, /(2)), tracc o gráfico de y = f(x) c da reta 
obtida em (c), Como se ct>mportain os dois gráficos quan- 
do usar um zoottt na vizinhanga do ponlo (2, /(2))? 

[Nota: A niclhor apioximagáo Hnear dc y = .v J sen x na vizi- 
nlianga de x = 2 é dada p-or y 1.9726.V — 0,308015. Adíante 
veremos como utili^ar as ferratnentas do Cálculo pora obter 
essa resposia.] 

• 42. Uma cxtensüo do probkina da aproxímagáo lincar é encontrar 
uma boa aproximagao polinomial de uma fungáo fix) perio de 
um valor a particular. Uma abondagem possívd (náoa melhor) é 
obtcr ainostras dos valorcs da fungáo perto do valor.r cspcciñca- 
do. aplicarregressáo pohnomial a cssu umostragem e transJadar a 
curva de regressño para que passe pdo |x>nto do gráfico v - /(,v) 
correspondente ao dado valorx Considerc J L (,v) = cos.v, 

(a,) Faga uma tEil>da dos valc> rcs de (x\ f (a) ) piira r = -0,1; -0.08; 

- 0 , 06 ;...; 0 , 1 . 

(b) Use regrcssáo quadrática para modelar os dados de (a) 
com uin poíinóiníoquadL'ático. 

(c) Translade a fungáo do moddo quadráüco de íb) pará 
obter uina l’unqáo quadrática que passe pelo ponto 
(0. /(0)). 

(d) Usando um recui so com putac i on d e mna jane)a que come- 
nha o ponto (0, /(0))* trace o gráüco dc y = /(.v) e do polí- 
nomio obtido em (c), Como sc comportam os dois gráficos 
quatido usar um zoom na ví/inhanga do ponto (0, /{()))? 

[Nota: A mellior apioximagáoquadrática <le y = cos x na vizi- 
nhanga dc x = ü é dada por y -0.5.U + I. No Capfmlo E0 vc- 
remos como uLiii/ar as ferramentas do Cálculo para obter essa 
resposta.] 

py 43 , A Tabeia Ex-43 (ver p. J 00) dá o nfveJ dc itgua (ctn mctros aci- 
ma do nívcl médio mínimo) noCabo Hattcras, na Carolina do 
Norte, EUA, medido a cada duas horas. comegando á mcia- 
noite de 1 fp de julho dc 1999, Por que dcveríamos esperar um 
ajuste de uma fungáo irigonométrica a esses dados? Encontre 
uma l'tmgáo que niodde esses dados e faqa o grálico dessa fun- 
gáo jürUo com um diagratna dos dados. 

;•••■- 44. Um pi'oléssor quei L usar as notas das provas parciais de área 
como u ma prcvisáo das notas finais cm uma pcqucna turma 
dc esiudos ávanyados para a qLial leciona uma ve/ por ano, As 
notas parciaís c as nota finais da turma do ano passado cstáo 
listadas na Tabda Ex-44. 

(a) Encontre o modclo de regressáo lincar quc expressa a nota 
ftnal em termos da nota parcial. 

(b) Suponha quc um aluno destc ano tenha obtido uma nota 
parcial 8,8, lisc o modelo obtido em (a) para prever a nota 
fmal desse aluno. 
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TYfebela Ex-43 


HORA 

NÍVEL DA ÁGUA (m) 

0 

0*526 

2 

0.157 

4 

0,161 

ó 

0,486 

S 

0,779 

10 

0.740 

12 

0.432 

E4 

0.143 

f(> 

0*260 

ES 

0.633 

20 

1*015 

22 

1,023 

24 

0,670 

26 

0.231 

2S 

0,128 

30 

0*345 

32 

0.697 

34 

0,821 




HORA 

NÍVEL. DA ÁGUA (m) 

36 

0,534 

38 

0,192 

40 

0,141 

42 

0,426 

44 

0,849 

46 

1,032 

48 

0,765 

50 

0,281 

52 

0,042 

54 

0,157 

56 

0*587 

58 

0,777 

60 

0,620 

62 

0,241 

64 

0,045 

66 

0*195 

68 

0,613 

70 

0,945 




45* Eneontre equagCes paranfeétrieas para a parte do eíreulo.r' + y" 
= 2 que está fora do primeiro quadrante. oríentado no sernído 
anti-íiorário. Conñra sua resposta gerando a curva coin um n> 
curso gtailico. 


046, (a) Suponha qtie as cquaqóes .v - /(/), v = g(r) descrevam a 
eurva C para ? creseente, de 0 a I. Encontre equagües pa- 
ramétricas qiie descrevam a inesma curva C. mas agora no 
senlido oposto* para t creseente, de 0 a 1 . 

(b) Con lira seu irabalho usando a capacidade de esbogar equa- 
gOes paramétricas de seu recurso graíieo para gerar o seg- 
tnento de reta entre ( I. 2) e (4. 0) em atnbos os scntidos 
com í crescentc, dc 0 a I. 


b 47* Esbooe acurva detemiinada pdas equaqóes paraniétricas 

jt = / cos(2tt/), y — t $en(2nt) 
e eonfira seu resultado com mn reeurso gráfieo. 

;■ 48* Consídere f(x) - x tg .v + !n v. 0 < x < jt/2. 

(a) Explíquc por<]ue / é injctora. 

(b) Use um récurso grálicc e equacoes paramétricas pára cxi- 
bir os gráíicos de / e / 1 na mesma janela. Quais- sáo as 
assfntotas de eada grálico? 


Tal>e!a Ex-44 


NOTA PARCfAL 

NOTA HÍNAL 

7,8 

7.8 

9,4 

9,1 

7,8 

7,6 

8.4 

8.2 

9,5 

9.2 

9*6 

9,3 

7,7 

7.5 
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Os ecologislas usam modelos matemáticos baseados no processo de iteraqao para pre- 
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LIMITES E 
CONTINUIDADE 


Um íimtie é twia concep0o 
péCuhür é fitndúmetUúj Citjú 
uso tta pwva de proposi- 
f óes da Geometría Sitperior 
rtdo pode ser supkmtado por 
qacdquet oafra cottibina^cio 
de hipóteses e dejhüqoes. 

—WilLíam WheweH 

Fiiósofo da Ciencia 


tíesenvolvítnento do Cálcu^o no século XVII por Nowton e Leibni* forneceu 
ao$ cientista& seu primeiro entendimento real do que signífica uma^taxe de 
varíagáo ¡nstantánea", tal cotno a veiocidade ou a acelera^áo. üma vez entendida 
qonceitualmente esss idéia, seguimm-se métodos computacionais eficientes e a Ciéncia 
deu um saito quántico para frente. A pedra fundamentai sobre a qual se apéia a idéia de taxa 
de varía^áo é o conceito de “límite", uma idéia táo importante que agora todos os demais 
conceitos cfo Cálouio se baseiam nela. 

Neste capítulo desenvoEvereinos o conceito de limite em etspas, procedendo de uma 
nopáo informal e intuitiva para uma definicño matemática precisa.Também desenvolveremos 
teoremas e procedimentos para calcular limites e conckiiremos o capilulo usando os limites 
para estudar curvas “contínuas". 


í r oto: A resistétida do ar impede que a veloddade do púra~quedista attmenie indeftnidamente* A veloddade tende a 
uma veloddade Jimite , ehamada “velocidade terminaV\ 


2 .. 1 LIMITES (UMA ABORDAGEM INTUITIVA) 


0 concdto de “iimite ” é o aiicerce sobre o quai estño haseados todos os demais conceitos de 
Cálculo, Nesta segao estudarenws os limites informalmente y com o objetivo de desenvolver 
uma intaiqao para as idéias básicas. Nas trés se^des seguintes enfocaremos os métodos 
computacionais e as definddes precisas. 





Figura 2.K1 


Muiias das ídéias básicas do Cálculo lívcrarn sua origem nos dois problemas gcoméiiicos 
scguintes. 


o pkohlicm v f)A líi'TA í’anoíimt Dad¿i uma tujigso / c um ponto P(x& v i:i ) em scu gráü* 
co, encomrc uma cquagáo da rcta que é tangente at? gráfico em P (Figura 2*1.1). 


o problema i>A ÁREA Dada uma fungáo /, encontre a área entre o gráfico de / e um 
intervalo [«, b | no eixo x (Figura 2.1 2). 


Ti adicionaJmcnle, a parte do Cálculo que se originou do problema da reia tangente é 
denominada Cálculo Dlfcrcncial, c a quc foi originada do probleina da área é denominada 
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y =/(.v) 



a b 

FJgura 2.1 + 2 



C a) (b) 



(c) 

Figura 113 


Por que estamos exigirido que P e Q 
sejam distintos? 


Calculo TmegraL Coniudo, veremos mais adiarue que o problema da rcia umgeme e o da árca 
estao tao estteitameníe rdacionados que a distingao entrc o Cálculo Diícreneial c Intcgral e 
bastante artificial. 


■ RETAS TANGENTES E UMITES 

Em Geometria plana, dizemos que uma reta e tangente a um eírculo se o eneonirar preeisa- 
inenie em um ponLo (Figtira 2.1.3«). Emreianlo, essa deíinigao náo é apropriada para eurvas 
mais gerais. Por exentplo, na Figura 2J 3b, a reta eneontra a curva exatamente iirna vez, mas 
obviamente nao a consideranamos uma reta tangente, e na Figura 2 A3c\ a reta parece scr 
tangente á eurva, entretanto, intersecta-a mais de uma vez, 

Para obter uma definiqáo de reta tangentc quc sc aplique a curvas quc nao sejam cír- 
cuios, devemos ver a reta langente de outra maneira. Com essa fmalídade, suponha que 
estejamos interessados na reta tangente a uma curva em um ponto P no plano jry e cjue Q 
é um ponto qualquet que pertence á curva e é distinto de P. A reta qtie passa por P e Q é 
denomínada reta secante á eurva em P. A intuígáo sugere que, se jnovennos o ponto Q em 
dircéáo a P, entfio a rcta secantc irá girar cm direpáo a uma posigaó iimite. A reta nessa posi- 
t;iü lirnite é o que consideraremos ser a reta tangente em P (Figura 2.1.4«). Como sugerklo 
na Figum 2.1 Ab, esse novo conceiio de reta tangcnte coincide com o conceito tradícional 
quando aplicado a círculos. 




► Exemplo 1 Encontre uma equa^áo para a reta tangente á parábola y - x 1 no ponto 

p(U\y 


Solu^ao Se eonseguirmos enconirar a inelínagáo m da reta tangente eni /\ entáo ptxlere- 
rnos usar o ponto P c a lórmula ponto-ínclina^ao de uma reta (Apéndice F da intcrnct) para 
escrever a equagáo da rela tangente conio 


I =ff* í£ (x- !) 


( 1 ) 


Para eneontrar a inclinacao considere a reta seeante por P e um pomo Q(x , x~) na parábola 
que e distinto de P. A inclinagáo dessa secantc c 


.r 2 ™ 1 


— 


( 2 ) 


A Figura 2.1.4« sugere que se, agora, pennitirmos que Q se mova sobre a parábola e se 
aproximc mais e mais dc P r entáo a posicáo limitc da reta secante por P e Q coincidirá com 
a rcla tangentc em P. Isso t por sua vez, sugere q llc o valor dc nr., c ii á se aproximar niais e 
mais do vaior dc /n á medída que Q se movc crn dire^ao a P sohrc a curva. Gontudo, dizer 
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que Qtv, x 2 ) se aproxima mais e mais de P( 1, 1) é algébríeamente equivalente a dí/er que x se 
aproxima mais c mais de 1. Assím, o problema de encontrar m^ se redu/ acncontmr o u valor 
limiie” de m si ,. c na Fórmula (2) á medida que x se aproxima mais e roais de 1 (mas scmpre com 
x s- I para garaniir que P e Q permanegam dístintos). 

Já que x s 1, podemos i ceserever (2) conio 


x 2 - i 


tíísK — 


(a - L)(x+ I) 


X 


[ 


— A J + 1 


(X ~ 1 ) 

a partir do qual 6 evidcnte que m,, c sc aproxima mais c maís de 2 quando x sc aproxima maís 
e mais dc I. Assíni, m v¡ = 2 e (1) implica que a equagao da rela tangente é 

y - 1 = 2(.v - 1) ou, equivalcntemcnte, _v = 2x - 1 


A Figura 2.1.5 mostra o grálieo de v - x e dessa reta tatigeme. -4 



Figuni 2.1.6 


■ AREAS E LIMKTES 

Assim como a nogáo geral de ieta tangeme leva ao conceíto de limite, o mesmo acontece com 
a nogao geral de área. Para regiocs planas, com comornos forniados por linhas rctas T as árcas 
podem muiías vezesser calculadas subdividindo-se a regiao cm retangulos ou triangulos, e so- 
inando-se as árcasdas partes comsiiiuiiUcs (Figura 2.1 b). Todavia, para rcgioes cujo contorno 
é curvo t como ada Figura 2.L7a, e necessária uma abordagcm mais geral. Uma dessas abor- 
dagens é eomegar aproximando a área da regíáo com uni eerlo número de retángulos inscrítos 
de larguras iguais sob a curva, c somar as árcas desses retñngulos (Figura 2.1.7Í?). A mtuígáo 
sugere rjuc, se repetirmos esse processo de aproximagao com eada vez mais retángulos, entáo 
eles tenderao a preenchcr os vazios sob a curva e a aproximagáo ñcará cada vez maís prdxima 
da área exata sob a eurva (Figura 2.1,7r}. Isso sugere que podemos definir a área sob a em va 
como sendo o valor limite dessas aproximacoes. Essa idéia será considerada com rnais dcta- 
Ihes adiantc, mas aqui queremos ressallar mais uina vcx ú papel do eonceito de limíle. 



!■ ¡<U¡m 2.1,7 


■ NUMEROS DECIMAIS E LIMITES 

Os limites tambcm ocorrcm no contexto famílíar dc númcros dccimais. Por excmplo, a ex 

] 


pansáodecimal da fragáo i é 


^ =0.33333... 


(3) 


na qual os pontos indicam que o dígito 3 sc rcpete índefinidamcntc. Embora o icitor possa 
nunca ler pensado em decimais dessa maneira, podemos escrever (3) como 

1 


= 0,33333... = 0,3 + 0,03 + 0,003 + 0,0003 + 0,00003 + ■ * * 


(4) 


que é uma soma de "infinitas” parcclas. Conforme será diseutido eom maiores delalhes maís 
adiantc, intcrprétamos (4) como sígnhicando quc ü sucessao dc somas finitas 


0,3, 0,3 + 0,03, 0,3 + 0,03 + 0,003, 0,3 + 0,03 + 0,003 + 0,0003,,, * 
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sc apxoxima mais e maís de um valor limite de i T á medida que inciuímos mais e mais par- 
cclas, Assím, os limites ocorrem aic no contexto familiar das representaqóes decimaís de 
mnneros reais. 


■ LIMITES 

Agora que já vimos como os limitcs apareccm em várias situagócs, vamos tios concentrar no 
conceito de limite. 

0 liso niais básico de limites c descrever como uma furtgfio se comporta quaiulo a va- 
riáveí indcpendente tende a uivi dado valor. Por cxemplo, exaniínemos o comportamento da 

f(x) = .í 2 -a+ I 

quando .v está cada vex mais próximo de 2, Fíca cvidente, a partir do grático e da tabela na 
Figtira 2. S .8, que os vatores dc f(x) ticam eada vcz mais próximos de 3 a medida quc esco- 
Ihermos os valores de .c cada vez mais próximos de 2, por qualquer um dos íados, esquerdo 
ou direito. Descrevemos isso dizendo que o “limite de .v - .v + 1 e 3 quando x tende a 2 por 
qualquer um dos lados 1 ', e escrevemos 

lim (x 2 -x+ ]) = 3 (5) 



X 

1.0 

u 

1,9 

U95 

1,99 

1,995 

1,999 

2 

2,001 

2.005 

2,01 

2.05 

2,1 

2,5 

3,0 

m 

1,000000 

1,750000 

2,710000 

2,852500 

2,970100 

2,985025 

2,997001 


3,003001 

3,015025 

3,030100 

3,152500 

3,310000 

4,750000 

7,000000 


- : --- ► -:—;- 

Lado esqtierdo Ladodireito 


í'igurn 2.1,8 


Isso nos leva á idcia geral seguinte. 


Já que estamos exigindo qoe x seja 
diíerente de a em (0), o valor de / em 
ü náo tem relaíáo aíguma com o li- 
mite tampouco se f esiá ou nio 
definida em a. O ilrnite descreve o 
comportamenlo de / perto de rt, mas 
nio em £¿; 


2.1.1 limitks (de um pontü de vista ineormal) Sc os valores de f(x) puderem ser 
tornados láo próximos quamo queiramos de L, desde que tomemos os valores de x suti- 
cienteniente próximos de a {inas nao iguais a á), entáo escreveremos 

li m f(x ) - L (6) 

X 

que deve ser lido como 4í o limile de /( x) quando x tende a aé U\ ou a f(x) tende a /, quan- 
do x tende a á\ A expressáo (6) tambem pode scr escrita como 

f{x) L quando .v -*» a (7) 
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► Exemplo2 


Use evidéncia numériea para conjecturar o valor de 


DQMI N| 0 DATECMQLOGEA 

Use uin íecuíso gráfico para gerar o 
gr^Eico da equaqáo y “ /(.v) pa.ra a 
fungáo dada por (9). Eocontre uma ja- 
nefa contendo x = 1 na qual todos. os 
valores de f(x) estáo a rnenos de 0,5 
de y = 2 e uma outra na qual todos 
os valores de /(jr) essáo a menos de 
0,1 dey = 2 . 


* ~ I 


lim ^ 

,v i fx — 1 


( 8 ) 


Sohufao Embora a fungao 


f(x) = 


£ I 

Jx — 1 


(9) 


nao estcja definida em x = 1, isso náo tem relagao alguma com o limite. A Tabeia 2.1.1 
apresenta valores amosirais de x se aproximando de 1 de ambos os lados. Nos dois casos* os 
corrcspondentes vaíorcs de f(x\ calculados alc a scxta casa dccimal, parccem estar sc apro- 
ximando mais c mais dc 2, c poitanto cojijecturainos quc 

.■ * - 1 
hm —=- — 2 

-V =► t fx - I 


Isso c consistcntc com o gráfico dc f, mostrado na Pigura 2A.9, Na próxima segáo mostrarc- 
mos como obter esse resultado aígebr■icamcnte* * 


TatwfhilJ.l 


X 

099 

0,999 

0,9999 

0,99999 

0 

1,00001 

L0001 

1,001 

1,01 

/w 

1,994987 

l ,999500 

3,999950 

3,999995 


2,000005 

2,000050 

2,000500 

2,004988 


--- ^ - —— - 

U<fr> esque rclo Lado dl reito 



Tabela 2,1.2 


X 

(radia nos) 

-sen x 

y = — 

±1.0 

0.84147 

±0,9 

0,87036 

±0,8 

0.89670 

±0,7 

0.920Í! 

±0,6 

0.94107 

±0,5 

0,95885 

±0,4 

0.97355 

±0,3 

0.98507 

±0,2 

0,99335 

±0,1 

0,99833 

±0,03 

0,99998 


Exemplo 3 Usc evidéncia numérica para conjecturar o valor de 

scn x 


íim 

-V -> 0 x 


( 10 ) 


Sohtgao Com a ajuda de uma calculadora ajustada para o modo radianos, oblemos a Tabela 
2.1.2. Os dados da tabela sugerem que 

sen.v 

Imt-= I (11) 

.V —+■ {} X 

O resultado é consisteme com o gráfico de f(x) - (sen x)/x, mostrado na Eigura 2.1.10. 
Adiante, ncstc eapftulo, daremos um argumento geométrico para provar a validadc de nossa 
corijectura. + 



Mgui'íi 2.1. in 


Quando x tende a 0 pela esquerda 
ou peia dfreila, f(x) tende a 1. 


■ ARMADILHAS DE AMOSTRAGEM 

A evidcncia numcrica podc, ás vezes, lcvar a conclusdcs crratlas sobre os limites, por causa 
dc erros de ancdondamcnlo ou porqué os valores ámosLrais escolbidos uáo tcvclam o verda- 


deiro comportamento do limitc. Por excmplo, poderúmms eoneluir erroneamente da Tabcla 
2.1.3 que 

lim sen ( - ] 

V x / 
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uma evidéncia numérica para 
determinar se o limile em (11) muda 
quando x é medido em graua. 


é /ero, O faio de quy isso nao e&tá con eto é evideneiado peio grállco de / dadt> na Figura 
2J,I 3, O gmfico rcvcla quc os valores de / oseílam enírc -I e L com vclocidadc crcscente 
a medida que x 0 e t poriamo, nao se aproximam de um limiie, Os dados na labeia nos 
iludírain porque ocorre quc os valores sclccionados de x sao íodos pontos de corte do eixo x 
coni o gráíieo dc /. Isso chama a atcngáo para o fato dc quc 6 ncccssário dispor dc rnctodos 
alternativos paracorroborar límítes conjccturados a partír tie evidcncias mimcricas. 


dbhtla 2,1,3 


.V 

<77 

X 

f(x) = sen (j) 

X = ± 1 

±-7T 

sen(± 7r) = (3 

x - +0,3 

+ I OlT 

$en(± 1 Orr) = 0 

II 

[+ 

p 

±l(Hhr 

son (± IOOtt) = 0 

,v = +0,001 

± ÍOOí)l7 

sen(± I01 X)ít) = 0 

x - ±0,0001 

± 1 O.OOOtí 

sen(± IO.OOOtt) = 0 



J 

[< 

t ,v 

X 


3 


|Al 

1 

Figura 2.L12 


■ LIMITES LATERAtS 

Cosiuma-sc di/cr tjuc (6) c o limite hilalrraf porque rcqucr quc os valorcs dc f(x) fiquein 
cada vcz maís próximos dc I, quando _v tcndc a a por qualqucr um dos doís lados. Contudo, 
algumas flmgdcs cxibem difcrcntcs eomportamenios cm cada um dos iados dc urn ponto a, c 
ncssc caso c ncccssário distmguir sexeslá próxírno dc a do lado esqucrdo ou do lado direilo, 
para fins de examinar o coniportamento no limite. Por cxemplo, considere a funqáo 


/« 



J I, x>0 

j — 1, A' < 0 



(Figura 2,3.12/ Quando aproxinui-se de 0 do !ado direiio, os valores tie f(x) tendem ao 
limite I (na rcalidade, cles sáo cxatamentc iguais a I para todos esscs x) 7 c quando x tcndc 
a Ü pela esquerda, os valorcs dc f(x) aproximam-sc do limitc — I, Denotamos csscs limitcs 
Csercvendo 

lím — = 1 c lim — = — 1 (13) 

.wü + X Jr—vÜ x 


Com cssa notagao, o índice superior ' indica um limite á direita e o índice superior 
indica um Limile á esquerda. 

ÍSSO leva á idcia gcral de Íirmtes ¡aterais. 




Assim como ocoíre com os limiios t-Éla' 
terais, os lirnítes laleraÉs em (i 4) e [15) 
também podem ser escrítos como 

f(x) -x /, com x íf 
e 

f(x) -a L com x —> n 
respeclivamenEe-, 


2.L2 ijmhiís i,vn;kass (ponto m. msía imokm vi/3 Se os valores de f(x) puderem 
ser tomados táo próximos de L quanto queiramos tlcsdc quc tomemos os valores dc jc sufi- 
cientememe próximos dc a (mas maiores do que entao escrevemos 


lim f(x) — L 


x o 


i 


(14) 


e se os valores de f(x) puderem scr tomados táo próximos de L quanto queiramos desde 
que tomemos os valores dc v suhcicniCTneme próxiinos dc a (mas nienores do que a ), 
entao escrevetnos 

lim f(x) = L (15) 

.r íf - 


A cxpressáo (14) é lkía como "L é 0 limite dc f(x) quando x lende a // pcía direila" Ou '\f(x) 
lendc a L quando ,v tende a a pcla diicita'/ Analogamenie, a expressño (15) c lida eomo ÍL L 
ú o limite dc f(x) quando v tendc a a pela esquerda” ou '7 (x) tende a L quando x tende a a 
pela esquerda”. 
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■ A RELAQÁO ENTRE LIMITES LATERAIS E LIMITES BILATERAíS 

De um modo geral, n3o há garantia de que uma run$áo tcnha um limitc bilateral em um ponto 
dado; ou seja, os valcnes de f(x) podem náo se aproximar mais e mais de um unico número 
real L quando x —> a. Nesse caso, di/emos que 

lim f(x) nmexhte 

x —■a ’ 

(e analogámente para limites laterais). 

Para que exista o limite bilateral de uma fun^áo fix) em um ponto a, os valores cíe f(x) 
devem tender a algum número real L quando x tende a e esse número deve ser o mesmo, 
indepcndentcmentc de x tcndcr a cj pela csqucrda ou pela direita. Isso sugcre o rcsultado sc- 
guinte, que enunciamos sem prova formal. 


2.13 a iíkla(:ao kmrf umitks latkrais k niLATKRAts O limite bilatera! de uma 
funqáo f(x) cxistc em um ponto a sc* c somente se, existírem os limites laterais naquele 
ponto e tíverem o mcsmo valor; ísto e f 

iim f(x) = L se, e somente se, lim f(x) = L = iim f(x) 

x -^ü .í —* íí + 


► £xemplo4 Explique por que 


náo existe. 



x — 0 


Safiicáo Quando x tende a 0, os valores de f(x) = | r v|/,r tendem a -1 pela esquerda e a 1 pela 
direita | ver (13)1. Assim, os iimites laterais em 0 náo sao iguais. < 


► Exemplo 5 Para as fungdes na Figura 2. \. 13, enconlre os límítes laterais e bilaterais eni 
x — a sc eles existirem. 


Soluqao As fungoes nas tres liguras tem os mesmos limites laterais quando x a, uma vez 
que as fun^oes sáo ídemieas, exceto em x-a. Esses limites sáo: 


lini f(x) = 3 e lim f(x) — I 

.¥-+íi" h .r a ~ 

Em todos os trcs casos, o limite bilateral náo existc quando x —> a , pois os limitcs laterais náo 
sáo iguais. < 



Figura 2.1 J3 
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► Exemplo 6 Para as fun^oes na Fígura 2.1.14, encontre os limiles laieraís e bilaterais em 
x — a se eles esistírem. 


Soluqao Como no exemplo prccedenLc, o valor dc em jc - a nñó tem nada a ver com o 
lítnite quarcio x — > a. Assim t em todos ós Lrés casos teniós 

lim f(x) = 2 e lim f(x) = 2 

X —> í'T + X —* íf 


Conio os Iimites laterais sao isuais, o lirnue biíatcral existc e 


lim f(x) = 2 < 

.t—Mí 




ky 


3 





■ LIMITES INFINITOS 

Ás ve/es, os limites lalerais ou bilaierais nao existem porque os valores da fungao crescem 
ou decrescem sem eotas. Por exernplo. considere o comportamento da funqao f(x) - I ix para 
os valores de a perio de 0, É evideiUe, a partir da tabela e do gráfico na Figura 2.1.15, que } a 
medida quc lomamos os valores de x cada vez mais próximos dc 0 pela direha, os valores de 
f(x) = \/x sño positivos c crcsccm scm cota; c, a mcdida que tomamos os valores dc .v eada 
vez mais próximos dc 0 pcia esquerda t os valorcs de f(x) = ] Íx sao negativos e deerescem scm 
cota. Esses comportaniemos finais sao descrítos escrevcndo 


lim — — 
x 


lím — = — k 

x -> í) X 


0$ símbolos +co e -oo oglo sáo nú- 
nteros reais; eles simplñsmente des- 
crevem maneiras particulares pelas 
quais es Eimites deixam de existir. 
Náo cometa o erro de nnanipular es- 
ses simbolos usando as regras da 
Álgebra. Porexemplo t náo eslá cor- 
relo escrever (+oo) - (+ r V‘'J = 0. 



X 

-l 

-0 T I 

-0,01 

-0.001 

-0,0001 

0 

0,0001 

0,00] 

0,01 

0J 

1 

I 

X 

-í 

-10 

-ÍOO 

-1000 

-10.000 


10.000 

1000 

100 

10 

] 


Figura 2.3 J 5 


Lado esquerdo 


Lado direito 



























Capitulo 2 / Limítes e Continuidade 109 


2AA IJMITKÍJ IMFINITOS (PONl’O J>1- VISTA INFORMAI.) AS tíXpreSSüéS 

lim f(x) = +^ e iim /(jc) = +* 

,r-Mr x-*a + 

significam que f(x) cresce sem cola quando x tende a a pela esquerda ou pela direita, res- 
pcctivamcntc. Se amhas sao vcrdadciras» entaoescrcvemos 

llm f(x) = h-k 

X —* lJ 

Analogamente, as expressoes 

iim f(x) — —03 e 3im f(x) = — oc 

jc-^ír x íi+ 

signiíicam que /(jr) dccresce sem cota quando x tcndc a a pela csquerda ou pcia direiia, 
respecUvameme. Se ambas sao verdadeíras, enlao esere\ emos 

lim f(x) — —o; 

Jf —V i I 


► Exempío 7 Pani as lunqoes na Figura 2.1.16, descreva os limítes em x = a na notaqao de 
limite apropriada. 

Sohtgao (a) Na Figura 2.1.16a t a íun^ao crcscc scm cota quando v Lcnde a a pela direita, c 
deeresce sem cota quando x tcnde a a pela esqucrda. Entao, 


lim - — +30 e 3im - — —oo 

x a + X — a x^<r .v — a 


Solugáo (h) Na Rgura 2. L16/?, a lunqao crcscc sem cota quando i tendc a a pela dircita e 
pela esquerda. Bntao, 


lim -- 

x (x - a) 



l 


lim - 

■í^íí' (x — a) 



I 

(x - a) 1 


= +K 


Solucáo (c) Na Figura 2.1,16o, a funcao decrcscc scm cota quando x tcnde a a peía direita, 
e cresce sem cola quando x tende a a pela esquerda. Entao, 

r r ~ ! 

lim-= — x e hm-= +=c 

,V"+a + x — a x^¿r x — a 

Sofugao (d) Na Figura 2.1.16 d, a funqao dccrcscc scm cota quando v tcnde a a pela esq uer 
da e pela direita. Entao, 


lim ——— - = lim 

X^ii(x-a)- A--*a + 


-I 

(x 



-I 

(7-~ 





Fifiurti 2.1,16 
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■ AS3ÍNTOTAS VERTICAIS 

A Figura 2,1,17 ilustra geonieTricamente o que aeonteee quan.dc oeorre unia das seguim.es 
situagóes: 

Um f(x ) — +X, lim f(x) — + 0 C, lim f(x) = — x, lim f(x) — —ce 

r r->í( ' jc-fríí‘ F ’ x-+@~ jc—* fi + 


Eiii cada easü, o gráfieo de y = f(x) ou sohe ou desee sem ecla. ajuslando-se mais e mais ñ reta 
verüeaí x = a á medida que x tende a a pelc lado indicado no limíte. A reta x — a é denoniinada 
assíntota verücaí da eurva y - f(x). (O lermo assíntoia deríva do grego asywptofos, qtie síg- 
nilica "quc nao pode coineidir”.) 



lim f\x)=+oQ 
x -*a~ J 


Figura 2.1*17 



lim f{x) = +oo 



lim f(x) - -to 

x -3- a 



lim /(.v) - 

,í -s ri ‘ 


EnconTre as expressoes dos limites 
é esquerda e á direím em cada uma 
das duas assíntotas ua fun$ao dada 
em (t6). 


► Exemplo 8 

y - log r: , x se b > 


Em refercneia á Fígura 1.6.8, vemos que o eixc y é uma assíntota verücal de 
I, já que 


lim — —x 

,r —> ü + 


e, em referéneia á Figura 1.4,11, 

grático de 


vemos que .v = -1 e x = I sao assfntotas vertieais do 



.v 2 H- 2x 

x 2 - 1 


4 



EXERCÍCIOS DE CQMPREENSÁO 2.1 (Verpágtna í 13 para respostas.) 


1, SupOTiha que a íimgao / tenba a propi iedade de que a distancia 
enire / ix) e 3 náo é maior do que |.r|, para qualqjer nümero 

real jt. A partir disso, podemos concluir quc J(x) ___ 

quando.r —* . 

2* Usc o gráfico de y = f (x) (-ot' < x < 3) a seguir para detcrminar 
os ümites. 

(a) lim fix) — - 

X-KÜ 

(b) lim f(x) — - 

(c) lini f{x) =- 

.T-* 2 + 

(d) lim f{x)=. __ 

.¥ —► 3“ 



Figura Ex-2 


3* A inelmacao da reta secatite poi P{2. 4) e Q(x. .v 2 ) da paráboia 
y = ..f é = x + 2. Segue que a indmagao da i r eta tangente a 
essa parábola no ponto P é _ . 


EXERCÍCIOS 2.1 hd Recurso Gfáfico jc] CAS 


1-6 Etn cada um dcstcs exercfcios, taca hipdteses razoávcis sobrc 
o gráfico da fun^ño índicada fora da regiao esbogada. 


L 


Para a Émeao /’cujo gráíico cstá Eia figura a seguir, obtenha 
(a) lim F(.x) (b) iím F(x) 

x-+ -2“ jl-> —2* 


(c) lim F(X) (cl) f(—2) 
.,—2 
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+ >' v = F(x) 


.r 

Fíguru Ex-1 

2. Para a fungao o eujo grálico üfiiá na ügyra abaixo, obtenha: 
(a) lim <f >(a ) (b) lim $.(x) 

r-+ 4 " a —* 4 + 

(C) lim i¡> (.v) (4) <iH4) 

n 4 



JT 

> 



Figura Ex-5 


Íí. ConKÍderc a fungao / citjo gráfico cstá na figura abatxo. Para 
t] u c valorcs dc x, ,, co m -9 £ á 4, cx í sie I i m f (x ) ? 

Jt ,fn 



v = é(x) 


Figura Ex-2 



Figum Ex-fi 


3, Pü ra a fu ncáo / cujo g rá li co c stá nu fi gu rn abai x o, obtcnha: 


(a) lim f(x) 

A“l- M 

(c) lím f(x) 

\ -+ 3 


(b) lim /’f.v) 
(<i) /(3) 



Figun* Ex-3 


4* Para a fungáo / cujo grálico cstá na figura abaíxo. olucnha: 


(a) lim f(x) 

.v -f 0" 

(c) lini^ /U) 


(b) 

(d) /(0) 


lim f(x) 

.1’ Ü + 



y = f(x) 


Figura Ex-4 


5. Cniisidere a fimgSo eujo gráfico cslú na ligLira a seguir. l J ara 
quais valores de.v , p eorn -7 < .v ü < 4, existe 1 ¡ m g (a )? 

v—>X(i 
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13-1S (i) Dc um píilpite sobE'ü o liniíie ($e exLsür) calculando a 
funtjáo nos pontos espediicados. (ii) Conflrmc suas conclusoes 
sobre o iimiiedesenhando o giáftco da lungüo sobre nm iniemio 
adequado, (iii) Use um CAS para encoiurar o limiie. [ Nota ; Para 
a$ Ibngóes trigonoinéiricas, assegure-se de que a caiculadora este- 
ja no modo l adiano,] 


13. (a) liin x = 2; L5; 1,1:1,01; 1,001: 0: 0,5; 0,9; 


i ,í 3 - 1 


0.99: 0.999 


fb) lim ; .v = 2; 1,5; 1,1: 1,01; 1,001: 1.0001 

Jt-> É + .v 3 - } 

(c) lim 4fÍ-L; .v = 0; 0.5; 0,9; 0.99: 0,999; 0.9999 

Jf—► t- X S — 1 


— v'-V + I - I 

3 í4. (a) lim •• —-; x = ±0,25; ±0, l: ±0,001; 

V—r 0 V 

±0.0001 


(b) lim ± ' 1 - ■ ,x = 0,25; 0,1; 0,001; 0,0001 

.1' 0+ X 

(c) lim C v t 1 t f - —0.25; —0.1; -0.001: 

.1' —y 0- .V 

-0.000 í 

Í5. (a) liiti - ' : ; x = ±0,25: ±0.1; ±0,001; ±0,0001 


V —»0 X 


(b) lim 


cos ,v 


A' - I A - ± I 


; v = 0; -0,5: -0,9; -0.99; -0,999; 
— 1,5; - 1,1; — 1,01; — 1,001 


| (j ( r J. | ) 

16. (a) lim =—-j- = 0; -0.5; -0,9; -0.99; -0,999; 

( _ t v + 1 

—1.5; “1,1; “1,01; — 1.001 

íh) lím - x = ±0.25; ±0,1: ±0,001; ±0.0001 

.v->o sen(2.v) 


17-20 Modiilque o argumento do Exemplo ] para encomrar a 
equagüo da reta tangenle ao gráfico especificado no ponto dado. 


í 7. O gráfico de v = .v" em (—1,1). 

18. O gráíico dc y = x~ em (0, 0). 

19. O gráfico de y = .v J em {3, !), 

20. O gráfico de y = „v' em (— L I). 

ha? m 


ENF'OCAN DO CONCEITOS 


B21.(a)Scja 

m=o +S) 1Mr ‘ 

Fa(:a um grático de / na janela 

[-1, 11 x [2,5; 3,5] 

e use sua calculadora para fazer uma conjeetura sobrc o 
límitc dc fix) quando x —> 0. 

(b) Faga um gráfico de / najanela 

[-0,001; 0,0011 x [2,5; 3,5] 

e iise suacülculadora para fazer uma eonjectura sobre o 
limítc de /(.v) quando x —> 0. 


(c) Faga u m gráfico de / n a ja n ela 

[-0.00000J; 0,000001] x [2,5; 3.5] 

e use sua calculadora para fazer utna conjectura sobre o 
ÜEnite de fix) quando x —> 0. 

(d) M ai s adiante tcremos co ndi góes de most rar q ue 

lim (I +.v 2 ) U/A '‘’ - 3.00416602 

v->0 ' 

Quaí 6 o defcito que os gráficos obtidos nos itcns ante- 
rieres revelam sobre o uso dc evídcncía numcrica para 
lazcr conjecturas sobre limites? 


O erro de arredondamemo é uma fonte de imprecisáo nos cálculos 
feitos em calculadoras e computadores. Uma outra fotite de erro, a 
suhtraqao catastráfica, ocorre quandodois inímeros aproximada- 
mcntc iguais sáo subtraídos, e o rcsultado c usado como partc de 
outro eatculo. Por exemplo. pdocálculo inanual temos 

(0.123456789012345 - 0.123456789012344) x 10 l5 = 1 


Entretauto. uma calculadora produz urn vaior 0 para cssc cálculo 
se da puder armazenar apenas !4 casas deeimais, pois os mjmeros 
sáo idemicos até a 14’ 1 easn decimaL A subtragáo eatastrófica ptxle, 
ás vczcs, serevitada pcio rearranjo algdbricodas fórmulas, mas a 
mclhor defesa 6 estar atento á sua oconencia. Tcnha cuidado no 
ptóximo excrcfcio. 


[c]22. (a) Seja 


f(x) = 


x — SCtl -V 


Faqa uma conjectura sobre ú limtie ttc / quando v —> 0" 
calcuiando /(.v) nos pomos x = 0,1; 0.01: 0.001:0.0001, 

(b) Calcule f(x) nos pontos x — 0.000001; 0,0090001; 
0,00000001; 0.000000001; 0,0000000001; e faga outm 
conjectura. 

(c) Que falha isso revela sobre o uso da evídéncia numéri- 
ca para fazcr conjccturas sobre limites? 

(d) U se u m C A S para in ostrar que o va I or ex a to do 1 1 m i - 
tc 6 J-. 

fj 


23. (a) A Fieura Ex-23 mostra dtias representagoes diferentes do 
gráfico da ftmgáo do Exercícío 22. ambas geradas pdo 
Mafhcmaára. O que cstEi acontcccndo? 

(b) Usc um recurso gráfico computacíonal para gerar os gráli- 
cos e vejü se ocorre o mesnio problema, 

(c) E de se esperar que um problemá semdhame ocorra na 
vizinhanga de x = 0 para a l ungáo 

1 “ cosa 

f(x) = —- — 7 

x 

Veriíiquc sc Esso oeorrc. 


24, Na Tcoria Especial de Relatividade. a massa m dc um objc- 
to em movimcnto é uma fungáo m = íjí(u) da velockkde 1, 1 do 
objelo. A Figura Ex-24 + eni quc t dcnota n vclocídadc da lu/, 
exibc algumas das caraclcrfstícas qualttativas dcssa fungño. 


(a) Qual é a tmerpretagáo física de tnf: 

(b) Quai é o Hm, wi(v)? Qual é o significádo físico desse 
limite? 
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25* * Níi Teoria Es.pedal de Relatividade, o comprimento I de um 
bastáo curto cm movímento longítudínal c uma fun^ao / = í(v) 
do comprimcnto / do bastao, A ligura abaixo* cm quc c denota 


a velocidadc da \uz, exibe algumas da¡> características qualita- 


lívús dcssa l uncao 


(a) Qual 6 a ímerpnetagao ITsíca de /,,? 

(b) Qual e o tim,. , , /(u)? Qual c o sígniñcado í'ísico dessc 
liinite? 



Gí'újlci.* xertido peío Mtitlieinttfica 

Figura Ex-23 




Figura Ex‘24 


í/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COIUÍPREENSÁO 2.1 


1.3:0 2. (a)0 (b) l (c) +oq (d)-°o 3.4 


2.2 CALCULANDO LIMITES 


Nesta segáo discutinemos técmcas algébricas para calcular iimiíes de muitasfangoes. Esses 
resultados seráo baseados no desenvolvimento infonnaí do conceito de limite discuíido na 
segao precedente. Uma dedugao mais formai desses resuítados será possívet depois da 
Segáo 2A. 


ALGÜNS LIMITES BASICOS 

Nossa cstratcgia para encontrar algebricamente os Hmitcs tem duas partes: 


* Primeiro, cstabckcemos os lirnitcs dc algumas fungoes simplcs. 

* Entáo, desénvol vemos um rcpcrtório de teorcmas qirc nos capacítar&o a usar esscs 
limites como ‘‘blocos de eonstru^ao” para eneontrar limites de funqdes maís com- 
plicadas. 
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Come^amos com o seguánie resultudo básico, que está ilustrado na Figura 2,2*1. 


2.21 

TKORKMA 

Sejrnt a e k doh números reais. 


(a) 

lini k = k 

.r-+« 

( b ) lim x =a (c) üm — = —o& 

x-*u x —*- 0 " x 

(d) lirii — = -j-B 

X 



Figura 2.2,1 



► Exemplo 1 Se f(x) — ké uniu fun^auconstanic, entao os vaiores de f(x) permanecem 
fixos enquanto k c x variam. o que expiica por t|ue /( x) k quando x —> a paiTi lodos os valo- 
res de a. Porexemplo: 

liin 3 — 3. lim 3 = 3, lim 3 = 3 4 

js-*—2 5 x->0 x-*7t 


Nao qonfunda o tamanho algébrico 
de um número com sua proximida- 
de de zero. Para números posüivos, 
quanto rnenor o número, mais próxi- 
mo está de zeiro r mas para núineros 
negativos, quanto maior o número, 
mais próximo está de zeno. Por exem- 
pio r -2 é maior do que —4. mas estó 
mais próximo de zero, 


► Exemplo 2 Se f(x) = a, entáo quando x —> a, tambem deve vaier que f(x) —* a. Por 
exemplo: 

lim x = (X lim x — —2, tini x = n -4 

X -> í) Ji -+ —2 X —► 71 


► Exemplo 3 () leitor deve saber de sua expcriencia eom Iragoes que t para um numerador 

nao-nulo fixo, quanto mais próximo de 0 esiá o denominador, maíor é <3 valor absoluto da 
tragáo. Esse fato e os dados da Tabela 2.2.1 sugerem por que I Ix —> +■>- quando x -4 ü + e por 
que 1/x —> —■'xj quando x —> 02 4 


Tabela 2.2.1 



VALORES 

CONCIAJSÁO 

X 

-1 -tu 

—0,01 

-0,001 

-0,0001 ■■■ 

(Juíindo x — > 0 o valorde Ux 

1 /x 

-1 -10 

-100 

-1000 

-10.000 

dccrescc scm coia. 

X 

\ 0,1 

0,01 

aoo: 

0.0001 

Qiíimdo _v — 1 0" o valorde l /x 

l/x 

l 10 

100 

1000 

10,000 

crtísce seni eola. 


O seguintc teorema, parte do qual CStá provado no Apendice C do Voiume 2, será nossa 
lerramenta básica para determínar algebrícamente o.s limiles. 
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2.2.2 tioorkma Seja a um número reai e mpcmha que 


lim fix) = L i c lim g(x) = Li 

jc -f <i 1 ,v —> a 


Ott sejü r os limites existem e tem valores e L 2 , respectn-atnenuv Entao: 


(a) íim |./C*) + .?•»] ‘ lini /( x) + lim ,5(.r) - /,) + l 2 

X —> fX X -+ Ü X —*■ f¡ 


(h) lim |/(At) - £(*)] = lim f(x) - lim j?(jc> = Li - L 2 

x-+it x —> ii x —+ a 


(c) lim [/(a)j?(.í)] - ( lim /(a)) (lim 5 (jc)) = L¡L 2 

X -* íí \.r -Kl / XX-* (l / 


f( x ) lim f(x) L 

(d) lim-= -= —. ciesde que L, ^ 0 

*-♦“ g(x) lun g(x) L 2 

X —)■ u 


(e) lim \f f(x) = «/ iím f(x) — fÍL]. desde que L, > 0 se n forpan 

j" —y fi y x -+ é 


Aiém dtsso * essas afinna^oes também valem pam os iimites iaterais quando x a ou 
x —) a + . 


Esse tcorema pode ser enunciado informaimente como segue: 


(i a ) O Umite da soma é a soma dos Umites. 

(b) O limite da diferenga é a diferenga dos limites. 

(c) O limite do produto é o produto dos limites. 

(d) O limite do quociente é o quociente dos íimites, desde que o limite do denomina- 
dor náo seja zenr 

(» O Umite da raiz enésima é a raiz enésima do limiie. 


No easo cspccial da parte (e), em que /( x) = Hunia funeao constante, temos 

lim(A:g(.v)) = lim k ■ Íim g{x) = k íim g{x) 

X -+ Ü ' X -> tí X-+U X —> ti 


anaiogamente para limites laterais. Esse resuitadopode ser reformulado assím: 



Vm fator constante pode ser movido parafom de um símhoío de Umite. 


Embora as paries (a) e (c) do Teorema 2,2.2 tenham sido enunciadas para duas fun- 
^des, t>s resultados valem para um uúmcro íinito qualquer de fungdcs. Além disso, as várias 
partes do teorcma podem ser usadas eombinadas para reformuJar expressdes que envoham 


límítcs. 
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► Exemplo 4 


lim [f(x) ~ g(x) + 2/í(jc)] 

X -> ií 


lim f(x) - lim g(x) + 2 hm /í(a) 

JT-+Ü .V —* dí .V-+Ü 


lim \ñx)g(xMx )| = ( lim /(.v)) ( !¡m ( lim /M.v)) 

lim f/(í)l í - ( lim /(.v)) 
lini l/(*)]" = ( lim /(A-))" 

.V íf \ X ~*tí / 


Tome sU 1 = /rúj - f(x) m úlcima «¡üagfio 


A extensfto da ['eonema 2.2.2(cl cni qut? 
há íí fatoics. cada um dos quais c fix) 


lim X JI — í liltl X ] — ü*' AplíqLieo itiükatloamcriorcom/(, t> = x 

x —> a \ jv —*■ a / - 


■ LIMITES DE POLINÓMIOS E FUNpÓES RACIONA1S QUANDO x -* a 


► Exemplo 5 Enconiic lim (,v 2 — 4,v + 3). 

X -+ 5 

Solíujilo 


lim (.v 2 — ix + 3) = lirn x 2 — lim 4x + üm 3 

X-+5 J: 5 x — 1 5 


= üm ..v 2 “ 4 üm x + íim 3 

jv -* 5 jv -+ 5 Jf -+ S 


Tcorcmtt 2.2.2 C,.éj) ? (fr} 


Coiiistantóíi síi.cra píivs» 

füi.j de iiLiitcí 


= 5 2 - 4(5) + 3 


ÜJünna pítrte do Exempio 4 


= 8 * 


Ohscrvc quc\ no Excmplo 5 f ocorrcu quc o limitc do polínóniio p(x) = x~ - 4.v + 3 com 
x —> 5 c exalamente igual ap(5). Lsso nao c aeidental. (> próximo resullado mostra qae, cm 
geral, o limitc de um polinómío p(a) quando x —/üé igual ao valor do polinótnío em a. Sa- 
bendo disso, podemos redu/ír os cálculos de linutcs dc poünómios para o simpics cáiculo do 
vaior do polinómio no ponto apropriado. 


2*2.3 TEO R EMA Pa m qi ui lq uet' poüti dm io 

p(x) = c„ + c,.v + ■■■ + c,/ 

e qualqner námem reaf a 

lirn p(jc) = Cq + cj á +-h e„a n = p(a) 


lim p(x) ~ !ím (r 0 + cpx +-h c n x" 

x —> a x —*■ a 


— Um co + lim C\X + ■ ■ ■ + lim c, t x ,J 

X -+ f 1 .V -> f J JL’ t/ 


— 3im C() + lim x H-+ lim 

.T -V <V r V f/ J —> f / 

— Cq + C\a H -1- = p(a) ■ 


DF,MONSTRA£ÁO 
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► Exemplo 6 Encontre lim (.v 7 - 2x * * * * 5 + l) 35 . 

Solugáo A fun^ao considerada é um polinomio (porqué?), dc modo quc o liniiie pode ser 
obtido calculando o valor do polinómio em x - 1. Isso dá 

lim ( T v 7 - 2x 5 + l) 35 “ 0 < 

x i 

Leuibre qne uma limgao racional e um quociente de dois políndinios. ü próximo exem- 
plo ilustra como os Tcoremas 2.22(d) c 2.2.3 podem, as vezes, ser usados em comhinagao 
para calcular Umitcs de fungdes racionais. 


► Exemplo7 


5a' 3 + 4 

Eticontre lim ——™. 

.v ■—* 2 .V — 3 


Sohtcáo 


lím 

x->2 


+ 4 
jr-3 


lim (5x x + 4) 

X ’-r 2. 


lim (x - 3) 


Tconíma 2.2.2(tfi 


5 ■ 2- 1 + 4 
2-3 



reopema 2 . 2.1 




Ü metodo utilizado no illtimo exemplo Jiao funeíona com fungocs racionais ern que o 
limite do denominador é nulo, porque o Teorema 2.2.2 (d) nao é aplicável. Há dois easos a 
consíderar: aquelc em que o limite do dcnominador c zero c o do numerador rtao é zcro T c 
aquele em que ambos os limites, o do denominador e o do numerador, sao Íguais a zero. Se o 
limile dodcuominador c zero mas o lirnile do numerador náo é, podemos provar que o limite 
da fungao racional náo existe c quc ocorre uma das scguintes situagocs: 

+ ü limiie poderá scr — 

+ O liniiie poderá ser +^. 

+ O limiie poderá scr —^ dc um lado e do outro. 


A Figura 2,2.2 ilustra essas trcs possíbílídadcs graficameme para tungocs raeionais da fortna 
I /(,v — a) y 1 í(x - af c 1 f(x - a)\ 





\ 

lim —-—- = 

■v -Ht (x - (iT 


! 

—L_ ¡ 

(x-af 


1 

í 

1 



íim —-? — —oo 

x-w Cv - a'r 


Figura 2.2.2 
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+• + 


- - - 0 + 4 -- 




Sinal de 


2 —x 


U-4)U + 2) 


Figura 2.23 


► Exemplo 8 Encontre 

2 - x 


(a) lim 


4- (x — 4)(j¡' + 2) 


(b) lim 


2 “ x 


,t — 4 (x' — 4) (x + 2) 


(c) iim 


A' 


t' —> 4 (x - 4) (x + 2) 


Sfffríftífo Em lüílati as liés paries, o limitc do numcrador é -2 e o do denominador, 0; íogo, 
o limite da ra/áo náo existe, Para sermos inais cspecííicos, nccessitamos analisar o sinal 
da razáo, o qual é dado na Fígura 2,23 e é determinado pelos sinais de 2 — x, x — 4 e x + 2. 
(() método do ponto de tcsie, discutído no Apéndiee D da imernet, fornece uma maneira 
simples de obter o sinal da razáo.) Segue a partir da ligura que, quando x se aproxima de 4 
pela dircita, a razao é sentpre negativa; quaiido x se aproxima dc 4 peia csqucrda, a razáo 
aeaha sendo posiliva, Assim, 


hni -—— 

x 4 (a - 4)(a + 2) 


2 — x 


= —ce e lim ———-— — +x 

(x - 4)(a + 2) 


Como os limites laterais tém sinais opostos, só podemos concluir que o lirníie bilateral náo 
exisle. < 


No easo em que p(x)Uj(x) é uma funcáo racional para a qual p(a) = 0 e qia) - 0 r o nume- 
rador e o denominador necessariamcnte possucm um ou mais fatores comuns de x ~ a. Nesse 
caso, o limite de p(x)!q(x) quando x —* a pode ser encontrado cancelando lodos os laloies co- 
muns dc ,x' - a c usando uin dos métodos considcrados aiitcriormcnte para encontrar o limíte 
da funcáo simpliñcada, Aqui temos alguns exeniplos. 


No EfxennpEo 9, a Sungáo simplificada 
x + 2 está definida em v = 2. mas náo 
a Eungáo original. Conlucfo, isso náo 
tam efeito sobre o limita quando .v se 
aproxima de 2, já que as duas fun- 
cdes sáo idénticas para x - 2. 


- x _r “ 4 

Exemplo 9 Encontre lim -, 

-t' 2 x — 2 

Sühuao Como 2 é um zero lanto do numerador como do denominadoi; ambos compartí- 
Ihain um fator comurn x- 2. O limiie pode scr obiido da scguinte maneira: 

a 2 - 4 


Iim 

x -> 2 X - 2 


— lim 


jt 


(v - 2 )(a 4- 2) 
x — 2 


~ íim (x + 2) = 4 < 


X 


► Exemplo 10 Encontrc 

.r 2 - 6.v + 9 


(a) lini 

x —* 3 


x - 3 


(b) lirn 


2a + 8 


-4 A 2 + X - 12 


,, x 2 — $x — 10 

(c) Inn —- 

v 2 - 10 a + 25 


Sohícdo (i a ) O numerador c o denominador tém uni zcro em x = 3; k>go t há um fator co- 
muiti de x — 3. Entáo 

.V 2 - bx + 9 (X - 3) 2 

Itm - — - — = hm -— + = hm (a — 3) = 0 

x 3 x — 3 x —> 3 A — jc 3 


Sohi{'áo ih) O numerador e o denominador tém um zero eni a = -4; logo, há um fator co- 
mum de x - (-4) = x + 4, Entáo 

r . 2 a + 8 t . 2 (a + 4) r 2 2 

lim —-= lim -- = 11 m -= — 

-4 A 2 + A - 12 '£-f. —4 (a + 4)(x 3) A-H-4A—3 7 


Soiuqao (c) O numerador c o denominador tcm um zero ern x - 5: logo. há um fator co- 
mutn de x- 5. Entfio 
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+ + 0 - - 

J. 

t 

■ n 


5 


Stnal de —--- 






Figum 2,2*4 


Conmdo, 


portanto 


lirn (jc -f 2) — 7 0 c lim (x — 5) = 0 

.v 5 .v 5 


lim 
-i' — 5 


J£ a - - 10 

.X 2 - IO.v + 25 


i ■ x -\-2 

lim --— 

jc -4 5 jc — 5 


nao cxisfc, Mais preeisameme, a análise dc sinais na Fígura 2;2.4 impliea quc 

x*-3x-iQ „ a + 2 

iim ~ . — lim - — 

x —> > ! .x — I Úx -f 25 .v s + jí * — 5 


e 


x 2 — 3* _ 10 r -V + 2 

lim ——— hm —■— = —3c 4 


x'^5- X 7 - IOjc + 25 


5” x — 5 


Discuta os erros [6gícos na alirmagáo 
seguinte: uma torma indeterminada 
do tipo Q/Ü deve ter um Jimite igual a 
zero porque zero dividido por quaJ- 
quercoísa é igual a zero. 


Um quoeieme J(x)/g(x) em que o numerador e o denominaáor tem umbos um limitu 
zeio quando x a é denominado fonna uidetenmnada do tipo 0/0, O problema com csses 
limites é que é diiYcíl di/.cr por inspe^áo Se 0 límíte exislé e, se existir, séu valor. Dito infor- 
malmcnte, ísso oeorre porquc há duas ínflucncias conllitantes em jogo: o valor dc f(x)/g(x) 
tendcría a zero quando f(x) tendcsse a 0 se g(x) permaneeessc fixado ein alguin valor náo- 
nultí, enquanto o vaíor dessc quocienie Eenderia a crescer ou decrescer sem cota quando g(.c) 
tendesse a 0 se f(x) permanecesse ftxado em algum valor náo-nuio. No entanto, com am- 
bos fíx) e g(x) lendendo a zero, o comporiamento desse quociente depende de precisarnente 
como essas tendéncias conflitames se cancelam uma á outra para as particulares fungoes / e 
g -sob consídcruqáo. 

Ás vczcs, os limitcs dc formas indcícrm inadas do tipo 0/0 podem scr cncontrados por 
meio dc simpliíicagao a1gébiica t como nos dois casos antcriorcs, mas rreqiientementc isso 
náo í'uneiona e prccisamos usar outros mctodos, Esses métodos scráo cstudados cni segdes 
posieríores. 

O lcorema a seguir rosurne nossa obscrva^áo sobre limiles de lungoes raeionais. 


2*2*4 TkokLMA Sejam 


fix) = 


P(x) 

q(x) 


wna funqao mctonal e a um númew reaí qmiquen 


(a) Se í](ü) ^ 0 T entao lim f(x) = f(a). 

—* íi 

(b) Se q(a) — 0 mas p(a) 0, entao lim f(x ) nao existe. 

x “> a 


LÍMÍTES ENVOLVENDO RADICAIS 


x - \ 


► Exempioll Encontre |j n i - 

x-* s yfx — 1 


Soluqáo No Exemplo 2 da Seqáo 2,1 utilizamos cvidéncia numcnca para conjccturar que 
cssc íimitc é 2, Aqui vaitiOS confirmar isso algebrícamcnlc, Como csse limite 6 uma forrtia 
indcterminada do iipo 0/0, precisamos construír uina cstratégia para Eornádo evidcnte, easo 
exista. Uma lal cstraiégia é raeionalizar o dcnominador da funQáo. Assim, obtemos 


■V- i _ (.t - 0(^/7+ i) 

yr-1 (</x - + 1) 


(X- 1)(V5F+1) r , 

-¡-= V.v + 1 

x — I 


(A- ¿ I ) 
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Porüinto, 


lim - _ - lini y/x+l < 

v-1 yí-i x ! 


■ LIMITES DE FONgÓES DEFiNÍDAS POR PARTES 

Para funqoesque sao deñnidas por purtes, e melhor obter o limite bilateral eni um ponto no 
qual a iormula muda eiicontrando primeiro os Isniítes lalerais no ponto. 



► ExemplolZ Seja 


/ú) = 


l/U + 2), 
A’’ “ 5, 

V x + 13, 


< —2 
2 < x < 3 
x > 3 


Eneontre 


(a) lim f(x) (b) lim f{x) (e) lim f(x) 

.Jt — * —2 ,r 0 x—t 3 


Soltigao (a) Determinaremos o ümíte bilateral solidiado eonsiderando primeiro os lími- 
tes laterais eorrespondentes. Para cada Ümite laterab devernos usar a parte da fómmla que é 
aplieável no intervalo sobre o qual _v varia, Por exemplo, quando x tende a —2 pela esquerda, 
a parte aplicñve! da fórmula e 

/w = 

X + 2 

e quando x tende a -2 peía direita, a parte aplicável da fómiula perto de -2 e 

f(x) = x 2 - 5 


Assim, 


jirn f(x) 


lim —-— 

-2- X + 2 


= —cc 


lim /(. x) = lim (x 1 - 5) = (-Z) 1 - 5 = -i 


X 




,T 


_?+ 


d o que seg ue q ue 1 ¡ m / (x ) n áo ex i ste. 

x-*—2 

Sohwao (b) Á partc aplicávd da fórmula e f(x) = x" - 5 cm ambos os lados de 0 T portanto 
nao há necessidade de consklerar limites laterais. Vemosdiretamente que 

üm f(x) = lím (x 2 — 5) = 0 2 — 5 = ~5 
x^O' x -* 0 

Soíuqáo (c ) ü sa ndo as partes ap I i cávc i s d a fórmu I a de / (x), o bte mos 

lim f(x) = üm (x 2 — 5) = 3 2 — 5 = 4 

x— jt—+ 3' 


lim f(x) = lim -fx + 13 = / lim ( x + 13) = V3 + 13 = 4 
JT-+3+ .r—> 3+ V .T ^ 3 + 

Como os dois límiics laieraís sáo iguais, tcmos 

lim f(x) = 4 

x—+ 3 

Observamos que os cálcuios dos limitcs cm (a), (b) c (c) sao consisicntcs com o gráñco dc / 
na Figura '2,2.5. < 
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EXERCÍCÍOS DE COMPREENSAO 2*2 {Verpágina 122para respostas.) 


L Em cada partc, cncontne o Eimitc scm razcrcontas. 


(a) lim 7 = 
,wS 


(c) lim 


x 


•V 0 .V 


(b) 3ím 12v 
v-3+ 

w 

(Ü) lllll — : 
|tn| 


(e) lim 


I ' 1 — z 


2. Sahendo qtie l¡m t f(x) = } e g(x) ~ 2, encomre os 

limites que existirem. 

(a) lim [3 f(x) + 2g(x)] = - 

X — it 



Hlíl 

x — a 


2f(-v) + I 

1 - /(-v)s(a ) 



lim 

.V £1 


-//(-v) + 3 
£(■*) 



lim 

•( —* a 


f(x) - g(x) 
4 - [g(x)\ 2 


3. Encontre os limites. 

(a) !im (.v j +.v 2 + jc) IOí = 

X —* — 1 


(b) fim 

x -+ 2 

(c) lim 

.V —V ' 

(d) lim 


(X - i )<JT - 2) 
x H- 1 

(x- l)(.v-2) 


■] + 


x + I 


x 2 - 16 


V —> 4 v - 4 


4. Sc)a 



x + 1, 



x < 1 

A' > 1 


Encontrc us limites qnc cxistircm. 
(a) lim f(x ) — 

.V-T I “ 

(h) lim /(a) = ___ 

x-* l + 

(c) lim f(x) ~ _ __ 

x —+1 


EXERCICIOS 2.2 


ENFOCANOO OONOE¡TOS 


í. Dadoque 

lim f(x ) — 2 t lim g(x) = —4, litn //(v) — 0 

.t 1 ■—> ví „v —> a -T' —> a 

encorUTC os ISmites qtic existiiem. Se o limite nao existe, 
explique porqué, 

(a) lim j/(.v) + 2g(.v)| 

.V —+ Ü 

(h) Hm [h (a) - 3g/r) + í | 
x -+ a 

(c) Hm | f(x)g(x)l 


(4) lim lg(x)] 


( —■ it 


(e) lim /6 + /(.v) 
(0 lim - 

,l+(i £ (.V) 

(g) lim 

X —> 47 


Hx) 

( h) Um _ 7 «^> 

*-** 2/(.v) * g(v) 

2. Usc os grüficos de / c g na figiira a seguir para cncontrar os 
litniics que existam. Se o Ihnite náo existir. explique porqué. 


(a) Hm lf(x) + g(x)] 

jr—> 2 

(C) Um l/(.v) + g(.í)J 

(e) lim m 

I + S(-v) 


(b) üm ]f(x) + g(.v)] 

.X -* ü 

(d) Üm [/(.v) + g (a)J 

.r— tO" 


(0 lim 


' + gO) 


v-J /(-v) 


(g) üm Sf(xj 

x 0 1 


(h) üm /7(0 

x —* 0 




3. lim x(x — l)(.v + 1) 

X —* 2 

A 2 - 2a 

5. lim -- 

> —* 3 x 4- 1 


4. lim JT - 3.V- + 9.v 
1 —. \ 




6. J i m 


6a - 9 


7. 
9 . 

U- 


lim 

r-> l + A 


V 4 - 1 


,v -> r> ,v ■ — 12.v + 3 
U + 8 


1 


8, lim 

—2 / + 2 


á- + 6a + í 

Iim —- 

r^-i a 2 — 3a — 4 


A 2 - 4a + 4 


i(L lim , 

-i 2 A 11 + A — 6 


litn 


2a- + a - 1 


13. lim 

i-+ 2 


X H" 1 

+ 3t 2 — 12/ + 4 


r 3 - 4/ 


12. lim 

j —+1 

14. Hin 


15. lim —- 

x -*■ 3' X — 3 

17. lim - 

Jf 3 x - 3 


3a 2 - a - 2 
x -+ i 2 a 2 + a “ 3 
f ? + r 2 - 5r + 3 
r+'I t* - 3f + 2 

16. lim —— 

.v^3- a — 3 

18. lim —r—— 

J£ —*■ 2 T X 2 “ 4 
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19. lim 


x 


'í !+ 


21, Um 


4 

v + 6 


20* Uni 


.v 


y —'*■ 6 V" — 36 

v + 6 

23* lim ——— 

y —► ñ y ¿ — 36 

25* lim ———- 

JL-K4- X 2 - 2a - 8 


x^2x 7 - 4 

22* Hm -i + ^ 



! 

27* 

lim - t 


.1-^-2 12 — X 


X - 9 

29. 

lim --=- 


-v y */a j — 3 

31* 

Seja 


>•-»■6 V' — 36 

. 3 - A 

24 . lim ——--- 

- 2x — 8 

3 - x 

26* lim - 

ji - * 4 x 2 — 2x — 8 

I 


28* lim ■ 

j-+3 \x — 31 

4 — v 

30* lim-— 

>■-4 2 - yy 


f(x) = 


x “1. x < 3 
3.v - 7* v > 3 


Enconlrc 


(a) lim /(*v) 

3“ 


(b) lim /’(*v) (c) lim /ú) 

.c-»3 


32* Seja 


g(t) - 


t% t > 0 

; — 2, r < 0 


Encomre 
(a) lim £(/) 

i -> o ■ 


(b) lim g(t) (c) lim g(t) 
í -> e+ i -* o 


ENFOCANOO CONCEITOS 


33* Seja 


/U) = 


x 3 - 1 


x - 1 

{a) E ncon 1 re J i m, ,/(.v), 

(b) Esboce ó grafico de y - f{x) + 


34. Seja 


m = x +3 

A\ 


x 2 - 9 


* X 5 É —3 
x = —3 


(a) Determine k de modo que /(-3) = iim^ _,/(x) 

(b) Com k lomando o vaior niostre que /(x) 

pock sct cxpresso como um poünomio. 

35. (a) Explique por q léc os segti i ntea cá lcu I os esiao i ]icorre i os. 


liin ( ~ - f 

\ x X" 


— lim — — lim — 

x > 0*" X ■'í —' 0" X* 


(b) Mostrcque tim 

jf-*0 + V X 


= + 3 C - (+sc) = 0 

I 1 


X 


,2 ) 


— —dc. 


36. Encontre lim 

0 


(í 



37* Itm 

.r->0 


"s/x + 4 


io r \/x 3 + 4 — 2 

38* hm - 

.f —► 0 X 


39. Sejam /?(x) e qíx) poUnOmios, e suponha ^(xj - 0, Discuta o 
coinporiamento do goíftco dc y = p(x)fq(x) na vizinhan^a do 
pomo x = x tv . De exemplos que apóiem suas conclusoes, 


40* Seja 


/U) = 


(« + b)x + (a - b)\x\ 


¿x 


Supondo que a e b sejam constantes, encontre 


(a) lim /(x) 


(b) lim f(x) 

x 0 + 


t c') todos os va lo i cs dc a e b, taí s que I i m /(x) exísta. 

.r-*0 


•/" RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 2.2 


I. (a) 7 (b) 36 <c) — I (d) 1 (e)+™= 2. (a) 7 (b)-3 (c) I (d) nao exisie 3. (a)-l (b) 0 (e)+^> (d) S 

4. (a) 2 (b) 0 (c) nao cxiste 


2.3 LIMITES NO INFINITO; COMPORTAMENTO FINAL DE UMA FUNpÁO 


Até aqui estivavos ocupados corn iimites que descrevem o componamento áe nmafun^áo f(x) 
quanáo x tende a aigum número real a. Nesta seqao vamos nos ocapar com o comporfamenfo 
de /(.t) qnanáo x cresce oit decresce sem parat: 


■ LIMITES NO INFINITO E ASSINTOTAS HORIZONTAIS 

Se os valores de uma variável x crescem sem parar* emáo escrevemos x —> +eo, e sc os va- 
lores de x deeresceni sem parar, entáo cscrevcmos x —> Algumns vezcs, dizemos quc o 
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(im i = 0 



Í H ’í¡>imi 2.3. í 




comportamento final de uma íimgao f(x) é o comportainento <Ja fungao quando x cresce ou 
decrcsce sem parao Porcxemplo, 

e 

estáo ilüstrados numericamente na Tabda 2.3.1 e geometricamcntc na Figura 2.3.1. 


lim — — 0 (1-2) 

*-*•¥•* X 


J 

lÍlTl - = ü 
■v X 


Tabda2J.l 



VALORFS 

CONCl.USAO 

x 

-1 

-10 

-300 

-3000 

-10,000 

Quando x -> o valor de ! fx 

Ut 

-1 

-0J 

-0,01 

-0.00 í 

-0>0001 — 

cnewe tendeníiu a 0. 

X 

1 

10 

100 

3 000 

10.000 

Quaudo x -> +^-. o valor tte 1 fx 

\íx 

3 

0J 

0,01 

0,001 

0,0001 

decresce rendendo a 0. 


Em geral, utiíi/amos a noiagao a seguir. 


2.3,1 LIMITES NO INFÍNITO (PONTO 1>E VISTA INFORMAL) Se OS valoiCS de f(x) ficam 
táo próximos quanto queiramos de um número L a medida que x eresce sem parar, eníao 
csercvcmos 


lím f(x) — L ou f(x) —> L quando a: —> (3) 

X —> -f--í 


Analogamentc, se os valores de f(x) íiearn táo próximos quanto queíramos de urn núme- 
ro L a mcdida quc x dccrcsec scm parai; cntáo escrcvcmos 

lim f(x) — L ou f(x)—> L quando x (4) 


A Figura 2.3.2 ilustra o comportamento finaí de uma funqfio/ quando 

lim f(x) = L ou ttm f(x) — L 

X—X — W 

No primeiro easo, o gráfico de / se aproxima tanto quanto queiramos da reia y - L quantio x 
cresce sem parar, c, no scgundo easo, o gráfieo dc / sc aproxima tanto quanto queirainos da 
reta y = L quando x decresce sem parar, Se oeorrcr um desses ümites* di/emos que a relay = 
L é uma assíntota horízontal do gráfico dc f\ 


► Exempio 1 Scguc cic (í) c de (2) quc v = 0 c uma assíntota horizoutal do grálieo de /ú) 
= Ux Lanto no sentido positivo quanto no negativo. Isso é consistente com o grálicode y = \/x 
mostrado na Figura 2.3.1. ^ 

H_r 


► Exfcmpio 2 A Fígura 23.3 mostra o gráfico dc f(x) = arc tg x. Como sugcre csse gráfi- 
COj temos 


.. 7T 7T 

lim arc tu: x = “ c lim arc t" x = —-r 

jt —»+« ' 2 -V —> — * "" 2 


(5-6) 
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V = itfC Ig X 


Figura 2.3.3 



Figura 2,3,4 


de niodo que a rcta y-níl é uma assínlota hori/ontul para / no sentido positivo e u reia y = -t/2 
6 uma assíntota hori/ontal para / no sentido ncgativo, M 


► Exemplo 3 A Figura 2.3,4 mostra o giáñco de f(x) = (1 + Ux)\ Como sugere esse grá- 
tico T tcmos 



(7-8) 


de modo que a reui v = e ú mna assínlota hori/.onlal para / lanto no scnlido posiiivo qnanto 
no negativo. < 


m REGRAS DE UMITES PARA LíMlTES NO INFINITO 

Pode ser mostrado que as íeis de limite do Teorema 2,2,2 passam sem modiñcaodcs para lí- 
mites em +-v e — nc, Além dísso, segue pelos mesmos arguiueñtos desenvol vidos na Segao 2.2 
que, sc n d um íntéiro posítivo» entao 


liin (/(.v>)" — ( lim f(x) 

X —> +w Vjr-t+ro 


)' 


lim (fixYf - ( lira f(x) 




(9-10) 


desde que existum os limhes indicados de f(x). Também segue que constuntes podem ser 
tíradas para i’ora do srmbolo de limite para limites no infinito: 

lím kf(x) = k lim f(x) lim kf(x) = k lim f(x) (íl-12) 

,T->+ J K " x —► + 3 J .V—> — » X —► —'2C 


desde qne existam os límites iñdicados de /(jc). 

FinaJniente, se f(x) = kú urna fungaoconstantc, cntao os valores d of nao mudant quan- 
do x —» +.:x: oit x —> --x;, de rnodo que 


lim k — k 

!l 

X —* +^ 

X —> - 


(13-14) 


► Exemplo 4 

(a) Segue de (I ) t (2), (9) e (10) que s sc n é um inteiro positivo, eiüao 


lim — = ¡ lim ~ 
*->+* x n \.x->+^.r 




- 0 e 


Itm — 

x —> — =■= \ rJ 


- = ( lim -1=0 


v~> V 


(b) Segue de (7) e (9) que 


üm (1 + 2- 

J-++» \ 2x 


)*- 


üm 

x —► +«. 


2.r 


~i\n 


1 + 


2jc 


lim ( 1 4- 

j ^+ K \ 2x 


2x 


n i n 




■ LIMITES INFINITOS NO INFINITO 

Da mesma mancira quc limitcs cm um númcro rcal a . os liinites no iitfinito podcm dcixar dc 
exístír por vartos motivos, Uma possihilidade é que os vaiores de f(x) cres^um ou decres- 
eam scm cota quando x —> +oo ou x Utili/aremos a notagao seguintc para dcscrcvcr 

essa silLiaqao, 
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232 UMITKS INFINtTOS N'O INFINJTt) (UM PONl'O l>K VISTA INFOKMAL) 
f(x) crescem sem cota quando x —> +isj ou jc —> —oy t cntat> escrcvcmos 

Se os valores de 

lim /(x) = -fsc ou lim /(t) = 4~^ 

A +3C ,f “+ “ X 


conformc t> caso. Sc os valores de f(x) ticcrcsccm sem cota quandox —> 4r v ou T v -+ -r v> 
cnlao escrevemos 

iim f(x) — —cc ou lim f(x) — —oc 

. 1 ' — > +oe ’ .v — ► — X ' 


conforme o caso. 



■ LIMITES DE x n QUANDO x 

Na h'igura 2,3,5, ílustramos o comportamento no infinito dos politiomios da forma x r para 
n = I t 2, 3 c 4, quc sao casos cspcciais do seguintc rcsuliado gcral; 


Iim x n — 4-®* fi — 2 t 3 + ,.. 

x —> -H* 


lim x “ 


— 


í j 1 , 3,5, ,,. 
7? — 2,4.6 t ... 


(15-16) 



Figyra 2*3,5 





Jim x* = 


Jim a ' 1 = +oo 

.í "— 


W+M 

lim a 3 - -w 


lim v' = +« 

j, 


A‘— 


A multipiieagaG dc x" por um número real positivo nao afeta os limites (15) e (16), mas 
a multiplicagao por um número reat negatívo inverte os sinais. 


► Exemp!o5 


lim 2x 5 = 

x “> +== 


Ujíi 2x 5 = —OC 

t — -X 


lim —7x 6 = — x-, 

A’ -> +íc 


lini — lx (y — —cq < 

X —OC 


■ LIMITES DE POLINÓMIOS QUANDO Jf ^±°o 

Há um princípio ütil sobre poiinómios que, informaimenie, afirma que: 


O comportamento final de um potinómio coincide corn o comportamento finat de seu ter- 
mo de maior grau. 
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Mais prccisamcntCj sc c t¡ ^ 0, cntao 


lim (co 4* c\X + * * 4- tv+ J ) ~ lini c^x 11 


X —> — X 


.v—> — X 


(17) 



(18) 


Podemos molivar esses resuilados oolocando cm evidcncia o rdc potcneía mais alta do poli- 
nomio c cxaminando o limite da cxprcssao íaiorada. Assim, 


fl n /CQ C\ \ 

C0 + C\X + - - - + c n x — A' I — 4- -7 + -*■+€«) 

\ x n / 

Quando x — & oli x — > +■'*-', scguc a parlir dc (1 ) c (2) quc todos OS Lémios eom poteneia po- 
sitiva dc x no denominador aproximam-se de 0; logo, (17) e (18) sao, certamente, plausfveís. 


► Exemplo6 


lim (7x 5 — 4 r v■ , + 2.v - 9) — lim 7.v 5 = —« 


x —> — tt 


X —> 


lim (—+ 17,*' 1 — 5x + 1) = lim —4x° — — oc < 


V —> —K 


X —* —'S- 


M LIMITES OE FUNQOES RACIONAIS QUANDO x — ±co 

Uma técnica para determínar o comportamento final tíe uma I’uík+íd racional consisie em 
divklir cada tenno do numerador c do denomínador pela maior poténcía dc .1 quc ocorra no 
denominador, tíepois do tjue 0 comportamemo fmal potíe ser determinado usando resukados 
quc já foram cstabclccidos. Aqui temos algmis cxcmplos. 


- 3x + 5 

► Exemplo 7 Encontrc lun —- 

.v —> 6x - 8 


Soíugáo Divida 0 numerador c 0 denominador pela poténcia mais aha dc jc que aparece no 
dcnominador, istoe^x' =x> Obtemos 


( Xt + 5 

hm 7 -- 

* -> +í= 6 jc — 8 


lin,-f 

jf —)■ + jz . O 

6 - 

X 


Piviíta cíiíla límio por x 


lini 

x — > 4^ 


lim 

tr —+■ + x 



O Jimjic dc uHiquocitnljt: 
¿oquüciciuc doü limiics 


5 

lim 2 + lim — 

x -*■ +x x -+ -fs» x 


lim 6 — lim — 
x -f-x x -> x 


O limiu- dc uniu K-oitin 
t* a süaiiEHÍcjs limítes 



3 + 5 lirii - 

X-f +X x 

6 “ 8 l iin — 

X-*+3C x 


3 + 0 
6 + 0 



Umn t'tJilslimtc ííií pLira fomttcum 
Fimitc: fónntilus ( 2 ) t; (13) 






















Capítulo 2 / Umites e Continuidade 1 27 


ExemploS Encontre lim 


4x~ — x 


v — -K- 2x w?> — 5 

Solugáo Divída eada termo no numerador e no denominador pela maior poléncia de x qtie 
ocorre nodcnominador, a saber, a\ Obtcmos 


4 


I 


x - 


4x 2 — x x 

íim —z -- — hm ™ 

o v — 5 a" —> 5 


■V-»-® Z.V 


Dívida cíiiJíi temB por.v' 


H) 


lim 

V — X 


. 4 lP 1 

lirn — — lim 

v —► —x x 


O iiEiiiic dc u m quocieulc 
é o quorionte jJüí; limitüs 


X 2 


üm 2 — liin — 

A' —> —X .V 


O liniÍEe dc tsjtiu diE'üirejiía ¿ 
y (Jifereiíga dos J¡mite-s 


-* X 3 


4 r 1 r 1 

4 lim-lmi — 

x -* -« a v -* -» A' 


2 — 5 lim ”4 

,v—> —a _V " 


0-0 
2 — 0 


= 0 


Uwn cons.Laiile |)ode scr tiryda 
para foíu do iímbolo de liit'iitc; 
Fórmula (] 4} e Eseniplo 4 


► Exemplo9 Encontre lirti 

V —> -f-X 


5,v 3 - Zr 2 + I 
1 - 3,v 


Solu^áo Divida eada lermo no numerador c no denominador pela maior potcncia de x que 
oeorre nodenominador, a saber, V —x. Obtemos 


5.Í- 1 — 2x 2 + 1 5.v--Zr + I 

Imi -----— hm -:-— 

v-t +k | — XX v -> + .k 1 

X 


(19) 


NCsSse caso nao podemos argumentar que o limite do quocieníe é o quocieutc dos liniites por- 
que o iinme do numerador nao existe, Contudo, temos 

lim 5x 2 — 2.v = 4-x, lim — = 0, lim [ — — 3^ = — 3 

v -»■ 4 -k v ^ +=& x v -*■ +3= y x / 

Assim, o numerador do lado díreito de (39) tende a e o denominador tem um limite negu- 
tivo finiio, Concluímos disso quc o quociente tcndc a ou seja. 


,. Sx 3 -2x^+1 ,. 5x2 " 2 * + J 

um - — — — lim -:— 

v -> +* | — 3x v -> +«• 1 

„7 

X 


= —oc * 


■ UM MÉTODO RÁPIDO PARA EMCOMTRAR LIMITES DE FUNQÓES RACIONAIS 
QUANDO x —► +°° OD x —oo 

Cornoo comportamcnto tinal de um polindmio coincide com o comportamcnto linal de seu 
termo de maior grau f é ra/oável concluir que; 


O comportamento final de umafunqao racianal coincide com o comportamento finaí do 
quociente do termo de maior grau do mtmerador dividido pelo termo de maior grau do 
denónünadór. 
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Exemplo 10 Use a observa^ao precedente para calcular os limites dos Exemplos 1, 8 


e 9. 


Solu^ao 


r 3*+ 5 3x v 1 1 

íim -— lnn — — lim — — — 

j -+ +v 6a' — 8 *->+* 6a v -> +* 2 2 

4x 2 - x 4x 2 2 

íim —^—= lirri ~= lim »=0 


-* 2..i ■ —5 ,t--íí 2r 


5* 3 -2#+l 

lim ---— lim —-— — lim 

-V +--<■ 1 — 3a a- — +x (—3.v) x -+■ +» 


—* x 
5+ 


--x 7 


= —X 


LIMITES ENVOLVENDO RADICAIS 


► Exemploll Encontre lim 


3 3at + 5 


r +y_ \ 6 a — 8 


Sohtgáo 


v v3x + 5 \ 3.V -+ 5 

í ]m t/ >-- = v/ 7-- 

-v -+ +* \ 6x — 8 V -v +» 6 v — 8 



O ÜniLitf de uma rqíz enésinui l ; n 
raiz tfnísima dí> Éimitc 


► Exemplo12 Encontic 



líirt 

t — +w 


V a j “ + 2 
3a - 6 



ÜIIT 

.V —> 


/C + 2 

3a — 6 


Em ambos os casos t seria prálico manipular a lun^áo dc forma que as polcncias dc a se tor- 
nassem potencias tie l/x. Isso pode scr obtído dividindo-se o numeradore odenominador por 
\x\ c usando o fato de que vGE - Jx|. 


Solagao (o) Quando x —* + - ^-, os valores dcx tornam-se positivos; logo, podemos substítuír 
|a| por x onde for conveniente. Obtemos 


-fx 2 + 2 

lim —— = hm 


\/..V" 4r 


\/-V" 4- 2 


x 


x -+ +k 3a 


x —> -f -jc 3,v — 6 


= lim 


v -> +-x 3x — 6 


.v 


A J 




lim 

.V +K 


( 1 + |) 1 j + ( 2 ,Ü^¿) 

Í3- 0 f lim 3) - f 6 iim 0 

^ X / \ X +* / Y V -> 4-X # / 


V 1 + (2 • 0) I 
3 — (6 ■ 0) “3 
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DOMINiO DATECNOLQGIA 

S&gue do EK&mplo 1 2 que a íuntjao 

yfx 2 + 2 


/(-0 


+t - 6 


tem uma assíntota dada por y — ^ 
no sentrdo posltivo e uma assíntoia 
dada por v = — \ no sentido néga- 
tivo. Confirme isso usando algum re- 
curso gráfico. 





(h) 


Fi^ura 2.3.ft 


Observamos na Secáo 2.1 que as re- 
gras usuais da Álgebra náo podem ser 
aplicadas aos símbolos +"^ 0 -ou. Á 
parte (b) do Exemplo 13 Üusira este 
í^to: os termos v /j f ' +■ 5*-' p x (cn- 
dem a +^ qyando x -> + f H mas sua 
diferenqa nio lende a ¿era 


S&lugao (b) Quando x —> os valorcs dc x toinam-sc ncgativos; logo, podcnios substi- 

tuir [x\ por “.v onde tor convenienie. Obtemos 


Vjc 2 + 2 

1 « V ■* j ■ 

hm -= hm 

3.r — 6 


V x^ + 2 


u 


3x 


— lÍTTl 

,T --!■ -* 


\x 


>fX ~ + 2 

17~T 

(-*) 


I + 


Itm 

X —* —K 


X “ 


—3 + — 
r 


► ExempIo13 Encontre 

(a) lim (\/jc 6 + 5 — jc 3 ) (b) lim (Y* 6 + 5.v-- — Jt 3 } 


.V —> ■+» 


,r +7c 


Solugao Os gráficos das fungoes f(x ) = V,r 6 + 5 — v 3 e g(x) = y'V 6 + 5,v ■■ — jc 3 para 
> 0 aparecein na Figura 2.3.6. A partir ddes t podemos eonjeciurar que os limites soli- 
citados sao U e § T respeetivamentc. I^ara confirmur isso T natamos cada funyao como uma 
fragao com um denomínador igual a ] e racionalizamos o numerador. 


lim (A 6 + 5 - x f ) = lim (A 6 + 5 - .é) ( - =r = — 

»-+* \ s/.v f ’ + 5 + v 5 


= lim 


(x* + 5) - .v 


.6 


:= lim 


■ l -»+* \/x ( ' + 5 + JC 3 ■'-* +* s/x ( ' + 5 + .V' 


lim 

X — +^ 


■v^ — í 3 pam .v > 0 


0 


y^ 1 + 0 + 3 


' + 7' + l 


= 0 


lim (\/v 6 + 3\ 3 - ,v ') = üm (v / '-V 6 + — x^) ( + A 


X —» -+3C 


.V -+ +w 


= lim 


U 6 + 5x 3 ) - x' 


T +x v/.v 6 + 5x* + -v 3 
5 

lim 

X -* + * 



V-V 6 + 5-v 3 + x ? 


V 


1 + ~T + ¡ 
X 


•J t |L ' = x " p.iríi .1 > 0 


5 5 

, - = - <4 

yr+o+1 2 


■ COMPORTAMENTO FINAL DE FUNpÓESTRIGONOMÉTRICAS, EXPONENCIAIS 
E LOGARÍTMICAS 

Considcré a fnngño f(x) = scn _r, cujo gráftco aparece na Figura 2.3.7. Para essa fungao, os 
limiles quando x -+ + v e x —> “ v deíxam dc exístii; nao porque f(x) eresga ou decresga sem 
cota, mas porque csscs valores variam entrc -l e i sem se aproximar dc alguni núniero real 
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Náo há nenhum limite quando 

X-++OÍ OUA-+--X 


Fiííum 2.3*7 


específieo, Em gcraí* as fungocs irigononuítricas dcixam de possuir limites quando x —> 
c A' - v., por causa da periodicidade* N r ao existc notagao para dcuotar cssc tipo cspccífico 
de comportaniento, 

Na Sceao 1 .6 mostramos que amhas as í un^dcs e x c In x crcsccni sem cota quarido 
x —> +^. (Figuras 1.6.9 e 1.6.10). Assiiru na notagfio dc límite, tenios 

lím e x — 4-oc (20-21) 

X —> +x 


lim ln a = -l-5s 

X -+■ +*¡ 


Para referéncia futura, também listamos os seguintes limites, que sao consistenles com 


os gráficos das Figuras 2.3,8: 


íim e* = 0 

lim iüx = —se 

X —> —V- 

x-*Ú+ 


(22-23) 




Finalmeme, os limítes seguintes podein ser deduzídos obscrvando que o gráíico de 
y — e~ x é a refiexáo do gráfico de y - e pelo eixo y (Figura 2.3.9). 


lim e x — 0 

lim e 1 — 

(24-25) 

.V — > +W 

i' x 



EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 2*3 (Verpágirta 134 para respostas.) 


1 . E ncon tre os 1 i m i tes, 

(a) lim (—3) =_ 

—> —* w 

(b) lím (—2/0 =_ 

h—* +» 

(c) lim A=- 

(d) lim -—=_ 

.T—» +46 tn x 

(e) tim(3-z)=_ 

(0 2 ™„( 5 4 ) = 

(g) lim e“'" =- 

X—y -» 


2 + E ncon l re os 1 i m ites qiíc ex isti rem. 



r 2x*+x 

licn -—?-- 

.v —* —m 4, v - — 3 



lim --- 

.i —+•'• 2 scn x 


I 


lv 


(c) lim I + - | = 

r r “S- +k \ x 


X Dadoque 

íim fí.v) = 2 c lim g(.v) = -3 

L -» +« J“*+K 

encontre os limites que existireni. 

(a) lim l3/(r) - g(x)] =- 

x -+ +x 


(b) lim 


/U) 


J -+“ S( v) 

2 m + igtx) 


(c) lim 


3 f(x) + 2y ( v ) 


(d) lim \/lü - /U).?U) = 

X —r +» 


4. Cunsidere os «ráficos de sen .v T cos a\ tg .v, sec x, cossec a, cotg x. 
In j:, 4 \ 2' e (0,5)", QlüiI deles, se álgmn, tem uma assínteta 

íiorazofital? 
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EXERCICIOS 2.3 Q Hecurso Gráfico 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1-4 Em Cíida um dostes excrcfcios, faga hipntescs ru/oávnis stíhic 



!. Pa m íi fu n gáo g d o grá 11 cí> abíi i x o, e nco n t rc 
(a) lim g(.v) (b) lim g(x) 

. V —> X -4 +* 



Figura Ex-I 


2. Para a fLingáo 0 do gráfico abaixo» cncoiurc: 
(a) lim /(a') (b) lim 4 >W 

,r -> —k r —► —k 



v - (f>Ú) 


Fi^ura Ex-2 


3. Pa ra ü fu n g ao 0 d o gríi fi c o abai x o, e ncon Ere : 
(a) lim <t>(x) (b) lim $(x) 

X "> ,x ”> +K 



Figuru Ex*3 


4. Para a fu tigao G do g ráíico a seg li ii\ cncon t ro: 
(a) lim C(a) (b) lim G(,v) 

_5l" «+■ “í5í- X —fr 


v - G(x) 



Figura Ex‘4 


5* Dadoque 

lini /( x) — 3, lim g(.v) = —5, lim h(x) = 0 

X —> -\- S- X *+ -\-~fr X L + *+ W 

encontre os limiies que cxístirem, Sc o limite nao existir 
explique porqué. 

(a) lim |/(a)+ 3s(.y)! 

(b) lim ¡h(x) — 4g(x) + 11 

X -+ -r -í 


(c) lirn t/(.v)^ú)] 

JE —> +5Í 


(c) lim v 5 + f(x) 
3/K-0 + 4 


(d) lim [g(x))‘ 

x -Htc ■ 

3 

(o |im 


■V-‘+K f? 


(g) hin 


6. Dadoque 


,-2 


(h) lim 


6/ú) 


v-+ K 5/ú) Hh 3^U) 


Jitn /(v) = 7 e |im g(.v) — —6 

X -+ '' í —> -K 

encontre o_s limites que existimm. Se o iimite náo existir, 
expl ique por quc, 

(a) lini [2/U)-g(.v)] (b) lim \bf(x)+ lg(x)] 

X —> —v: 

lim t_v 2 + g(,v)J 


i' —> — 


r —> —<*■ 


(d) lim [x g 

x -+ 


2 

Í'(-V) 


(e) lim v/(a-),?(.v) (f) lim 

/(a) 


.1 —-* 


(g) lim 


r -+ —x 


/ú) + 


g(x)' 


x 


n x r */W 

(h) iim - - -— 

-< -+ (2x + 3)gU) 


7-28 Encontre os ümites. 


7. üm (I + 2 r v — 3x^) 

x —* +^ 

9* 1 í Eti¡ nfx 

x —* +^ 


8. Ivm (Zr 1 - 100.V + 5) 

10, 


X —> — 


II. litn 

v -+ + 

13, íim 


3jc+ 1 
.v -+ +» 2x — 5 

3 


15. üm 


y + 4 
x - 2 


12. Hm 


14, lím 


„r + -j- v 


-■« X~ + 2.V + 1 


16* lim 


v 5 

— r v 

5a 2 

- 4a 

2a- 

+ 3 

1 


A — 

12 

5x 2 

+ 7 


jt—► + y 3,v 2 — r v 


17. lim 

x -> +>- 


!9. lim 


ji 2 + 3.v — 5.v- 


1 + 8a 2 


18. lim 


i/ís 7 — 4í 5 


v'"5.v J - 


v-*--» A + 3 
2 — v 


20. lim 


■v -+ +* V 2,? 7 + 1 

V5.v 7 - 2 


21. tjm 


Jl + 6v 2 


22. üm 


jf - H-a JC + 3 

2 — v 


*-*+“ v/7 + 6y 2 
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Cálculo 


23* lim 


\Z 3 .v 4 + 


v'3.v 4 + x 


■'-* .v 2 — 8 
7 - 6x 5 


25. lim 


' ,v + 3 
6 »r 3 


24* lim * 

5 - 2f 3 
26* iim - 7 t¡ -- 

; —v - ü _j_ ] 


27. Íim 


28. lím 


x + 4jc 3 


4 ! - ,v- + 7,v 


,3 


i-* + w + 3 


ENFOCANOO CONCEITOS 


29. Sii po n li a que u ma parí íe u I a estej a se n d o ace! e radü po r u ma 
íbr^a constantc. As duas curvas v = h(í) c u = í j (0 da ligura 
abaixo tbrncccm as curvus dc vclocidadc instantanca versus 
tempopara a partícula coníormc prcvistas, respectivamente, 
pelii Física clássica e pelu Teoria da Reliitividade Especial. 
O pammelra c representa a vdocidadc da UiUsando a lin- 
guagem de limites, dcscrcva as diferen^as nas previsoes a 
longo prazodas duas leorias, 

’v - n(t) 

(Ciássica) 

íT^ í(j) 

(RclatMdade) 



Tempo 


Fígura Ex-29 


39. Seja T=fií) a lemperatura de uma batata cozida t minulos 
depois de letírada de um forno quente. A figura abaixo mos- 
tra a cnrva da temperatura versus tempo para a batata, onde 
r denota a temperaiura ambiente. 

(a) Qu al é o si gn i li cado físico de I i rn f _ t /( t)l 

(b) Qual éosignifícado I7sico de í5m T ^ /(>)? 


4ÍK) 


s 

ro 

a> 

CL 

E 



Tempo (min) 


Figura Ex -39 


31* Seja 


fU) = 


7x 2 + 5. 

3 - S.v 1 

I + 4.v + ,v J ’ 


v < 0 

A > 0 


Encontre 
(a) lim f{x) 


(b) lim f{x) 

r V “í -f OC 


32. Seja 


g(t) = 


2 + 3/ 

5 t 2 + 6 
s/36r 2 - 100 
5 -t 


t < ! * 000,000 


t > ! . 000.000 


Encontre 
(a) lim g{t) 


t —rF. 


(b) lim g(Q 
; — 



33* lim (\/.v 2 + 3 — .v) 34. lim (\¡x 1 - 3.v - x) 

I —y -Hk .T ~+ + m ' 


35* lim (\/,v 2 + ax — x) 

X —*■ +3G 


36 . lim (v'.V" + ax — fxfi + bx) 

X -*■ + L 

37 * Discuta os limites de p(.x) = (I - xf quando jv -* T e v —^ 
para valores inieiros positivos de n. 

38 * Scjam p(x) = (I -xf e f/(.v) = (3 - xf\ Discuta os iimites de 
p(x)/q(x) quando x —> T^ c .v —> para valones inruiras posi- 

tivosde m c n. 

39 * Seja p(x) mn polinbmio de grau n. Discuta os limites de p(x)tx m 
quando x --> +no c jc —> —^ para valores intciros positivos de m. 

49 * Em cada parte, encontre exemplos de polinómios />(.v) e 
v/(.v) que sarUfa^am a condi^áo dada e tais que /?(.v) —> +-v c 
qix) —> tcv quando x —> +«s. 


... P(x) 

(a) lim —— - t 
£/( .v ) 


(b) lím = o 

í(jc) 


(c) lim 


/j(a) 


~ +^c (d) Hm [/>(*) -íy(jf)] = 3 

v—* + :+ q(x) Jf-*+® 

41* S'Ltpondo que m e jj sejam ínteiros posíiivos. encontre 

,, 2 + 3.r JP 

lim —- 

1 — x IJi 

\Sugestao ; A resposta dependerá dos casos m < m = t¡ ou 
m > n . 3 


42. Encontre 


Co + ClX+ '+C„J¡" 

itm -- : --- 

Í-+ + o: ik + f/|.v + ■ ■ ■ + d m x m 


onde c„ ^ 0 e d m 0 * | Sugcsicío-. A resposia dependerá dos 
casos m < n. m = n ou m > rt. | 


43-58 Encontre o$ Hmítes. 

45. lim e' h 

44. lím e^ :x 

45. 

x-+Q 4 

x 0 



3 — e x 


46* lim é™”* 

47. lim- 

48, 


A' ‘ i Q ’ 


I - e 


.t — ■■ o- 


C 1 + 


49. lim 


—A 


,V -> + k (T = (j’ - v 

51* lini ln(l —:.v) 

A —> 1" 


53* lim In | - 

x-*■+■* \ x 


X —* -W 3 + ti X X -*■ + 5 C I + £ Í,V 

e x + e~ A 

50, lim -- 

X —* “M f 1 “ (■> V 

52. lim In(l - cos x) 

x —>0 

54. lim In(m.v) 

x -+ -t/ 2 - 


55 * |i 


In 2.v 


m 


a +* | n 3.v 
.2 


56. 1¡ 


m 


In( 1 /jc) 


™ +« I + 1 n 3.v 


57* Hm Inf.v" — I) — ln(.v + I) 

A —* +M 

58. lim ln{3jí + 1) — ln<2jc 2 + 1) 

A '—* +K 
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ENFOCANOO CONCEÍTOS 


R59, Suponha que a velocidade v (em pes/s) de um pára-quedis- 

ta / segimdos depois de salUtr de um avíao sejii dada pela 

equaqao u= 190(1 

(a) Faga o grálico de v versus i. 

(b) Ca Ecuiando u m ] i m i le apropri ado. m osi re qu e o gráfi Co 
dé r vevsas t LeEii uma assímota hori/.onial t; - r para 
uma consiante c apropriada. 

(c) Qual é o síatfi licado físico da constante c ein (b)? 

■ 160, A populagáo p dos EUA no ano t pode ser inodclada (em 

miíhoes) pela lungáó 

50371,7 

~ 151,3+181 M(k “ft»l6.»(r-199» 

(a) Com base nesse modeío, qual foi a popula^áo dos EUA 
em 1950? 

(b) Faga um gráfico de p versus f para o periodo de 200 
anos que vai de 1950 até 2150, 

(c) Caleu 1 ando umlimite apropriado, mostre que o gráfieo 
de p versits t tcm uma assíntota hcjri/ontal p - r para 
uma constante c apropriada. 

(d) Qual e o signiticado da constante c em (b) para a previ- 
sáoda popula^áo por meio desse mtxielo? 

61. Suponha que /(v) denote uma fun^áo tal que 



Q que pode ser díto sobre os limites 

lim /(Jt> e lim /U)? 

A' —> +'S- X —► — * 

62» (a) Suponha que f(x) denole uma funijáo tal qtie 

lim /(r) = L 

O qiie pode ser dito sobre o limite 

lim /(?)? 

(b) Supon h a qu e /(.v) denote uma fungao tal qu e 

íim f(t) = L 

i -+ —» 

O que pode ser dito sobre o limite 



63-70 Enco n t re os 1 i m i l es. 



lim 

.X + 5t 


u + iy 

X x 




67 » 


lim 

.X' —'*■ X 


(jr -1 ) v 

X ,v 


64. 


lim 

x -> 


l-V -F í \ x 



fjc- ir 

68» hm —-- 

-T—-X j.v|'- 


69» lim f.x + “ Y 70, lim fjx| + “^ 

x -+ t» \ x i *\ x} 


71-78 Encontre os litnitcs. I.Sfijfp.í/íw: O rcsultado do Excrcfcio 62 
podc ser util ein algunsdesses 1 iniitcs»] 


71, 

lim (1 +.v) IAv 

72. 

iím (1 + x) ,/v 


x-f 0~ 


.¥ — o- 

73. 

lim (1 ~ a)'* 

74, 

lim (1 — *) l/v 


.1—>0" 


i—>0" 

75. 

lim (1 + 2x)^ T 

76. 

lim (1 + 2.v) Vr 


á-*0- 


X _s» Q- 

77. 

lim (1 — 2.v) Vv 

78, 

Hm {1 ~ 2x) iiX 


x — 0~ 




79-64 A no^áo de assíntota pt.>de ser esten.di.tla para ineluir curvas 
nao necessariamenEe retas. Espceifícainetue, di/ctnos quc as cur- 
vas y = f(x) e y = g(x) sáo assintéticas quando x —> +« se 

lim [f(x) “ g(x)J = 0 

X -+ + * 

e üsxintóticnx íjittnido x —? —qo se 

Um [./(.v) - gOr )] = 0 

V -> —X 

[nformalmente» duas cnrvas sáo assimdticas quando x —> +^ su 
pennanccereni táo próximas quanio queiramos para valores suíi- 
eiemememe grandes de .v, Analogámenle, duas curvas sáo assin- 
tótieas quándo x —> -íx> se permanecerern táo próximas quánlo 
qneiramos pam mímeros negativos x de tnagnitude suhcientemen- 
tc grande. Porcxcmplo, se 

/Ú) - -V- + J—j- e g(.v) - .V 2 

entao y = f(x) é assintótica a y = g( x) quando x —> h-^o e quando .v 
- r x- 1 . pois 

lim l/(.v) - gú)] = lim —o- = 0 

.1 —► + x X —► T V — ! 

iim [f(x) “ gCr)] = lim —~ - 0 

Esse comportamento assintótico está ilusirado ua figura seguinte» 
que também mostra a assfntotü venical de fix) em x— L 



Nesses exercfcios» deiermine uma fun^fio g(x) mais simples, tal que 
y-f(x) scjá assintólica ay - g(x) quando x —> +ou ou x —> - Use 
um lecurso gráíico para gerar os gráticos dc y = fix) c de y = g(x} e 
identifique todas as assíniotas vcilieais. 
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079. /(.v) = 
Hsi./(.v) = 


A - 2 - 2 
,v -2 
-A 3 + 3a 2 + A - 1 
A - 3 


B80./(*) = 


X 3 - X + 3 


V 


B«L/C*) = 




v ' - X 3 + 3 


x 2 — 


B 83, f(x) — scri x + 


x — I 


- x 2 + 2 


,v 


-3 


x- 1 


%/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSAQ 2.3 


I. (a) “3 (b)-oo (c) — ( (d) 0 (e)+™ (f) 5 (g) 0 2. (a) 1 (b)naoexSste (c) e 1 3, (a) 9 (b) — | (c) náo exisle (d) 4 

jLi 3 

4. /. e \ 2' c (0,5)' tcm, cada uma. uma assíntota horSzontal 


2.4 LIMITES (DISCUTIDOS MAIS RIGOROSAMENTE) 

Nas seqoes anteriores desie capitulo nos ocupamos com a descoherta de valores de limites, 
tanto pela amostmgem de valores selecionados de x eorno peía aplica^ao de teoremas de 
iimites que foram enuneiados sem provcL Nosso objetivo prineipal nesta se^cio é definir 
prechamente a no^ao de iimite, tornando possível, assinu estabeleeer firnites com exaüdao e 
provar teoremas sobre linutes. Com isso, também estaremos ohtendo utna compreensdo mais 
profimda de aígumas das pwpriedades mais sitris dasfun^oes* 


■ MOTIVAQÁO PARA A DEFINIQÁO DE LIMITES BILATERAIS 

A áíirmav'do lim^ ri f(x) - L podo ser interpLelada inrormalmenie eomo signííieando que t> 
valor de /(_v) pode ser lomado tño próximo quanio queiramos do número reaí L, bastando 
para isso lomar valores de x suíleiememente próximos de a. Nosso objeiivo e lornar as 
írases '4ao próximo quanio queiramos de L” c ‘ suíicieniemente próximo dc a’’ maiemaii- 
camenle precisas. 

Para isso, considere a funvao / esboqada na Fígura 2.4. ]a, para a qual f(x) —> L 
quandü x -+ a. Para siinplificar a visualiza^áo, desenhamos o gráfico de ./ como sendo 
crcsccmc em um intcrvalo aberto contcndo a c delibcradamente colocamos um buraco no 
gráfico sobre o ponto x = a para enfali/ar quc / nao precisa estar definida em x = a para ler 
um Hniitc ncsse ponto. 



Figura 2.4+ 



i 

L + e 

< y 

> = /w _ 

J í 1 
L 

- - 

1 

L-e 


1 

1 

1 

X 


X iy íi 

i- • - 

r x | 


(c) 


Em seguida, escolhamos qualquer númcro positivo c e perguntemos quao próximo deve 
éstár x de a pura gurantír quc OS valores de f(x) caium a uma disiáncia inferior a e de L Agora 
podemos responder ísso geonictncamcntc tra^ando rctas hori/cmtais a partir dos pontos L + e 
e L - é do eixo y tné encontrarmos a curva y - f(x\ c entao tracar retas verticais a partir desses 


pontós da curva atc o eixox (Fígura 2.4.1/;). Como indicamos na figura, sejarn x, c x, os dois 
pontos em que as retas veriícais cortatn o eixo x. 

Agora imaginemos quex se aproxima maís c mais de a (dc quaiquer um dosdois lados). 
A partir de um certo instante, x estará demro do intervalo (+,, x,), que está destacado com cor 
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na Figura 2A.lc; quando isso otorrei; o valoi de f(x) eairá enire L - e e L+ e, que deteimi- 
nani um intervalo destacado com cor na figura, Assim, podemos concluir: 

Se /f vj — > L qmndo ,v —> a. entao pam quaíquer númew posiíivo e podemos enconrrar 
nm inrervafo aherto f.v 0 , ,v,) no eixo x que contém o ponro a e que tcm a propriedade ée 
que y para cada x nesse imervaio f exceto possivelmentepara x = a) t o vaíor de f(x) está 
entre L — e e L + é. 



f^~S —¿5- -=►! 

—í-' hz -* 

a-o a a + o 

Figura 2.4,2 


C) que é importante sobre esse rcsultado ¿ que eíe c válido independenteniente dc 
quüo pequcno se tomar e. Coniudo, tomando é cada vcz mcnor forga f(x) a íicar cada vez 
mais próximo de L % que é precisamente o conceito que cstávamos tentando captar malerna- 
tícamenle. 


Observe que na Figura 2.4.1 c o intervalo (x f|í x,) se estende mais para o lado direito de 
a doque para o lado esquerdo. Conludo, muitas vezes é preferível dispor de um intervalo 
quc se estenda a mesma distáncia para ambos os lados de v/, Fara isso, escolhanios qualqucr 
número posilivo 8 que seju menor do que ambos x t - a e a - e eonsideremos o intervalo 
(a - S, a + 6). Esse íntervaio sc estende á mesma distáncia 8 dc ambos os lados dc a e cstá 
dentro do íntervalo (x r5í X,) (Fígura 2,4,2), Além disso, u condiqao L - é < f(x) < L + e valc 
para cada x desse iiitervalo (exceto t possivelnieute, x = a) t já que essa condigao vale no 
intervalo maíor (x () , .v,), 

Conu> a eondigáo L e < /( x) < L + e pode ser expressa eomo 


\f(x) - L\ < é 

e a condígáo cm que x está situado no intcrvalo (¿7 - ¿S, a + 8 ), mas x ^ ¿7, pode scr expicssa 
como 

0 < |x —■ a\ < & 


somos Íevados á deíinicáo precisa de limite bilateral a seguir. 


As detini^óes de limfles laterais exi* 
gem adaptagoes mínimas na Defini- 
cáo2.'1,1, Por exempfo, para um üimite 
pela direita basta supor que f(x) es- 
tejá definida em um intervafo (a. í>) 
que se esiende á direiia de a e que 
a condiíáo r- se|a satisfóita por quai' 
quor.v do iíitervalo a < x < ü + 5 que 
se ostdndo á díreita de a. Uma adap- 
ta^áo semelhante déve ser feíta para 
limites pela esquarda. 


2AA, í)EF1Nk;áo pe limite Seja/( x) deíinida em lodoxde algum inlervalo abeilo que 
contenha o numero a, com a possívcl exceeáo de que f(x) náo precisa cstar delinida em a , 
Escreveremos 

lim f(x) = L 

.V —»a ’ 

se, dado qualqucr número e > 0, pudermos eneontrar um númcro 5 > 0 tal quc 

|/(j0 — L\ < e se 0 < \x — vj| < & 


Essa definigáo, que c atribuída ao matcmático alcmao Karl Weierstrass c é conhecida 
como a deíinÍQáo “épsilon-delta^de limite bílateral, estabelece a transigáo de um conceito in™ 
formal de limitc para uma dcíinigáo prccisa. Especiñcamentc, á trasc informal 4t táo próximo 
quanto queiramosde L" alribuímos um sentidoquantilativo pela nossa hábilidáde de escolher 
arbitrariaincníc o númcro positivo é, c a frasc "suhcientcmcníc próximo de a ” é quantiltcada 
pelo número posítívo 

Nasegáo preeedcnte, ilustranios váríos métodos numéricos e gráíicos para adivinhar Umi- 
tes. Agora qne lemos uma deíinigáo precisa para trabalhar, podemos eoníirmar, de fato, a vali- 
dade daqueles palpites com prova matemátíca. Aqui está um cxemplo típico de uma taí prova. 


► Exempio 1 Use a Definigáo 2,4.1 para pravarque lim (3x — 5) = í, 

2 

Soíu^ao Devetnos mostrar que T dado qualquer numero posilivo é, podemos encontrar um 
número positivo 5 tal que 

| (3,v - 5) — I | < é se 0 <:|jc — 2 ] < 8 (I) 

fix) L a 
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Há duus coisas u fuzer* Priineiro, devemos descohñr mn vulor de 8 qué sustenie essu uíirmu- 
gáo e, entáo, pnmtr que a ufirmagáo c5 válida para aquele ñ. Para a prinicira partc, comegamos 
por simplificar e escrevcr {1) eomo 

|3a' — 6| < é se 0 < \x — 2| < S 


A seguir, vamos reescrever essa alirrnaQáo em uma forma que irá lacíliiar adescoberta de um 
8 apropriado: 


( 2 ) 


3|a — 2¡ < e se 0 < |a ~ 2| < S 

|a — 2| < í/ 3 se 0 < [jc — 2| < £ 

Deveria ser evidenle por si só que essa última afirma^áo eslá assegurada quandod = u 
qual completa a purtc da descohcrtu dc uosso trabalho, Agora, prccisamos provar quc {1) é 
válidu pura cssu cscolhu dc 5. Porcm, a uíirmativa (I) c equivalentc á (2), c (2) sc veriíica com 
8 - r/3, portanto, (1) se verifiea tanibém com 8 = e/3, Isso provu que lim (3a - 5) = I f < 

x —* 2 


Este exemplo iíustra a íbrma geral da prova de um linnite: Aámitimos puo nos é dado um número positivo c, 
& tentamos prüvar ser possível oncontrar um número positivo tí. tal que 

|/(a) - /,| < I? se 0 < §-fd <á (3) 

Isso é leito em prrmeiro íugar descobrindo-se 6, e entáo provando quo o 8 cfssooborio íunciona. üma voz 
que o argumento íem de ser bastante gerat a fim de valer para todos os valores do t positivos, a quanti- 
dade &deve ser expressa como uma íurrcáo de <=, No Exempb 1 ■ encontramos a funcáo 5 = e/3 por at- 
guma áfgebra slmples; contudo, a maioria das provas de limite requer um pouco mais de engenhosidade 
lógica e algébrica, logo, se o leitor achar nossa discussao resultarrte das provas desafiadora, náo 
venha a se desencorajar; os conceitos e as téonicas tém dificuldades intrinsecas. Com efelto, o entendi- 
mento exato de limites iludiu as meíhores mentes matemáticas por mais de 150 anos após a descoberta 
dos conceítos básicos de Cálcuio. 


► Exemplo 2 Prove que lim fx = 0, 

x —^ 0 T 

Sofugüo Observc quc í) domfnio de é 0 < x, porlanto c válido discutir o liinite COm 
x —> 0 . Dcvcmos mostrar quc, dado t > 0 T cxístc uin § > 0 tul que 

| sfx — 0[ < é sc 0 < x < 0 + 8 

ou, simplificando: 

Va < é se 0 < x < 8 (4) 


Karl Weíerstrass (1815-1897) Weierstrass, filho de 
Lim oíicial alfandegárío, nasceu em Ostenfelde, Ale- 
manha. Quando jovem. Weierstrass mostron notável 
liabíJídade cm tfnguas e Matemática. Porétn. pressio- 
nado pelo pai dominador, emrou cm um programa de 
leis e comércio da Universidade dc Ronn, Para des- 
gosto da família, o teiinoso jovem concentroti-se em esgri- 
mar e beber ccrveja. Quatro anos mais tarde. voltou para 
easa sem nenhum título. Em 1839* entrou na Acadcmia de 
Miinster para obter n m títtilo em ensino médio e aí eonheceu 
e cstLidou sob a oricniatjáo de um cxcclente matemátíco, cha- 
mado Christof Gudermann, As idéias desse matemático live- 
ram grande ¡nfluéncia no trabalho dc Wéierstrass, Após receber 
seu diploma de liceneiatura, eie passou os 15 anos seguintes 
lecionando alemáo, Geografia e Matetnátiea em Liina escola 
dc ensino mcdio. Além dísso, ertsinava caligraña para crian- 
^as. Durante esse período. muiro do trabalho niatemátíco de 



Weierstrass foi ignorado, pois era um professorde ensino mé- 
dio, e náo uníversitário* Entáo, em 1854. ele publieou um ar- 
tigo da maíor importáncia, causando sensagáo no inundo ma- 
temático c dando-lho da noíte para o dia fama internacíonal. 
Ele recebeu imediatamente um doutorado honorário na Uni- 
versidade de Kiinigsberg e comegou uma nova carreira uni- 
versitária, lecionando na Universidade de Beriim, em 1856. 
Em 1859. o csforgo dispcndido nas pesquisas matemáticas 
eausou-lhe um colapso iiervoso temporário e levou-o a sur- 
tos de vertigens que o aeompanharam pelo resEo de sua vida, 
Weierstrass era um professor brílhante, e suas aulas ñcavam 
sempre lotadas. Apesar de sua fama. ele nunca perdeu seus 
hábitos de bebedor de cerveja, estando semprc na eompanhia 
de estudantes, hrílhatites ou náo. Weierstrass foi reconhecido 
como um grande nome mundial em Análise Matcmática. Ele 
e seus estudantes abriram camínho para as escolas modcrnas 
deAnálise Matcmátíea. 
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O limite pel-a esquerda e o limiie bi- 
laiefal no Exemplo 2 nio exisiem em 
x — 0 porque o dominio de Jx náo 
inclui números á esquerda de 0. 


Mas, elcvando ao quadrado ambos os lados da desigualdade Jx < podemos reescrever 
(4) como 


x <r se 0 < x < 8 


(5) 


Deveria sci’ evidente porsi sbquc (5) c vcrdadeíro sc c uma vez quc (5) c a reformula- 
Qao dc (4), mostramos que (4) é vdlida com o = ^, Isso prova que lim _ T +fx = 0. ^ 


¿i — é fd - ¿ | ¿v 


-H-F- 

£4 + Ó f £/ + O 


V 


Fígura 2.4J 


■ O VALOR DE ñ NÁO É ÚNIGO 

Prcparando o próximo cxcnip1o t notamos quc o vaJor dc 5 na Deíiníqao 2.4.1 nüo c único; 
unia ve/ cneomrado um valor de 5 quc prccncba as cxigcocias da dcfinígao, cntao qualqucr 
numcro positivo 5, mcnor tambeni cumprira aquclas exigencias. Isto e> se é vcrdadc quc 

\f(x) — L\ < € se 0 < |x — fj| < í? 

entao também será verdade que 

\f(x) — L\ < € se 0 < \x — a \ < 

Isso porque | v : 0 < |.v — a\ < 6,} é unt subconjunto dc {.r : 0 < |.v - a\ < 8} (Figura 2.4.3), e 
portanlo, se |/ (x ) — L\ < f e salisfeita para Lodo x no intcrvalo rnaior, entSo seiá automati- 
camente satisfeita para todo x no subconjunlo. Logo, no Exemplo 1, onde usamos £¡ = £/3, 
poderíamos ter usado valores nienores de 8 t tais como 8 -é/4, 8= e/5 ou 5 = e/6. 


► Exemplo 3 Provc quc lim x 2 = 9. 

.i' —> 3 


Soluqao Devemos mostrar que f dado qualquer número posítivo, conseguimos eneontrar 
uni núntero positivo 8 lal que 

\x 2 - 9| < e se 0 < \x - 3| < 8 (ó) 


Como \x - 3| ocorre no lado direito dessa “aiimialiva se”, será úlíl fatorar o iado esquerdo 
para introduztr uin fator \x - 3|. Isso resulta na seguime forma alternativa de (6): 


x + 3\¡x — 3j < € se 0 < |jc — 3] < 8 



Caso o leitor se pergunte como foi 
obticfa a. restripáo S < I, em vez de 
& < 5 ou S < | p por exemplo, a res- 
postá é simpies: ] é somerae unta 
escoiha convénienie. pois qualquer 
restrfoáo dá forma 5 <. c teriá funcfo' 
nacfo iaualmente bem. 


Quercmíis limitar o l’ator \x + 3|. Se soubéssemos, por exempkx que 8 < L entao teríamos 
- 1 < x — 3 < L portanto, 5 < x + 3 < 7 e, conseqííentemenle, [x + 3| < 7. Assiin, se 8 < 1 e 
0 < |.\ -3| < 6, entño 

\x + 3\\x - 3| < 18 

Segue quc (7) estará satisfcita por qualquer 5 positívo tal que 5 < 1 e 7á <e, Isso podc 
ser obiido tomando 8 como o mínimo dos nümeros I e € /7 } que costumamos denotar por 
5 = min(i, í/7). Isso prova quc lim x 2 — 9. ^ 


■ UMITE GIIANDO x -+ ioc 

Na Seqao 2.3> discuiimos os limitcs 


lim f(x) = L e lim /( x) = L 


X —> +3C 


de um pomo de vista imuitivo. Interpretamos a prinieira afirmacao como significando quc os 
valores de f(x) ficam táo próximos quanto queiramos de L quando .v eresce sem parar; inter- 
pretamos a segunda aíirmagao eomo signilicando que os valores de f(.x) fieam tao próximos 
quanto queriamos de / quando a decresee sem parar. Essas idéias sao eaptadas mais precisa- 
mentc nas dcfiníqóes a seguire ilustradas na Figura 2,4.4, 
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2,4.2 ]h:finh;\o Seja f(x) deíinida em lodo a j de ulgum inierválo aberto inímilo, o quaí 
se cstende no scnüdo positivodocíxox Escrcvcrcmos 

lim f(x) — L 

X “+ +& ' 

sc t dado qualqucr numcro e > 0. houver um correspondeme número positivo N, tal que 

|/(jr) — L[ < 6 SC jc: > jV 


2,4,3 íjehmcáo Seja f(x) definida para lodo x de algum intcrvalo abcrto mfinito, o 
qual se estende no sentido negativo do eixo x. Escreveremos 

lim /( x) — L 

X -5C 

sc\ dado qualqucr número f > 0, houver um corrcspondcnlc número ncgalivo N, tal quc 

\ f(x) — L\ < é se x < N 


Para vcreonto cssas dcflmqtX's sc reíacionam com os nossos conceilos inlbmiais desscs 
iimiies, suponha que f(x) —* L quando —>-K» t e para um dado <= seja N o número positivo 
dcscrito na Dcünieao 2.4.2. Se Ibr pcrniilido v crcsccr sem parai; cntao x ira cnirar no inter^ 
valo (N, o qual csUi marcado mais claro na Figura 2.4,4^: quando ísso acontccer, os 
valores de f(x) cairao enlre L — c e L 4- marcado maís escuro na ílgura. Uma vez que tsso 
6 váíido para todos os valores dc € (nao importa quao pcqucno), podcmos torqar os vaiorcs 
de f(x) a íicar táo perto de L quanto quisermos, fazendo N suficieniememe grande. Isso está 
dc acordo eom o nosso conccilo ínformal desse limite. Analogamente, a Figura 2.4.4/? iluslra 
a Definigáo 2,4.3. 



Figura 2.4.4 


► Exemplo 4 Prove que lim — — 0. 

+ r - x 


Solu$a& Apíicando-sc a Deli n iqáo 2A2 com /(x ) = l/.vc /. = 0 t devemos mostrar quc t dado 
€ > 0 f conseguimos cncontrar um númcro N > 0 lal quc 




< e se x > N 
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(«) 



C¿>) 


Figura 2.4 J5 


Com.o jc— >+oo> podcmos suporqtic,r > 0. Logo, podcmos climinar os valorcs absolutos ncssa 
aíirmagao e a reescrever como 


1 


x 


< ¿ se x > N 


ou, toinando os recíprocos. 


x > - se x>N 
e 


(9) 


É evídeme por sí sóque N = i/e satisfa/ essa cxigcncia» e como (9) 6 equivalenie a (8) para 
x > 0, a prova está qompleta. 4 


■ LIMITES INFINITOS 

Na Se^íio 2.1, discutimos do pontó de visla íntuitivo os seguinie lipos de limites: 


lim f(x) — -fx, 

v —> a 


lim f(x) — —x 

.t -H* f| ’ 


lim f(x) = +-x, 

X -+ U + 

Üm f(x) ~ +x t 


lim f(x) — —x 

X -*i¿ + 

lim f(x) —x 


( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 


X —*Ü 


x —► tl 


Lembre que cada uma dcssas expressdcs descreve uma maueira particuiar na qual o limile 
nao existe. () +oo índicaque o linsite naoexiste porquef(.\)cresce sem coLa, c -oo indica que 
o liniitc nao exLste porque f(x) deeresce sein cota. Essas ideias estao captadas mais precisa- 
ntcntc nas definiqocs a seguir e ilustradas na Figura 2,4.5. 


2-4*4 i>r:nNiqÁO Seja f(x) definida em lodo x de algum íntervalo aberLo contendo a, 
exceto que f(x) nao precisa c.star defmida em a. Éscrevcremos 

!im f(x) — +x 

X <■ ü 

se, dado um número positívo M quaiquer, puclermos encontrar um número S > ü, tal que 
j (x) satisfaz 

f(x) > M se 0 < | x “ a\ < 6 


2.4.5 ijke íNtq Áo Scja j(x) dctinida para todo x dc algum intcrvalo abcrlo contcndo a, 
com aexcegao de que fix) nao precisa csiar deflnidaem a> Escrcvcrcmos 

lim f(x) = -x 


X -> ü 


se, dado um númcro ncgativo M qualquer, pudcrmos cncontrar um número § > 0> tal que 
f(x) saiisía/ 

j ix) < M se 0 < | x - a\ < 5 


Como o lortor deíiniria: 

Ehn / ix ) = lim f(x) = 

A' —> tt 4 A->tf + 

lim /(j) = +* liiü f(x) = 

A —> — Jf ' 


ÍÍEti f{x) = -f-c lim fix) = 
x —* x —*■ +■+ 

!im f(x) = +tc lim f(x) — 

X -cc- j -► ■ i 


— -x- 

— 

— XI 


Para ver como essas deñnigoes se relacionam com os nossos conceitos ínformais 
desses limites, suponha que f(x) —> +oo quando x —> a, e que para um dado M seja 5 
o número positivo correspondente, descrito na Definígáo 2.4.4. A seguir, imagine que \ 
aproxima-se eada ve/ niais de a (por qualquer lado). Entao, x entrará no ímervalo (a - 5, 
a + d),o qual está marcado mais claro na Figura 2.4.5tf; quando isso acomecer, os valores 
de f(x) serao maiores do que M, marcado mais escuro. Uma ve/. que isso e válido para 
qualquer valor positivo M (nao importa quáo grande), podemos forcar os valorcs de f(x) 
pam quc sejam tao grandes quanto quiscrmos, fa/cndo-sc x suficicnlcmcntc pmximo de a. 
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Isso está áe acordo eom o nosso eonceiio informa! desse limiie. Ánalogamenie t u Figura 
2.4.5^ ilustra u Definiqáo 2*4.5. 


I 


► Exemplo 5 Provequc lim — = +x, 


■V—'0 X 


Soiugfiú Aplicando a Dcfini^ao 2,4*4 com /{.v) - 1 /x 2 e íí = 0, dcvcmos mosirür que, dudó 
um nüniero M > 0* conseguimos eneontrar üin número 5 > 0, tal que 


—?> M se 0 < | x “ 01 < 8 


X 


(13) 


ou s lomando-se o reeíproco e simpliíicando, 

1 


x 2 < — se 0<Lv|<5 
M 


(14) 


Mas T x 2 < 1 !M se \x\ < 1 Í\ÍM, logo S = I / \ÍM satisfaz (14)* Uma vez que (13) é equivalente 
a (14) f a prova está eompleta, < 


EXERCÍClOS DE COMPREENSÁO 2.4 [Verpágina 143para respostas.) 


L A deiini^áo de lirnite bi laierai afirma: iim r _,.. f(x) = L se. dado 

qualquer numero . exisiir uin raúmero ._ . 

tal quc \f(x) -1\ < e sc _.. 

2* Encontre o maior intervaio aherto ccntrado cm v = 1, tal quc. 
paia cada x no intervalo. f(x) csiá a mcnos de c unidades de 
/CD -5* 

(a) f(x) =x + 4, e = 0,01 
(h) f(x ) = 5x , í = 0,02 
(c) /(x) = 3x 2 + 2, í =04212 


3* Suponha que £ seja um numero positivo qualquer Encontre o 
maior valor de 5. tal que \5x — 10 < £ $e 0 < \x — 2\ < §. 

4. A dcítnigüo de limite cm afínna: ]im, ^ f(x) - L se, dado 

qualquer núniero __. existir um niimero positívo_ 

_tal que |/(jc) - L\ < € se__ _ . 

5* Enoontre o menor número positivo t\\ tal quc. para cada x > AL 
o valor de f(x ) = I/ y* está a menos de e unidadcs de 0. 

(a) í = 04 (b) e = 0,0! (c) € = 0 t 00l 


EXERCÍCIOS 2*4 0 Reeurso Gráfico 


1, (a) Encontre o maior intervalo aberto. eentrado na origem do 
cixox, tal quc. para eada ponto x rto interva¡1o, o valor da 
fungáo f(x) = x+ 2 nao esteja tnais longe do que 0,3 unida- 
dc do numero /(0) = 2, 

(h) Encoritre o maior intcrvalo abcrto, centrado no ponto x — 

3, lal quo. para cada ponlo x tto ituervalo. o valor da fungáo 
flx) ~ 4x - 5 náo esteja mais longe do que 0,0 ! unidade do 
número /(3) = 7. 

(c) Encontrc o tuaior intcrvalo abcrto, ccntrado no potuo x = 

4, ial que, para cada ponto xdo tntervalo. o valor da t’un^áo 
f(x) = x 2 náo csteja ntais longe do que 0, 001 unidade do 
Eiúmero /(4) = 16. 

2* Em cada itcni, encontrc o maior intervaEo abcno. centrado no 
pOiHO x = 0, tal qüe* para cada ponlo x do intervahx o valor da 
l'unQfio f(x) - 2x +3 náo esteja maís longe do que e unidades do 
numcro /(0) = 3. 

(u) ^ = 04 


3* (a) Encontre os valores de x.¡ e v, na figura anexa. 

(b) Encon trc um n ú mero pos i t E vo f>, tal que Iv^ “ 2-| < 0,05 se 
0 < \x - 4| < 5. 



NQo repte.Hvuhtdíi ettt esctiUi 

Figu ra Ex-3 


(b) í = 0,01 


(c) í = 04)012 
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4* (a) C nc on i re os v alores de .v (l e .v, na ñgu i L a abai xo. 

(b) Encontro um número positivo tal quc |( !/_v) - 31 < G.l sc 

0<lx- I|<S. 



Nño tepresentüdü em escakt 

Figura Fx-4 


5» Gcrc o gráfico c!c f (x) = x* - 4v + 5 com um rccurso grtifi- 
co computacional c usc-o párá cucoairar um nümcro S» uil 
quc |/{.v) ^ 2| < 0,05 $e 0 < |-v — l| < S. [Sugestáo: Mostre 
quc a desigualdade |/(.v) - 2| < 0,05 pode ser recscríta eonio 
1 ,95 < x — 4,v + 5 < 2,05 c esüme os valores de jc para os 
tjuiiis x^ - 4a' + 5 = 1,95 e x* - 4x + 5 = 2,05. ] 

6, Use o método do Exercfcio 5 para encontrar uin nuniero 5, tal 
que 3 \/5x + 1 — 4| < 0,5 se 0 < \x - 3| < S. 

42. Süja /(.v) = jt -f com L = 3im, L /(.v) e lomc € = 0,2. 
Use um recuiso gráfko e sua operagaode ua^ar retas para 
encontrar um número positivo £, tal que \ f(x) — L | < e se 
0 < \x - I[ < 

--- 8. Seja f(x ) = (sen 2v)/.v e use um recurso gráñeo para conjeciurar 
o valorde L ~ Iim A _ >(t /’(.v). Agora tome € - OJ e use o recurso 
gráñco c sua o|x i mcao de tragar retas para cncontmr um núme- 
ro positivo í>, tal que |/(a') “ ¿¡ < c se 0 < \x\ < S. 


9-16 Sao dados utn número positivo e e o limite /- de uma Irim 
gáo / no ponto íí. Encomre um ntimcro 5, tal que |/(.v) - / | < t 
se 0 < | v - a\ < &. 

9, iim 2.v = 8; f = 0J 10, lim (5x - 2) - B; é = Ü,0í 

j. 1 4 .t 3 

.v'- — 9 

11. hm -— = 6; e = 0,05 

x-* i x — 3 

4.v 2 ~ I 

12. lim ———- = —2; e = 0,05 

j-+ -1/2 2.V + 3 

13. iitn Jf* = S; f = 0,00! 

.t-í 2 

14. litn yr= 2; e = 0.001 

JV-t-4 

15. !im - = / f =0,05 16. lim |.v]=0; f = 0.05 

.V — í X 5 X ~* 0 


ENFOCANOO CONCEITOS 


17, Suponha que fix) seja uma fun^So e quc. para qualqucr ^ > () 
dado, a condiQüo 0 < | v — 4| < c/5 garanta qtte |/(a) - 5\ < f. 

(a) Qual c o liniitc dcscrito por cssa atírmacao? 

(b) Oncontre um valor de ¿L tal que 0 < | x =4[ < S garanta 
que |10/(,v) ™ 30| < 0.005, 


1S, Suponhü que f(x) e g(x) sejam lunqoes e quc. para qualquer 
6 > 0 dado. üs condicoes seguintes valliam: 

(i) Sc 0 < [x - 3| < €", entao \f(x) - 7| < £, 

(ii) Sc 0 < l-v - 3\ < min(1 /2, e/8) t entao ^ú) - 5| < e, 

(a) Quais sao os limitcs descritos por cssas duas atirma- 
gdes? 

(b) Eíiconlrc um valor de 6, tal que 0 < \x - 3| < $ garanta 
que |3/U) - 211 < 0,03. 

19. Suponhaque f(x) seja a fun^áo do Exercício 17. Encon- 
tre um valor dc 8 . lal que 0 < |.v - 4] < & garanta quc 
110/(.v) + 2.v - 38| < 0,01. LSttge'jiáw: Pola destgualdade 
trianguíar, 

|(10/W-30) + (2jc-8J| 

< [10/ú) — 30] + |2,v — 8| I 

20, Suponha que f(x) e g(.v) sejam as funqoes do Exercícío 18. 
Enconlré um valor de 5, lal que 0 < \x - 3] < B garanta que 
|3/(.v) + #(.v) - 26| < 0,06. [Sugesráo: Pela desigualdade 
tiiangular. 

|(3/(x) — 21) + (gCv) — 5)| 

< Pf(x)-m\ + \g(x)-5\ j 


21-26 Use a Dctítiigao 2.4.1 para provar quc o iimíte dado está 
correto. 

2!, lim 3 a = 15 22, lim (7.v + 5) = —2 

x —*■ 3 .v —> — I 


2.Í 5 + x 

23. lim -- = 1 

x -> 0 X 


24, 13 m 


a 2 - 9 


25, íim /(.v) ^3, onde/(.*) = 

j—* i 


26, lim f(x) ~ 5, onde f(x) — 

-v -* 2 


J -3 

x + 3 

x + 2, 

x + 1 

10, 

x = I 

9 - 2x , 

a/2 

49, 

.v = 2 



ENFOCANOO CONCEiTOS 


27, (a) Mostrequc 

|(3x : + 2x- 20) - 300| - 13* + 32| ■ |.v - 10| 

(b) Encontic um ntimero quc seja maíor do que |3.v + 32] 
para cadajrque satísfaga jjr - I0| < I. 

(C) Pl'ccuc ha a s 1 ac li n as para Cn mpléla r a prava d e qu e 

liin [3,v 2 + 2.v - 20] = 300 

jf-—^ 10 

Suponha t¡ue £ > 0. Tome ñ = min(t,_) e supo- 

nha que 0 < |.v - I0| < 8. Entao 

](3x 2 + 2x - 20) - 300] = |3* + 32] ■ |* - 10] 

<_• |* - 10| 

< -_ ■ _ 

= € 


28. (a) Mostre quc 



3a + 1 


12 

3x + I 
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(b) Existc íilguiu numero quc seja maiordo quc | \2f(3.\ +■ I)] 
piira cadax lal quc |.v— 2| < 4? Sc niio cxistir, cxpliquc; 
sc cxistir, cncomre um desscs níímcms. 


(c) Ex i ste aIg u m mi mero q ue sej a inai or do q ue | [ 2f{3x + í) | 
para Cáda x lal que [x - 2\ < I ? Se iiao existir, explique: 
se exístir, enconire urn desses minneros. 



Preencha as iacunas para compieiar a prova de que 


lim 

t 2 


2S 

.lv + I 



Suponha que e > 0. Tome 8 = mín( I T , 
nha t|Lie 0 < |.v - 2 | < ft. Entao 


l.v 

¡-V 


_) e supci' 


28 1 


12 

3.v + I 


3.v + 1 


“ 2 | 
— 21 


< __ 
= f 


29-34 Use a Deíinigáo 2.4.1 para provarque o liinite dado estíí 
coneto. 


29, 

lim 2 x 2 = 2 

39. lim (x 


J -> t 

v -> ,í 

31, 

lim —— = —1 

32, hm 


v-> -2 X + 1 

jr -> 1/2 

34, 

lim */x = 2 



v->4 


34, 

Nm f (x) = 5, onde f(x) 

X ■—>-2 

9 - 2x. 
~ Í3*-l. 


2x + 3 


= 8 


35. (a) Enconhar o menor número positivo N, tal que, para eada 
pomo x no intervalo (N, + >~), o vaiorda fungao f(x) =l/.v" 
nüo esleja maís longe do quc í), I utiidadc de L = Ü. 

(b) Encontrar o menor númcro positivo A ; , tat quc. para cada 
ponlo .t no intervalo (N. +^), o valor da funcao f(x) = 
,v/(.v+l) nao esteja mais ionge do que 0,01 unidade de L = I, 

(c) Encontrar o maior numero negatívo N, tal que, para cada 
ponto .v no íntervalo (-fXí. N), o valor da i’ungao f(x) - l/j' 
nao esteja inaís longe do que 0,001 umdade de L = 0. 

(d) Encontmr o maior número ncgativo N, tal quc. para cada 
pomo x no intervalo (-^, jV), o valor da l ungfio f(x) = 
x/(x +1) náo cstcja maís lougc do quc 0,01 unidade dc L = 1. 


36. Éni cada paiie. encontre o menor núinero positivo N. tal que. 
pai'á cada ponto x no intcr\ ato (A\ +■“■-+ a funqao f(x) = I /.v' 1 
nao esteja mats ionge do quc € tmidades do niuucro L- 0. 

(a) € = 0.1 (b) e ^ Ü,U .1 (c) e = 0.001 

37. (a) Encontrar os valores de .v, e x 2 na figura a seguir. 

(b) Encontrar um míniero positivo N, tal t|ue 


x 


- 1 


< é 


\ + x 2 

para x > N'. 

(c) Encontrar um número negativo N, tal que 


v' 


1 + a 


,2 


- s 


< e 


para x < N. 



Figura líx-37 


38. (a) Encontrc os valorcs de áj e v 2 na figura abaíxo. 
(b) Encon1 1 e 11 m n ü mc ro pos i t i vo N. t al quc 


l 


-0 


1 


^7 


< e 


para .v > N. 

(c) Encontre um número negativo A r , tal que 


I 




-0 


I 


yi 


< t 


para x < N. 



39-42 S ao dados um nümero positivo e c o limite L de uma fungáo 
/ em -k>+ Encontre iíhi número posilivo N t taJ que |/(.v) + ¿| < € 
se x > N. 


! 

39. lim — ~ 0j € — 0,01 
x-* +* ..r 

46, Um —— = 0; f = 0,005 

A + 2 

41 hm ——- = \; é = 0.001 

*“►+».* + ! 

42, lim ——4 = 2; e = 0.1 

v — +* 2 x + h 


43-46 Sao dados u m nútncro posiiivo € e o Uinite L dc uma lungao 
/ em . EncontTe um número negaüvo A; tal que |/(..v) - /,] < c 
se x < N. 


43, iim --- — 0; € = 0,005 

j— -* x + 2 

44, lini —s- = Ü; e ss 0,01 

.V “ic X- 

4x — ] 

45, lim -- = 2; e = 0J 

it - _w 2.v + 5 
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46* lim —— =l;e = 0,001 

x + 3 


47-52 Use a Defini^ao 2,4.2 ou a 2.4.3 para provar qtie o liiniie 
dado está correto. 



1 


í 

47. lim 


48. 

hm -=0 

.i — * -fx 

X 2 


■v -*■ +* x + 2 


4.v — 1 


X 

49* 1 i m 


50* 

lim -= 1 

X —> —X 

2.x + 5 


.v + 1 


2-/x 



5L lim 

~—■ =2 

52* 

II 

rt 

£ 

X —> +x 

yfx ~ 1 


,1' —> —’X 


53, (a) Encontre o maior imervalo aberto centrado na origem do 

eixo t, tal que, paia eada ponio x no íniervalo, díferente do 
centro. o valor de /(» = 1 /x z e maior do que 100, 

(b) Encomre o maior intervalo aberto, centrado no ponto \ = 
I, tal que. para cada ponto x do intervalo, diteiente de I. o 
valorda fungao /(a) — 1 /|.v — 31 e maior do que 1,000, 

(c) Eneomre o maíor iruervalo abeno, ccmrado no ponto x = 
3, Ud que, para cadá pouto x do imervakx di j’erentc de 3, O 
valor da fun^áo f(x) = -1 f(x - 3)“ 6 menor do qnc - í .000. 

(d) Encontre o maior intervalo aberto, centrado na origem do 
eixo v. tal que. para cada ponto.r do intcrvalo. difcrente de 
/ero, o valor de f(x) = -l/„v J é uienor do qne -10,000. 

54, Em cada pnrte, encontre o maior intervalo aberto, ceiHrado no 
ponto v= L tnl qne, para cada ponto.v do intervalo diferente do 
centro, o valor de /(.v) - 1/U - f)" é maior do que AL 

(a) M = 10 (b) M = 1,000 (c) M = 100.000 


55-60 Use a Deílnígáo 2.4.4 ou 2.4,5 para provar que o liniite 
dado cstá correto. 


55, lim 


1 


A -J (x-w 


- +* 


57* lini — 

.1 — > o | 


- +x 


56, Htn 




v-» 3 (x — 3) 2 
1 


= —oc 


58, lim - 

A - i \x - 


— +x 




60, lini — = +=c 

.v -> 0 .V 4 


61-66 Usc a observacao a» lado da Defmí^ao 2.4,l(página 135) 
para provar que o limiie dado está correto. 

61. lim (x + 1) = 3 62. lím (3x +2) — 5 

x->2 + i-+1 - 


63. lim yfx — 4 = 0 

jr —v 4"* 


64. lini = 0 

.v 0 


65, 


lim f(x) ~ 2,onde f(x) = 
2-' 



x > 2 
x < 2 


66* Um /(.v) = 6, onde f(x) 

jc-í-2" 



x > 2 
x < 2 


67-70 Escreva porexleiiso as definiqbes dos limices dados ao lado 
da Defijtigáo 2.4.5 (página 139) e use sna deflniqüo para provar 
que o límtte dado está correto. 


67* (a) lim-= — x 

x-* I — ,v 


68. (a) lim ~ = +x 

X 

69* (a) lim (x + I) - +x 

A' “ + --r- 

70* (a) Um (x 2 - 3) = +x 

X —> +‘J- 


(h) lim- = +so 

,V-> I - 1 — .V 


(h) lim — = —x 
x 

(b) lim (.v + I) = — x 
(b) lim (.r + 5) = — x 

X —> — 


71. Provc o resultado do Exemplo 3 sob a hipétese dc quc 5 < 2 em 
vez de 6 5 I. 

72* (a) Na Definlqüo 2.4.1. há tima condiqao rcqueicndo que f(x) 
esteja delinida em todo x de aiguni intervalo aberto que 
contenha a, com a exceqSo possivehnente em a. Qual é a 
íinalidade dcs$a exigSncia? 

(b) Por que lim x -Jx = 0 é uma afirmativa incorreta? 

(c) A afirniativa Jím. v _^o*oi \f* — 04 estácorreta? 

73* De aeordo com a lei de Ohm, quando uma voJtagem de V 7 
voíts é aplicada através dc um resistor com uma resistencia de 
R obms, Linia corrcntc dc I = ViR arripcrcs circula através do 
resistor. 

(a) Quanta correnle circula se uma voltagem de 3,0 volts é 
aplicada através de uma resisténeia de 7,5 ohms? 

(b) Se a resistcnda varia em ± 0,1 ohm c a voltagem perma- 
nece constante em 3,0 volts. qual é a variaqao dos valores 
para a Corrente? 

(c) Se a varia^ao da temperatura fizcr a resistencia vanar em 
±8 de scu valor de 7,5 ohms e a voltagem permanecer 
constante cm 3,0 volts, quais scrao os possfveis valorcs 
para a eorrente? 

(d) Sc a correnie náo podc vaiíar maís do quc e = ±0,001 atn- 
pércs a uma voltagem dc 3,0 volts, qual a variagao de ±6 a 
partir do valor de 7,5 ohms que é permilida? 

(c) Ccitas ligas tomani-se supercondutores quando suas teni- 
peraturas sc aproximam do zero absoluto (-273°C), signi- 
ficando que suas resisténcias tendem a/ero, Sea voltageni 
perinanecer constante, o que acontece com a correnie em 
um siipercondutor quando R —> () L ? 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 2.4 


I. í > 0; S > 0; 0 < \x- n| < 5 2. (a) (0.99; 1,01) (b) (0.99ÓI 1.004) (o) (0.98; 1.02) .1. 3 = e/5 4. c > 0; N; x > N 

5. (a) N = 100 (h) N= 10.000 (c)Af= 1.000.000 
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2.5 CONTINUIDADE 


Uma hola de heisehol nao pode desaparecer em atguni ponto para reaparecer ew otifro 
e contimtar seu movimento. Assim t percebemos a trajetórki da bola como uma curva 
sem interrupgdes, Nesta seqao vamos transfadar as “citrvas sem hiterntpgdes” para 
uma formuía^ao matemática precisa chamüda contimtidade e desenvoiver aígumas das 
propriedades fiuidamentais das curvas contínuas. 


m DEFINI9A0 DE CONTINUIDADE 

liUmíívamente, o gmfico de uma fungao pode ser descrito como uma curva coutínua se nao 
aprescníar qucbras ou huracos. Para íornar cssa ideía mais piecisa, precisamos emender quaís 
propríedades de uma fungao podem causar quebras ou buracos, Com rcfcrcncia á Figura 
2.5,1, podcmos vcr quc o gráíico dc uma lungáo lcm uma quchra ou buraco sc ocorrcr alguma 
d as scg u i n 1 c s co n d i goc S: 


* A funcáo / náo está definida em c (Figura 2.5, i ,a). 

* Ü limite de f(x) náo exisre quando x tende a c {Figura 2.5,1/?, Figura 2.5.1 c). 

* 0 valor da fungao e o vator do liniitc cm c sáo difercnles (Figura 2,5.1 d). 



Figtira 2,5.1 



Isso sugere a seguinte deftnigao. 


A terceira condi^áo da Defirticáo 
2.5,1 na realidade implica as primel- 
ras duas. pois fica subenlendido na 
atirmagáo 

!«m f(x) -- fUp 
x — * c 

que esse limite existe e que a fungáo 
eslá cfefinida em t\ Assim, quando 
quisermos mostrara conlinurdade em 
<\ em geral verjficamos apenas a ter- 
ceira condrgáo. 


2.5.1 in:i i n 1 gAo l>i /ernos que uma fu ngao f 6 contínua em x-c sc as seguin ie,s con- 
digoes esliverem satisfeitas: 

1. f{c) está dcfinida. 

2* * lim f{x) existe. 

,T "> í.‘ 

X lim f(x) = f(c) r 

X —*■ C 1 


LSc íalhar uma ou mais das condigdes dessa definigáo, entáo dizemos que / tein uma des- 
conümtidade em .v -c. Cada fungáo esbogada na Figura 2.5,1 fiusira uma descontínuidade 
em a = c. Na Figura 2.5 Aa, a fungáo náo esíá definida etn c, violando a primeira condigáo 
da Definigao 2.5,1. Nas Figuras 2.5 ,\b e 2.5.lc, o litnile lim v _., £ /(.v) náo existe, violando 
a segunda condigáo da Deíinigáo 2,5,1. Na Figura 2 r 5Ad t a fungáo csta definida em c e 
existc lirn^^ f(x)> mas csscs clois valores náo sáo iguais, violando a Lcrceíra condigáo da 
Definigao 2,5, L 
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► Exemplo 1 Detennine se as seguintes fun^oes sao contínuas no poiuo v = 2, 


/(x) 



x - 2 



' .v 2 - 4 
x - 2 ’ 
3 , 


a -^2 
.t = 2, 


h(x) = 


A' 2 - 4 
A- - 2 f 



JC / 2 
x = 2 


Em cada caso, dcvcmos determinar se o iimite da fungao quando x -+2 6 o mcs- 
mo quc 0 valor du fungño em x = 2. Em todos OS trcs CáSOS, us l'tmgOes $a0 idénticas, exceto 
ikí ponto x - 2, portanto, todas as tres tém o mes.mo limite em x = 2, isto e: 


x 2 — 4 

lim f(x) — lim g(x) — lim h(x) — lirn -— 

x — * 2 x -* 2 x -* 2 x —f 2 x “ 2 


= iim ( v -f 2) = 4 


X 


A ftmgao / esta indefinida em A r = 2 e, portanio, nao é contínua em x - 2 (Fígura 2.5.2«). A 
fancao g está definida em a = 2, mas o valor g(2) = 3 diferc do límitc naquele ponto; portanto, 
g nao é contínua em x = 2 (Figura 2.5.2/). O valor da fungáo /í em jc = 2 é /j( 2) = 4, que é o 
mesmo que o limite naqucle ponto. Portanto, h 6 contínua em x - 2 (Figura 2,5.2c ) (Note que 
a fungao h poderia ter sido escrita de forma simpüficada /íú) = x + 2. mas a escrevemos por 
partcs para enfatizar sua rclagao com / c gf < 




■ CONTINUIDADE EM APLICAgÓES 

Nas aplicaqoes, as descominuidades sinalizam, muitas vezes, a ocorréncia de ímporlames 
fenomenos ffsicos. Por exemplo, a Figura 2.5.3« é um gráfico da voltagem versns o tempo 
para um cabo subtcrránco que é acidcntalmente cortado por uma cquipe de trabalho no ins- 
tantc f = t i} . (A voltagem caiu para zero quando a linha foi cortada/ A Figura 2.5,3/:? mostra 
o gráficode unidades cm csloque versus tempo para uma companhia quc reabastece o esto- 
quc com y! unidades quando o cstoque cai para y 0 unidades. As descontinuidades ocorrem 
nos momentos em que acomece o reabastecimento. 




Figura 2.5 + 3 
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Fijíuru 2.5,4 


■ CONTINUÍDADE EIVI UM INTERVALO 

Sc uma íungaa / for contíniia cm catla ponto da intcrvalo aberto (a, b), cntao dizcmos 
que / é conttnua em (a f b).E ssa cJeftnigao se aplica para intervalos abertos inünitosda fonna 
(a, +^) t (“Oü, b) c (—«i t +íxj). Quando / lor contínua cm dizcntos quc / c caníínua 

em íoda parte , 

Corno a Deímigao 2.5.1 envolve limile biíalerab ela geralinente nao se aplica aos extrc- 
mos dc um inlcrvalo fcchado Iíü, h\ ou aos pontos cxlrcmas dc um intcrvalo da forma [¿7, b), 
(a, b\ (-^ t />’| ou [a, +>). Para comornar esse problema* eoneordaremos que unm fungao é 
contínua nos pontos éxtrcmos dc um intcrvalo, sc o valor no ponto extrcmo for igual ao lími- 
te lateral adcquado naquele ponto. Por exemplo, a fungao cujo gráfico está na Figura 2.5,4 é 
contínua no ponto cxliema á dircita do intervalo [a, b] porque 

iim f(x) = f(b) 

x —► (y~ 

mas náo c contínua no ponto cxlrcmo á Csqucrda porquc 

lini f(x) ¿ f(n ) 

.V -* ÍT + 

Em gcrafi dizcmos quc uma fungáo c contínua á esquerda no ponto c sc 


lim f(x) - f(c) 


.f-> C' 


e c contínua á direita no ponto c sc 


lim f(x) = f(c) 


\ r 


Usandü essa teitninologia, definiinos a continuidade em um intcrvaío techado como seguc: 


Modifique a Definigáo 2.5,2 apropria- 
dainente, de modo a poderaplicá-la a 
iniervalosda forma [éí, +■>■■), 61. 

Ur b] e [fL 6). 


2.5.2 i>hí tMCAo Uma fungáo / é dita contínuu em um intervah fechado [a, b\ sc as 
seguintcs condiqoes sáo satisfcítas: 

1, f c contínua cm (a, b). 

2, f é coutínua á dtreila em a. 

X f é contínua á esquerda em b. 


► Exemplo 2 Ü quc pode scrdilo sobre a continuidadc da fungáo f(x) — y9 — x 2 ) 

Soluqao Como o dominío natural dessa Jungáo é o imervalo feehado |-3. 3] s piecisamos 
invcstigar a cominuídade dc / no intervalo abcrto (-3, 3) c uos dois pontos cxtrcmos. Se c 
for um ponto qualquer do intervaio (-3, 3), entáo segue do Teorenia 2.2.2 (e) que 


lim f(x) — lim v'9 ”■ x 2 — J lim (9 — x T ) — \/9 - c 2 = 

X -f C X~* C V ' f' 



provando quc / é coutínua em eada pouto do intervalo (-3,3). A funcáo / é tanibém contmua 
nos pontos cxtrcmos, uma vcz quc 


lim f(x) — lim v""y — x 2 = / lini (9-,v 2 ) — 0 — /(3) 

3“ V .1—► 3~ 

lím f(x) — lim v"W 7 = / lim (9 - x 2 ) — 0 = /(-3) 


.!-> -3 h 


x -* — 3 + 


,v -3 + 


Logo, / é eontmua no intervaio fechado [-3, 31. < 
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■ ALGUMAS FROPRIEDADES DAS FUNQÓES CONTÍÍMUAS 


O teorema scguinte é derivado doTeorema 2:2.2 e nos eapacita a tirar eondusoes sobre a con- 
tinuidade das fungócs obtidas pela adigao, pcla subíragao, pcla multiplicagao e pela divisao 
de l ungdes COnLfnuús. 


2,5,3 TEORIíMA Se asfttngdes f e gforcm contínuas e/n c, entáo: 

(a) f + g é contimia etn c. 

(b) f—gé Cüntinua em c. 

(c) fg é cóntínua em c. 

(d) f /g é continua em c se g(c) 0 e tem uma descontinmdade em c se "(r) - 0. 


Provarcmos a parte (d)\ as dcmais provas sao símilarcs c scrao omitídas. 


Dt'MONSrRACAO Considcremos primeiro o caso cm que g(c) = 0. Ncssc caso, f(c) / g(c) está 
indeíimda, logo a fungáo f / g tcm uma descontinuidadc cm c\ 

A scguir considercmos o caso em quc g(c) ^ 0. Para provar quc /1 gé contmua em c, 
dcvcmos mostrar que 

fM m 


Lim 

^ c íW g(c) 

Uma vc /. que / c g sfio continuas em c T 

üm f(x) = /(c) C iím g(x) = g(c) 

r v C X -> € 

Logo, pelo Teorema 22.2(d), 

.. m m 

Imi 


(I) 


« l 'íW lílTl g(x) g(c) 

x —r 


o que prova (1). 


■ CONTINUIDADE DOS POLINOMIOS E DAS FUNpÓES RACIONAIS 

O procedimcnto geral para mostrar que uma ftmgáo 6 contínua cm toda partc é vcrificar a 
eontinuidade em um ponto arbiímno. Por exemplo, moslramos noTeorema 2.2.3 que se p(x) 
for um poiinómío e a um mimero real quaiqucr, entáo 


lirn p(x) — p(a) 

x —> a 

Isso mostra quc os polinómios sao contínuos em toda patte. Alcm disso, como as funqocs 
racionais sáo quocientes de polinómíos, segue da parte (//) do Teorema 2,5.3 que as fungóes 
racionats sáo contínuas nos pontos em quc o denominador náo sc anula c quc nesscs zeros 
tcm desconünuidades. Assim, temos o seguinte resultado: 


2,5,4 TEOREMA 

( a ) U m polt n ómio é contín uo eni toda pa rte. 


(b) Umafungdo racionai é comínua em cada pomo em qite o denominador nao se 
amda e tem descontimüdades nos pontos em que o denommador é zero. 
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DOMÍNIO DATECHQLOGIA 

o leitor <í¡&pM$er de um recur&o 
cpmputactortfl para geraro grálico da 
equaíáó do Exerrplo 3, em&o é bom 
possíuei que possa ser-uista a desoon- 
tinutcfade ern,(- 2, mas nSo em jc - 3. 
Tenie isso e exptique o que deve esiar 
aconiecendo. 


Um simOolo de limite pocíe passar 
pelo sínal de fungáo desde que o 1T 
mite da expfessáo dentro desse sinai 
exista e a fungáosejacontínua nesse 
limite. 


► Exemplo 3 Para quaís vaiores de a há um buraco ou uma intenupgao no gráfico de 

* 2 ~9 , 

V .v 2 — 5 a' + 6 

Solttgao A fungáo eujo grálico estamos íazendo é uma íungño racíonal, c porianto é conií- 
mia eni loda partc, exeelo nos pontos em t[ue o denomínador é zero. Resolvendo aequagao 

x - 5a + 6 = 0 

obtém-se dois pontos de deseontimiidade, x = 2 e x = 3. < 


► Exemplo 4 MosLre que \x\ é contímia ern toda parte (Fígura Í. 1JG). 


Solugáo Podenios escrever |a| eomo 


U1 = 


x 
0 
—x 


se x > 0 
se x ~ 0 
se x < 0 


logo, \x\ é o mesnio que o polinómio x no intervaío (O+^) e o mesmo que o polinomio -x no 
intervalo (—0). Mns, como polindmios sao fimgdes contínuas, entao .v = 0 6 o único ponto 
dc descontiuuidade possível para \x\. Nesse ponto, temos |0| = 0; logo, para provar a cominui- 
dade em x = 0, devemos mostrar que 


lim |.vl — 0 (2) 

_v — 0 


Como a fórniula para [x| rnnda no ü, será útil considerar os limiles laterais em 0, em vex do 


liniite bilateral. Obtemos 


lim |jc| = lim x — 0 e 3im \x\ — lim (+jc) = 0 

.V t)"*" -T —* 0"*” .1 —+ 0“ JT ■-* Ú — 


Logo, (2) c válido e x 6 contínua em _v - 0. 


* 


m CONTINUÍDADE DE COMPOSIQÓES 


O lcorema scguintc, cuja prova está dada no Apéndice C do Volume 2, será úiíí paracalcular 


o limite da composigáo dc iungdes. 


2,5,5 t \ o rvm a Se I i m , r g(.v) = L e se a f mi$ao f é contín ua em L, et ? tao l i m (( f(g(x)) = 
f(L) Ou seja. 

lira f(g(x)) = f ( lim í(.T>) 

Esm iguüldüde permanece válida se lim, _, ( for tmcado em toda parte por um dos limites 
IÍm,_,,, lim v ^, Iiin v _ +>J ou Ii m x , v . 


No caso especial dessc teorema, cm quc /( x) - \x\ por ser \x\ eontmua cm toda parte, 
podemos escrevcr 

(3) 


lim I^C.OI = 

lim g(x) 

X-¥:C 

,t Í_ L 


senipre que existir 1 i n\ , c . g(x). Assim t por exemplo: 


lim \5 — x 

X —'r 3 


lim (5 — X) 

x -> -í 


= | — 4| — 4 
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0 teorema seguíme re!’ere-se h eoniinuidade da composiíao de fimgdes; u primeira par- 
te trata da eontinuidade em uin ponto especíiico e a scgunda, dacontinuidade em toda partc. 


2.5.6 TEOREMA 

(¿y) Se afttngáo gfor co/itímm em um ponto c e afmiqao f for cofifítuta no ponto 
g(c)> entüo a composigüo f o g é contínua em c. 

(h) Se üfun^do gfor contímm em toda parte e afimgdó ffor contínua em toda par- 
íe 7 entdo a composigáo f o g é contímui em toda parte. 


líK.MOivsrRACAO Pmvaremos apenas a parte (¿e); a prova da parte ( h ) pode ser obtida apii- 
cando-sc a partc (r;) em urn ponto arbitnírio c. Para provar que / o g 6 contínua cm c, dcvcmos 
moslrar que o valor / o g e o valor de scu limíle sao os mcsmos em a ~ c. De taío, e isso que 
aconiece uma vez quc podcmos escrevcr 


O valor abso-luto de uma fun?áo que 
náo é contínua em toda parte pode 
ser conlínuo? Justlfique sua resposta. 



lim (fogXx) - íim f(g{x)) = /( lim ,?(x)) = f(g{c)) — (fog){c) 

.V C X “+ C I v, X “M: / I 


Tpocuin- 


n 2.5.5 | 


x íi coiHíiilll c\r¡ v 


Sabemos do Exemplo 4 que a funglo |.v| é contfnua em loda pane. Assim, se g(x) lor 
contfnua no ponto c t entao pela parte (a) do Tcotema 2.5.6 a fungao |gf v)| dcve tambeni ser 
contínua no ponto c; e, niais gcralmcnlc, sc g(.r) for contínua cm loda parte, cntao tarubcm o 
é \g(x)\, Forniulailo informalmente: 


O valor ahsohíto de uma fungao contdma é contfnuo. 


Por exempíOj o polinomio g(x) -4—x c contfnuo em toda parte; logo, podenios concKiir que 
a fungao |4 — x~\ é lamhdm conlínua em toda parte (Figura 2.5.5). 



■ TEOREMA DO VALOR INTERMEDIÁRIO 


A Figura 2.5.6 mostra o gráfico de uma fungao que e contínua no imervalo fcchado f a, h\. 
A ligura sugerc que t se Iraqarmos qualqucr linha reta horí/ontal v - k, onde k está entre 
f(a) e f(h), emao aquela reta cruzará a curva y — f(x) pelo menos uma vez sobre o Ínter- 
vaio [a, h). 


Formulando eni termos numérícos, se / for commua em [a, H entaoa funqao/ assume 
todos os valoics k cntrc f(a) c f(h) pelo mcnos uma vcz, á medida que x varía dc a a h. Por 
cxcmplo. o polinómio p(x) = x* - x+ 3 tem o valor 3 em x = l c o vator 33 em x = 2. Logo, 
tcm-se, a pariir da continuidadc dc p , quc a cquaqáo a - x-\- 3 = k tcm T no niínimo, uma so- 
lugáo no intervalo [L 2] para lodo valor dc k cntre 3 e 33. Essa ídcía cslá mais prccisamenlc 
formulada no seguinte teoreina: 


2,5.7 teorkma ( Teorema do Valor Intermediário ) Se f for ama funcdo contínua em 
ttm intervalo fechado [íc h] e k um nttmero quaíquer etitre f(a) e f(h) r indnsive, entao 
existe no nnnimo um nümerox no intervalo \ a, /?¡, tal que f(x) = k. 
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Embora csse tcorema seju iniuitivamcntc <3bvio t á prova depcadc dc um dcscnvolvimen- 
to matemático prccisodo sistema dc nümeros reais t o qual está alem do alcancc dcslc livra. 


■ APROXIMANDO RAÍZES USANDO OTEOREMA DOVALOR INTERMEDIARiO 

Vários problemas podem scr redu/ddos a enconirar mi'/es de uma equagao J"ú) = 0. Ás ve/es, 
é possível enconrrar as raízes exatameme usando Álgebra, mas, eom freqüéncia, isso náo é 
possívcl e devemos nos salisfazer com uma aproximagao decimal das raízes. Um procedi- 
mento para a aproximagáo de raízes está baseado na seguinte conseqiiéncia do Teorema do 
Valor Iinerniediário. 


2,5,8 teorema Se f for iwiúfungfio coniímiü em [a. h\. e se f(a) e f(b)forem dife- 
rentesde zero com siaais opostos, entao existe , tto mímmo, uma soiipáo para a eqiutcüo 
f(x) = 0 no intenaío (a, h). 



Esse resuliado, ilustrado na Eigura 2.5.7, pOLle ser provado como segue. 

OEMONSTRA^AO Couto f(a) c f(h) tcm sinais opostos, 0 eslá enire f(a) e J(h). Dessa iorma, 
pelo Teorerna do Valor Intermediário, existe no mínimo um número a no Íntervalo | a, £], tal 
que f(x) - 0. Comudo, f(a) e f(h) sao dtferemes de /ero, logo x deve estar situado enire (a, h), 
o que completa a prova. m 


Antcs dc ílustmrmos como cssc tcorcma podc ser usado para apmxímar raízcs, c util 
discutir a lerminologia padrao para descrcver erros de aproxima^oes. Se x 6 uma aproxima^áo 
para uma quamidade x ip entao dizemos que 

f - \x - *oi 

é o erro absoluto ou (menos precisameme) oerro na aproximaqáo. A lerminologia na Tabela 
2.5,1 c usada para dcscrever o tamanho de tais crros; 



Figura 2,5,8 


Tahela 2.5.1 


ERRQ 
U-,rJ<CU 
| x - x v , | < Q.Ü 3 
|x-.v„| < CLÜÓ 3 
|x-.rj <0,0001 

| x - x ü | < 0,5 
| .v - ,.v i: , | < 0.05 
fi-,t- ; ,]< 0,005 
\x “ x„ | £ 0,0005 


DESCRIQAO 

,r aproAÍmp x n co ifi Lim crro cic no mdsimo 0,1 
.r aproxima x 0 com um erro de no máximo Ü.Ü! 

.v aproxiiiia.v,,com um eno de no niáximo 0 + 00l 
x aprüxima x 0 com um erro de no máximo 0,0001 

a aproxima x t: , a(é o imeiro mnis próximo 

.v aproximn x 0 até a primeira casa decimal (i.e., até o décimo mais próximo) 
r i áproxinui .v, atc a sogimda citsa dtcimai (i.e,, atc o ccnicsimo mais. próximo) 
x aproxima A,, até a terceira casa decíniat (i.e., até o milésimo mais próximo) 


► Exemplo 5 A equagáo 


X “ x — í = ü 


j* 

náo é facílmeine rcsolvida pela Algebra, porque o lado esquerdo náo tcm fatorcs simples, 
EiUretanlO, se ñzcrmos o gráfiCO de p(x) = x"-x-\ COm um recurso grálico computacional 
(Fígura 2.5.8), entáo somos lcvados a conjecturar quc há uma raiz rcal e que clu está sttuada 
dcntro do irucrvalo [1,2]. A exístencia dc uma raiz nesse intervalo c também confirmada pelo 
Teorema 2.5.8, uma vez que/?(!)--! e p( 2) - 5 lém simüs opostos. Aproxime essa raiz com 
uma precisáo de duas casas decimais. 
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Soluqao Nosso objctivo 6 íiproximar a raiz dcsconhccída a 0 com liiii crro dc, no máximo, 
0,005. Isso signilka que, se encontrarmos um intervalo dc tamanho 0,01, o qual contenha 
a tíiíz, cntáo o ponto mcdio desse intervalo aproximaiá a raiz com um cno de, no máximo, 
0,01/2 - 0,005, o qual aiinge a precísáo desejada. 

Sabenios que a ral/, a 0 eslá situada no intervalo [l t 2]. Contudo, esse intervalo tem ta- 
manho 1, o qua! é muito grande. Podemos aponlar com maior precisáo a localiza^áo da rai/ 
dividindo o imervalo [1, 2| em 10 partes igtiats e calculando p nos pontos da subdivisáo, 
usando um recurso computacional (Tabela 2.5,2), Nessa iaEiela, />(1,3) e p(L4) tem sinais 
opostos, assim sabemos que a raiz está sctuada no intervalo [l t 3; 1,4], Esse imervalo tcm 
tamanho 0,1> e c ainda muito grande, portanto repctimos o piocesso dividindo o iniervalo 
[1,3; 3,4| ctti 3 0 parles c calculando p nos pontos da subdi visáo; isso dá Iugar á Tabcla 2.5.3, 
a qual nos diz que a raiz cstá siluada em [1,32; 1,33] (Ftgura 2.5.9). Como o imervalo lem 
tamanho (),()í, seu ponto médio 1,325 aproximara a raiz com um crro de, no máximo, 0,005. 
Logo, x u m 1,325 com uma precisáo de duas casas decimais. < 


Tabela 2.5.2 


i 

0.02 

0.01 

k v 

_V = p(.x- ) = x * - a - 1 y 

X 

1 

1.1 

1,2 

L 3 

1,4 

1,5 

1,6 

1,7 

1.8 

1.9 


P(x) 

-1 

- 0,77 

- 0,47 

- 0,10 

0,34 

0,88 

1,50 

2,21 

3,03 

3,96 

5 

- 0.01 

-0.02 

— V- 1 -- J -1— i 

3.322 l>24 1.326 3.328 U30 






Tabtiln 2.5.3 







X 

1,3 

L 31 

1,32 

L 33 

! ,34 

1,35 

1,36 

1,37 

1.38 

L 39 

3.4 

Fi^ura 2.5.9 

P(x) 

- 0.103 

- 0,052 

- 0.020 

0,023 

0,066 

0.110 

0.155 

0.201 

0,248 

0,296 

0.344 


■ APROXÍMANDO RAIZES USANDO O ZOOM DE UM RECURSO GRAFICO 

O mélodo Ílustrado cio Exemplo 5 pode também ser Ímplemematlo com um reeurso gráíko 
computac ¡ onaI, c omo scg u c. 


Aproximandv raízes com zoom 

Passo 1 A Figura 2.5.1 Oa mostra o gráfico dc p na jancla [-5. 5] x [-5, 5] com aScI = 1 e 
yScl = 1, Esse gráfico íocaliza a rai/ entre a = 1 e .v - 2, 

Passo 2 Uma vez cpe sabemos que a raiz está situada entre x = 1 e .v =2, vamos usar o 
zoom nesse gráfico de p sobre um intervalo x que se estende entre esses ponlos 
c no qual .vScl =0,1. O intervalo y e vScl nao sáo crítícos, enquanto o intcrvalo 
y se estender acinia e abaixo do eixo _v. A Fígura 2.5, ]()/> moslra o gráflco de /; 
na janela [ 1,2] x [--1, 1 ] com \Scl = 0,1 e yScl = 0,1. Osse gráíico locali/a a raiz 
entre x - 1,3 e x = 1,4. 

Passo 3 Uma vez que sabemos que a raiz está situada entre x = 1,3 e x - 1,4, vamos usar 
o zoom oulra vez no gnlfico de /> sobre um intervato x que se estende entre esses 
pontos e no qual .rScl = 0,01. A Figura 2.5. lüc mostra o gráfico de p na janela 
[ 1 ,3; 1,4] x [-0, 1; 0,11 cotn a j Sc1 = 0,0 1 e yScl - 0,01. Esse gráfieo localiza a raiz 
entre x = 1 T 32 e x = 1,33. 

Passo 4 Uma vez qtte o lntervalo do passo 3 tem comprimenío 0,01, seu ponto médio 
1,325 aproximaa raizcom um erxo de, no máximo, 0,005; logo, x CJ ^ 3,325 com 
uma prccisáo dc duas casas decimais. 
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[-5,5] x {-5 , 5} 
vScl = I, vSci = I 


[ L 2] x [-1. 1] 
jtScI = O.L vScl = O.l 


[1.3: 1,4] x [-OJ ; 0,11 
aScI = 0,0I, yScl = 0.01 



(« 



Figura 2.S.KI 


DOMINIO DATECNOLOGIA 

Use um recurso gráfico computa- 
cional para mostrar qoe a raiz ..v M no 
Exemplo 5 podt? ser aproximada 
corrio.y, ks '1,3245 com urna precisáo 
de tres casas decimais. 


Dizer que x aproxima x . com uma precisáo de .Vcasas decimais náo significa que as primeiras N easas 
decimais de.i e .v i: , seráo as mesmas, quando os rrúmeros sáo arredondado-s para N casas decimais. Por 
exemplo, x - 1.084 aproxima x, = 1.087 com duas casas decimais porque \x - y-. I ~ 0,003 (< 0,005), En- 
trelanto, se arredondarmos esses valores para duas casasdecimais, entáo obtemos x ¡,08 c x a z¿ 1 ,09. 
Assim, para aproximar urn número até Vcasas decimais, devemos apresentar a aproximapáo até N + ] 
casas decimais peio inenos, para preservar a aproximaqao da enéaima casa. 


EXERCÍCJOS DE COMPREENSÁO 2,5 ( Verpágina 155para respostas) 


1, A fungáo / 6 coniínua cm x = c se estiver deilnida /(c), cxistir 


lim /(Jc)e 

x —> f 


2. Ouisidere as fungñes 

h x ¿ 4 


/U) = 


e gix) — 


Ux - H/ Jt" / 

{ -6 + x = 


— 1, .v = 4 

Em cada parto, c a fungáo dada conífntiíi cm x = 4? 

(a) /W (b) gU) (e) -g(x) (d) \f(x)\ 

(e) f(x)g(x) (f) g(f(x)) (g) gí-v) - 6 f(x) 


4 

4 


3. Para quais valores de .v, ne houver* é a fungao 


/W = - 


,x“ — 16 


X“ - 5x + 4 


descontfiuia? 

4* Suponíia que a fungao / seja contínua eni toda parte e que 
/(-2) - 3. /(-1) = -1. /(0) - “4, /(I) = I e /(2) - 5. O 
Teorema do Vaíor Intermediário garante que / tem raiz nos 
intervalos a segiiir? 

(a) [-2.-1] (b) [-1.0] (c)í-KIJ (d) [0,2] 


EXERCÍClOS 2,5 Recurso Gráfico 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1 -4 Seja/a fungáo cujo gráfico ú dado. Em quais (se houver) dos 
intervalos segiiint.es é /contiima? 

(a) [1,3] (b) (!> 3) (c) [U 2] 

(d) (1,2) (e) (2,31 (0 (2.3) 

Em cada intervalo no qual / náo for contmua, indique quaís das 
condigtles para a continuidade de/náo valem. 





5. Suponha que / e $ sejam t'ungoes continuas, tais quc /(2) — t 
c lim \ f(x) + 4g(.v)’| =13, Encontre 

x —*2 

(a) g( 2) (b) litrt g(x) 

x ^ t -2 

6. Suponha qtie / e g sejam fuugoes contínuas. tais que 
1 i m g (a ) = 5 e /(3) = -2 , Ericoní re I i m [ /( v) / g (x ) ] r 

x -í- 3 .f —> 3 
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7. Em eada parie, esbocc o gráfico do uma fungáo / quc satS.s- 
faga as condigdes propostas. 

(a) / c contírma etn loda pEirte, cxccto cm x - 3, onde c 
comítnia á direiia, 

(b) / tem um limiic hikucml em x = 3, mas nao c contfnua 
naqude ponto. 

(c) / nao c contínua em x = 3. mas se sen valor em x - 3 for 
mudado dc /(3) = ] para /{3) = Ü, toma-se contímta cm 
x = 3. 

(d) / é coruínua no ímervalo fü. 3) c está defintda rto imer- 
vaio fechado [0. 3}; mas / náo é contfnua no intervalo 
[0, 31 

8. Obtenha fórmulas para algumas fungóes que sejam contí- 
rmas nos intcrvalos 0) e (0, -kci), mas náo no intor- 
valo +*>). 

9. Um cstacíonamcmo para esiudantcs cin uma univcrsidadc 
cobra $2,00 para a primeira nieia hora (ou para qualquer 
fragáo) e $1,00 para cada mda bora subseqüerite (ou para 
qirnlqner fragao) até uma diáría máxima dc $10,00. 

(a) Esbücc o gráfico do custo como l uncáo do tcmpo dc 
estacionamcmo. 

(b) Dtscula o significado da dcscontinuidade no grálico 
para um estudanle que ulili/a o esíacionamemo, 

10. Em cada parte. deiermine sc a fungáo é comínua ou náo e 
explique seu raciocínio. 

(a) A populagáo da Terra eorno uma íungao do tempo. 

(b) Sua estatura exata como uma fungáo do tempo. 

(c) O custo dc uma corrida dc táxi cm sua cídadc como 
uma fungáo da disiáucia percorrida. 

(d) O volume de um cubo de gclo derretendo como uma 
l ungao do tempo. 


11 -22 Encontre os pontos ,v. se houver. nos quaís / náó é con- 
tfnua. 


11* f(x) 
13. f(x) 

1S, f(x) 


= 5a' 4 - 3.v + 7 
.v + 2 
= jc 2 + 4 


2.v 2 + .v 


17, f(x) = 
19, f(x) = 


3 .V - I 

_ q. --— 

X .V 2 - I 

X 2 + ÓA + 9 


l-vl + 3 


12, f(x ) a Üx - 8 


14* f(x) = 
lá. f(x) = 
1K. f(x) = 
20. f(x) = 


-v + 2 
x 1 — 4 
2.v + 1 

4,v 2 + 4x + 5 

3 2x 

— + —— 

.v .v + 4 


x 4 + x 


21. f(x) 


22. f(x) 


2x + 3. 

. 16 
7 + —. 
.v 

3 


x — 1 
3. 


x < 4 
.v > 4 

.v f \ 

X = I 


23-24 Encontre um valor para a constantc k. sc possíveJ. quc faga 
a fuiigáo ficar contímia cm U>dEi parte. 


Ix - 2, 

X 

< 3 

kx 2 . 

X 

> 1 

kx 

X 

< 2 

2.v + k , 

X 

> 2 

9 -x 1 . 

X 

> -3 

k/xf 

X 

< -3 

9-jc 2 , 

X 

> 0 

k/x\ 

X 

< 0 


23. (a) f(x) 
(h) f(x) 

24 • (a) f(x) 
(b) /(.v) 


25, Encontre valores das constantes k e m . se possívd. que fagam a 
l’ungáo/ llcar contfnuaem toda parte. 

.v 2 + 5, .v > 2 

f(x) — tn(x + 1) + k. — I < a < 2 
2a 3 +a + 7 í x < — l 


2(y. Em qual dos scguintcs íntcrvalos 


m - 


i 


fx — 2 

é coíitínua? 

(a) [2. +x.) (b) (-oo t -k>o) (c) (2.+oo) 


(d) 11.2) 


27-30 Diz-se que uma fungüo / tem uma desconiitruidade re~ 
movível em x - c se Iím L f(x) cxiste. mas / náo c contfnua etn 
a = t\ ou porque / nao está delinida em c ou porque f(c) difere 
do valor do ümíie. Essa termínología será necessária nestes exer- 
cíeios. 


27. (a) Esbi'jce o grá fte o de u ma fu ng ao eom u tn a descotu t n u i dadc 
removfvcl cm x = c pam a qual f(c) náo cstá detínida. 

(b) Es boce o g rá I i co dc u ma 1 itngáo con t le ma dcsco nlí n u i dadc 
removívd em x = c para a qual f(c) está defmida. 


28, (a) A termínoiogía deaconíhutidade removível é apropriada 
porque uma descontinuidade removívd de uma fungáo / 
em um ponto a = c pode ser “removida ,L redefinindo o valor 
de / apropiíadamente em x = c. Que valor para fíc) remove 
a descontinuidade? 



Mostre quc as seguinles fungoes t£m uma dcseonttnuidadc 


removfvd cm x= I c esbocc seus gráficos. 



e 



1 

■ 0. 

I, 


x > i 

X = 1 
X < I 


(c) Quais valorcs para /(I) e £í. I) removem as descontinui- 
dadcs? 


29-30 Encontre os valores de x (se existirem) nos quais / náo é 
contínua e determíne se cada um dcsses valoresc umadescontí- 
nuidade remov ívd. 


29. (a) f(x) 

(c) f(* > 

30. (a) f(x) 
(c) /(-v) 


j.-\ 1 

.V 

x ™ 2 

(b) /(.v) =: 

V I mJm 

.V + 3 

jx| — 2 



x 2 — 4 

(b) f(x) = • 

2x — 

A' 3 - 8 

■Ti 

A", 

3.v 2 + 5, 

X ¿ 1 


(\ 

X = 1 



a- <2 
A > 2 
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31*(a) Use um reeurso gráñeo compütaeional pam gerar o grálico 
da fuiigao f (. x ) = (x + 3) i (2x 2 + 5x - 3)* e entáo lisc o grá- 
íico para fazer utra corycoiu ra sobne o mjmero c a localiza- 
^ao de lodas as descontinuidades, 

(b) Verifique sca conjectura idtorando o denominador, 

3 3 2, (a) U sc u m recurso c om pu tac i ona I par; \ gera r o gr;ifico d a t u n - 
cáo f{x) = x i (.ñ - .v + 2'h c entao lisc o gráíico para fazer 
uma conjccmra sobre o ntlmero e a !oca]iza<;ao de Lodas as 
descontinuidades, 

(b) t Jse o Teorema do Valor Iruermediário pará localizar apro- 
ximadamente todos os ponios de desconEintiidade com 
duas easas dccmiaís dc precisao. 


33 + 


Provc que f{x) = x ''' é contínua cm toda pane, justificando cui- 
dadosamente cada passo. 


34, Provecjue f(x ) = l/ fx 4 + 7x 2 + E é contínua em icda pui- 
te t jüstificando cuidadosamente cada passo* 


35. Sejarn / e g desconiínuas em r, Dé exemplos para mostrar que 

(a) / + g pode ser eontfnua ou descontfnua em c. 

(b) fg pode scr comínua ou dcscontínua cm c. 


3(í + Pr ove a páiie ( b ) do Teo re ma 2.5.4, 

37. Prove: 

(a) a paite (¿i) do Teorema 2.5.3, 

(b) a paite (b) do Teorema 2.5,3 

(c) a paite (c) do Tcorenia 2,5.3. 

38* Provc: Sc / c g sáo comínüas crn | a, h] c f(a) > g(a ), f(h) < 

cntao existe no míniino uma soluqáo para a equagáo f(x) = g(x) 
em (íí, b). [ Sugestáo: Considere f{x)~ g(x).¡ 


44. Prove que, se p(x) é u m pol i nom i o de g rau ím par, eni ao a equn- 
i^ao p(x) = 0 íem, no mínimo, um númeio reai como solugüo. 

45* A figura abai xo mostra o grálico dc y = x A +x ~ 1. Use o méto- 
do do Exempío 5 para aproximar os cortes com o cixo.v com 
um erro dc, no máximo. 0,05. 


! 

i 

¡ 

t 

| 

1 

l 




[-5,4) x [-3, 6) 

vScl = L vScl = I Figora B\-45 


• 46. Use o zoQfn de u m recui'so gráficoeompuiacional para rcsol ver 
o problema do Exendcio45. 

47, A ligura abaixo niostra o gráfico dc v = 5 - x-x\ Use o mclodo 
do Exemplo 5 para apraximor as mfzes da cquaqao 5 - x = 0 
corn uma prccísao dc duas casas dccimais. 


r 

l 

• 

\ 


r 

[ 

F 

■ 

’ 



E-5,4] x [-3, 6] 

tScl - L vScl - ! Figtira Ex-47 


ENFOCANDO CONCEITOS 


39* Dc um exemplo dc uma l'ünqáo que está definida em todo 
ponto dc um intervalo fechado, e cujos vaiores nos pon- 
tos exiremos tcm sinais opostos. mas para aqual a equa^ao 
/(x) = 0 náo tem solu^áo no intervalo. 

40. Seja / a l\ingüo cujo gráfico cstá mostrado no Exercício 2, 
Para cada intcrvalo, dctcrmine (i) se cstá satísfcita a hípótc- 
sc doTeorcma do Valor Intenncdiário c í'ii) sc está satisfcita 
aconclusáo de.sse inesino teorema* 

(a) [1,2] (b) [2,3] (c) [L3] 


41, Use o Teorema do Valor Imermediário para mostrar que há 
um ciiÍEidro drcular reto de altura h e raio menor do que r* 
cujo volumc é igual áqudc dc um eone circtilar reto dc altura 
h e mio r. 

42* U sc o Tcoíc ma do Val or I n tcnnc d i ário para i nostrar q uc há u m 
quadrado com a diagonal medindo entre r e 2r e tura árca quc 
é a metade da área dcj cfrculo de raio r. 

43* M ostrc t[uc a equa(;áo x +..U- 2x - I lem, no mfnímo, utna 
solu^áo no intervalo [-1, 1J. 


K 4ft. Use o zoom de um reeurso gráficocomputaeional para rcsol vcr 
o problema do Exercício 47 r 

49* Use o falo de quc ú V5 uma solu^áo de.r - 5 = 0 para aproxí- 
mar com um errodc. no máximo, 0,005. 

50, Prove que, se a e b Ibrem posílivos, entáo a equagáo 


tem, no mínimo* uma solu^áo no iníervalo (1.3), 

51, Uma csfcra de raio desconhecido x consístc cm uni ccntro es- 
i'drico c uin revestimcmo de I cm de espessura (vcr íigui a abai- 
xo). Dado que o volume do revestimento e u do ceníro esférico 
sao os mesmos. aproxime o raío da esfera com uma precisao de 
trés casas dccimais. 



Figura Fx-51 


52* Um monge comeqou a caminhar em uma estrada de uma 
montanha ao meio-dia (I2h) e alcangou o topo á meia-noitc 
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ÍOh), Ele mediiou e descaosou até o meio-diadodíii seguinie, 
qmuido comcQou a dcsccr pola inesma cstrada. alcan^ando a 
basc ii meia-noite, Mostre quc h;e no mfnimo, um ponto do 
eaminho qtie clc aleaticou no mesmo insnuue dodia, tanto na 
subida quanlo na dcsdda. 

53, Seja / deíinida em c. Prove quc / é comínua em c sc, dado 
c > 0. existc um 6 > 0 tal quc - /fr)| <c sc | .v — c \ < <í. 


54. Suponha que / sejaconiíniia no intervalo [0, 1] e que 0 < f(x) < 1 
píira todo.v dessc intcrvato., 

(a) Esboce o £ ra I i co de y = x j imto c om uin gráfico possível dc 
/ sobre o inicrvalo [0, 1 ]. 

(b) U sc o Teürema do Valor I lUcrmcdiario para ajudar a provar 
que existe pelo menos um ntímero c no imervalo ]0, 11, lal 
que /(c) “ c. 


/ RE SPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 2.5 


I. lim /f.v) = f (c) 2. (a) nao (b) nüo (c) n3o (d)sirn (e) sim (f) náo (g)sim 3-.v= 1,4 

.t —> í 1 

4, (a) sím (b) nüo (c) sím (d) sím 


2.6 CONTINUIDADE DAS FUNQOESTRIGONOMETRICAS E DE 
FUNQOES INVERSAS 


Nesta \ccao investigaremos as propriedades de amümúdade dasfmgdes trigonométncas e 
de inversao de várias fitn0es contímtas. Também discuümnos atguns importantes fimites 
etmdvendo essas fimgdes. 



Figurn 2.6.1 


■ CONTÍNUJDADE DAS FUN^ÓES TRJGONOMÉTRÍCAS 

Lembre que na Trigononiieti ia desenhamos os gráficos de sen x e de cos eomo curvas comf- 
nuas. Nao pmvaremos fornialmcníe quc cssas furiQoes sao contmuas, mus podcmos molivar 
esse fato deixando c sci um angulo íexo e x um ungtilo varíávcl, ambos medidos cih radianos. 
Como índica a Figura 2.6. L quando o angulo _v tendc ao angulo c, o ponto F{cos x, scn x) 
move-se no círculo unkário em diregao ao ponto C(cos sen c) t e as coordenadas de P ten- 
dem ás conespondemes coordenadas dc Q. Isso implica que 


lim scnx j “ scn c c liin cos.v = cosc 

,v -> e x -> <r 


( 1 ) 


Assim, scn .vc cos .y sao contfnuos cm um ponto arbitrário e\ desse modo, essas tungdcs sáo 
coniínuas cm toda partc. 

As lormulas em (I) podem Scr usadas para encontrar limites das funqdes trígonomdtrí- 
cas rcstantes, exprcssando-os em termos de scn r c cos jv; por exemplo, se cos c ■?- 0. entao 


lim tg .r = lim 


sen .v 


sen c 


.V —> í' 


V -+ í COS X 

Assim, somos Icvados ao teorenia segtiinte. 


COS C 


= tg € 


O Teorema 2.6.1 implica que as $eis 
tufrigSes trigonométrlcas básicas sáo 
contínuas em sous donrn'nios. Em par- 
ticular, seitxe cos.t sáo contínuas em 
todaparte. 


2,6, l te< >K E s iá Se c é ¡ tm rtútne ro n o dom ín io n aut m l da ftt n c¿ío trigonom étrica et i un - 

ciada, entao 



lim senjt = senc 

lim cos .r = cos c 

hm tü.v = tac 

X “> c 

x —> c 

jr->r 

lim cossecx = cossec c 

Jim sec.v = sec c 

lim cotg x = cotg c 

.V c 

x —> c 

Jf —> t: 













156 Cálculo 


Resumindo, oTeorema 2.6.2 aürmai 
3 inversa de uma fungao contínua é 
conUnua. 


► Exemplol Enconlre o limite 


lim eos 



Soluqao Como a funcao cossono é contmua em tocla parte, seguc doTeorema 2,5.5 quc 


lim costeU» — cos 

x 1 



scniprequc lim g/v) exisla, Assinu 

X -+ t 


lim cos 

x -*> I 



— lim cos(jv + 1 ) = cos 

A' —+ E 


(jim {x + !)j 


= cos2 


< 


■ CGNTINUIDADE DE FUNQÓES JNVERSAS 

Coitio os gráíkos de urna lungño injeiora / e sua inversa / “ r sao um a retlexño do outro pela 
reta v = a, e gcotnetricameme evidente que se o gráñco de / nao tcm quebras ou buracos, cn- 
tao tampoucoo gráfico de /”' lem qnebras ou buracos. Isso, mais o fato de que a irnagem de / 
é o donnnio de /”', sugere o resultado seguinte, que enunciamos sem prova formal. 


2,6,2 Tvá > kE ft i A Se f é i m la fu n ga o ii \jeto m qite é co n ¡ ín ua ein cada pon ío dc scu dom í- 
nio, enfao f 1 é c ontínua em cada ponto de seu donnnio; ou seja , / 1 é conümta em cada 
ponto da ímage.m de /. 


► Exemplo 2 


(a) Suponha que // seja contínua em toda parte e usc o Teorema 2,6:2 para provar que 
a f unyao log, ; .v é conlfnua em todos os números reais posilivos, 

(b) Usc o Teorema 2.6.2 para provarquc arc scn x c eontínua no inlcrvalo [—1, I / 

Solu^áo (a) O domínio e a imagem dc i/ sáo os intervalos (~^ + ^) e (0, +-^), respec- 
tívamente, e c a mvcrsa dc h\ Como // 6 contínua cm +oo), segue pelo Teorema 
2.6,2 quc log^v é conlinua cm (0, +x/, Assím, log^ é contínuá cm todos os numcros rcais 
posilivos. 

Solugdo (b) Lcmbrc quc arc sen x c a fungao invcrsa da fungáo seno resli iía t cujo domínio 
c o inlci valo f— t/2, t/2] c cuja ímagcm c o inlci valo [—L 1] (DeJjniguo 1,5.6 c Figura 1.5.13). 
Como scn x c contfnua no íntervalo [—t/2, t/2], oTcorcma 2.6,2 impiicaquc arc sen xé eon- 
tfnua no iniervalo [-1,1/ M 


Um argumcnto análogo á soluqáo do Exemplo 2(b) mostra quc arc tg x é contínua cm 
(_^ ; +íx) e que arc cos x é contfnua em |-L I ]- 


- arc íg x + In jc 

► Exemplo 3 Em quais pontos a funeáo f(x) =---; - c contfnua? 


X” - 4 


Soíugdo O quociente será uma funcáo contínua em fodos os pomos onde o numcrador e o 
dcnominador sáo ambos fimqocs contínuas e o dcnominador náo c zero, Como arc tgjcécon- 
tínua cm toda parlc c In x é eontínua cm ,v > 0, o numcrador é contínuo sc .v > 0. O dcnomina- 
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dor, sendo um polindmio* é contínuo em todu purlc, dc modo <]ue o quocienté é conlfnuo em 
todos os pontos tais quc x > 0 c o denominador é nao-nulo. Assim, / é contínua nos intervalos 

(0 t 2)e(2 t +oo) + 4 


m OBTENOO LHVUTES POR CONFRONTO 

Na Se^áü 2.1, usamos evidéncia mmiérica para conjecturar que 



Figura 2.6,2 


.. senv 
hm - = I 

jc o x 


( 2 ) 


ContudOi njío é lácíi determinaresse límite com precisao, 0 limite é uma l’omia indetermina- 
da do tipo0/0, e naoexistem operatjoesalgébricas simplesque nos permitani obté-lo, Adiante 
no tcxto, desenvolveremos métodos gcrats para obtcr limites de fomias indctcrrninadas, mas 
aqui utili/arcmüs uma técniea chamada dc confronto. 

O mélodo do confronto c usado para conduir que fix) —> L quando x —* c através do 
“confronto*' de f coni duas outras funqoes, g e h, cujos limites quando x c já sao conheci- 
dos eomo sendo L. Como ilustra a Figura 2.6.2, isso forga / a também lcr o limile L. Essa é a 
idéia suhjuccnLc ao teoremn scguinte, que enuitciamos Scm prova. 


O Teorema do Confronlo rambém 
é váfldo para limites laterais e para 
tÉmites em +\ e —x.., Conrso mucla- 
liam as hipóteses do teoroma nesses 
easos? 


2*6.3 teorfma (Teorema do Confronto) Sejam f, g e hfitnvoes que xatkfazem 

g(x)<m<h(x) 

pam todo x cm algum imerva!o aherto que contenha o ponto c, com a poss ivel excc0o 
de que as desiguatdadcs nao precisam ser váüdas em c. Se g e h tiverem o mesmo limite 
quando x tende a c digamos 

üm g{x) = lim /t(x) = L 

^ c x —* ( 

entao f também tem esse íimite quündox tende a c, isto é, 

lim f(x) — L 



fV 

3 - cos x 



Figura 2.6,3 


Para üustraro usodo Tcorema doCcjnfronlo, provurcmos o resulladoseguinte, ilusírado 
na Figuru 2.6.3 


2.6.4 tkok i:\ia 



sen x 
hm -- 

-v — o x 




1 — cos x 

Um - 

x -> o x 



di t< ínstraí, ao (ü ) Nes t u pi o v a, i nt erprctarcmos x como u rn fmgu I o m ed ído en i rad i anos, 
e vamos supor, puru comegai; que 0 < x < n/2. Como iluslrado nu Figura 2,6,4, a área do setor 
de raio 1 e ángulo ccntral x situa-se entrc as áreas dc dois triángulos* um com a árca 1 tg x c o 
outro com a área i sen x + Como a área do setor é de (ver nota marginal), seguc que 

1 I i 

- tgx > —x > - senx 

2 “2 “2 


Muhiplicando todos os mcmbros por 2/(sen x) e usando que sen x > 0 parn 0 < x < tt/ 2, 
obtcrnos 


cos x scn.v 
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Lembre que a área A úe um setor de 
raio r e ángulo & é 

l •> 

A 

Isso fxxíe ser obtido da reladáo 
A 0 
m 2 ' 2n 

que aflrma que a área do setor esid 
para a área do circulo assim como o 
ángulo central do setor está para o 
ángulo central do circulo. 



Em seguida t Lomando os recíprocos c reveriendo us desiguuldades t ohiemos 

scn .v 

cos x < —— < 1 

que prende a Can^So (seti x)/x entrtí as funcoes cosxe I. Embora tenhamos derivado essas 
desigualdades supondo que 0 < a < tt/2, elas lambém sao válidas para -jt/2 < x < 0 [já 
que (3) pennanece inalterada trocandox por -x, usando as identidades sen(-x) - -sen xe 
cos(-v) - cos vj. Finalmente, como 

lim cos x — 1 c iim I — I 

X -* 0 .T —* o 

o Tcorcma do Confronto implica que 


TJ sen x 

Iim - 

.T -+0 x 



]>?:MONSTRA(;ao (h ) Para csta prova, usarcmos o liinile da partc (a), a continuidade da l’un 
qáo seno c a ídemidade irigonoméirica sen' jr=? \ - cos’ x. Obtemos 


1-eosx 

hm-= hm 

x—*Q X 


1 — cosx I -f- eos x 


x 

sen x 


scn 

= lim — 

\*->Q x 



1 + cosx 
senx 


= lím 


scn 2 a j 


ltm t 
x o I + c os X 


. 1^0 (I + cos x)x 

-"Ktír )- 0 



> 



SC31 X 


Área do triáogulQ 


SCfl A 
2 


► Exemplo 4 Encontre 


(a) lim 

v^O 


tgx 


(b) lím 
w —> o 


sen 20 
6 


(e) lim 


sen 3x 


a— o sen 5_i 


á'o/fffffff (ff) 


lci V 

Sim - 

x -± 0 A’ 


lim 

j -> o 



eos T v 


= ( 0(0 = 1 


(/?) C) iruque 6 multíplícar e dividir por 2, o que fara o denominador igual ao argu- 
mento da í ungSo seno [comu no Teorema 2. 6.4(¿/)]: 

scti2f/ ^ sen20 ^ . scn2(9 

lim -- = lmi 2 *-- = 2 hm - 

0 &-+Q 20 20 

Fa+t agora a substiluígao x - 20 e use o fato de que x —> 0 quando 9 —> 0. Segue-se 


sen 20 sen 26 

lim -== 2 Iim —- 

tf -> o 8 c 20 


= 2 lim 

v-*0 


sen x 


x 


= 2 ( 1 ) = 2 
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DOMÍNIO DATECNOLOGIA Soh^üü C 


Use um recurso gráfico computacio- 
nal para conftrmar os Itmites no úlEimo 
exemplo; se o leitor dispuser de um 
CA$, use-o para obter os limites, 


en 3v 


en 3x t x 

im -= mi- 

.wo en 5,v x-*o en 5 a j 


A 




en 3 a 
3a 

en 5x 
5x 


3 - I _ 3 

5^7 5 



Figura 2,6,5 


Conlirme 4 conetderando os casos 
x > 0 e x < 0 separadamente. 



Figura 2,6,6 


► Exemplo 5 De eubru imite 

, „ /I 

(a) Etm sen) — 

JT-+0 V a j 


(b) lini 

X 


(l\ 

i .v sen — \ 

o \xj 


Solugao a n i erem I /x e m um üngu nrte i em ra ian uan x —> 

angu 1/ T vien em ue a rc e en 1 fx ficam ci an cntrele-l, cm 

ten era imiie a gum na gamente, uan x—>0~ t áiigu l/ r vien ea^ em ue 

n amente a re e \fx licam ci an eníre I e - ], cm len era imíteagum E a 

c nc u oc a c n í tcntc c m gráñc m tra na Figura 2 5 b er e ue a ci a 
£oe ficam ca a ez mai rá i a uan x— >0, i 1/jccrc ce u ecrc cc ca a e/ mai 

rá i uan a teti eaO 


Süluqáo h 


m 


egue ue, e x =* 0 ? enta 


I < senl “ 1 < 1 


—\x\ < x sen( — ) < |a ¡ 


m \x\ —> 0 uan jc —> 0, a e igua a e em 4 e e rema 
ue 

G)-« 

e e n i tcntc c m gráfic in tra na Figura 2 < 


n r nl im icam 


)im x sen 

.t o 


Tem-se. a partlr da parte b deste exempto. que a fungao 

fí y x sen( 1 fx), x 0 
'' v — } 0, x = 0 

é contínua em a = o, uma vez qae o valor da fungáo e o valor do timite sio os mesmos naqoele ponto. Isso 
mostra que o comportamento de uma fungáo pode ser muito compiexo na vizinhanqa de um ponto .v = t\ 
mesmo se a lunqáo for contínua em c. 


EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 2.6 ( Verpágirm I62para resposias) 


L Em ca a aile, éa unqá c ntínua a an inter a 0, jt¡2 


a en x 
e ec x 
i arc cn x 

2. a cu e iinite 

sen x 
a lim ™—- 
-i — o x 


h c x c tg x 
c ig x g e r 
arc tg x 

b lim 


c ec x 

h n x 

I — cos x 
x 


3, Se am f x =x 2 c n |a[ . g x =-x 2 c h x = ,r 

a E i lio r ue a unqñe g e íu unta c m e rerna 
n r nt , cm cr li a a ara bter iin T _ HJ /.v 
ma na ini^, f a 
b a cu e im r ^ 0 / x e \m . { f x 


4, a cu e 


a lim scn 

A' - 0 


imite 
x 2 - 3.v 


x 


c litn 

j— 


sen(.v 2 — 3 a) 


b tim scn 

,r-*3+ 

sen(.v 2 - 3.v) 

iim —-- 

’v -*■ 3 A 



A 
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EXERCÍCIOS 2.6 Q Recurso Gráffco 



1. f(x) - sen{jr - 2) 

3* f(x) = | cotg xl 
5* f(x) — cossec x 

! 


7- f(x) = 


] — 2 scn .v 


2* /(x) = cosí-jj—— 
4. f(x) = sec x 

6* /í v) = --Ur- 

I + SCir V 

8. fíx) = V2+tg 2 .T 



9, /u; = arc sen .i 

ln(arctgj;) 

II. /<.t) =-,- 

l--L 


13* /(x) = 


jc*‘ - 9 
aro sen (l/x) 


10. f(x) = arc scc x 

/ scn x \ 

12 * /{A) = exp( — J 
14* /( x) “ In jxj — 2ln(x + 3) 


15* Usc o Teorema 2.5-6 para mosirar quc as scguiincs lun^oes 
cominuús ctvj loda paric, cxpressúúdo-as como composi^ocs dc 
l'unqocs mais siniplcs qnc se sabe quc sao comínuas. 

(a) sen Cr + 7.v + I) (b) jsen xj 

(c) cos 1 (x + 1) (d) V3 + scn 2x 


(e) sen (sen .v) 


(f) eos' x - 2 cos ' r v + 1 


16. (a) Prove quc sc g(x) for contfnua cm tocía partc* entao tam- 
bém sao: scn(g(x)) t cos(gU)), g(sen(jc)) c g(cos(.v)). 

(b) 11 ustre o rcs u 1 lado dc (a) c sc o I hc n do alg u inas g pi-edí le- 
tas. 



17* lim cos í — 
■W+K V X 


18. lim settf 

V 2 — 3a 


19* lim arc scn 

A' —fX'-f- 


( -JL 

V I - 2.v 


20. tim In 

.1 +* 


x + 1 


JT 


2L hm 


23. lim 


scn 30 
9 

sen 0 


22* li 


scn h 


m 


h -> o 2 h 


25* lim 


tg 7.v 


24. lim 


scir 9 


27* lím 


.v o sen 3.v 
scn x 


26. lim 


9 

scn ó.v 


.wO sen 8..v 


-V Ü + 5 ^fx 


28. liiri 


scn x 


29* 1 i m 


39- iim 


.v -»o 3x 2 

scn h 


.wo X 


31* lim 


V 


33* li 


f^o 1 — cos 2 t 
9 2 


32. lim 


fj -* o I — cos h 

X 


m 


3 - cosí> 


34* ] 


A * 0 COS (2jt — A') 

1 — cos 3h 


im 


/p-’*0 cos 2 5/? — 3 


35. 

37. 

38. 

39. 

4«* 


lim sen ( — \ 

X-+Q+ \ x f 


36. lim 

.r-> 0 


jt" — 3 sen x 


x 


2 — cos 3x — cós 4v 
lun - - - — ————- 

A'-frO x 

T 7 

tg 3x ¿ + sen"5x 
hm -2— 

x 0 


X 2 


r tgfíA- 

hm- 

a'-'ü scn ¿?a 


, (a ié 0. bf 0) 


seir(Aav) , 
lim ~ -* k 0 


A' —► 0 


.2 


41-44 (a) Consirua uma tabdíi para csíimar o limitc calculímdo os 
valorcs da fun^ao pei L to do pomo do límítc. (b) Eneomrc o valor 
exato do limltc. 


41* 

sen(jc — 5) 

lim —t-- 

a-> > x 2 — 25 

42* 

lim 

A'—*2 

43* 

,, scnt.v' + 3 

Ism - 

44. 

lim 


A' —> -2 


x + 2 


sen(2x— 4) 
x 2 - 4 

seti(x 2 + 3..v + 2) 

a -> -1 .V ' 4- I 


ENFOCANDO CONCEJTOS 


45. No Exemplo 5* tisamos o Teorerna do Confmnto para pro- 
var que 


lim x scn ( — I = 0 
,t-o \xj 


Por que nao poderfamos tcr obtido o mesmo resultado es- 
crevendo 


lim v sen ( - ] = 

x —8 0 


[ —] = lim x ■ Hm 
f ,w0 


sent — 
1 


= 0- lim sen - I = 07 

Jt‘-*Ü \jc 

46. Encontre um valor para a eonstante k que tome 

[ sen 3x 

x 0 


f(x) = X 

jfc, 

contíuuu em a = 0. 


x = 0 


47. Encontre um valor diferente de /ero pam a consiante k qtie 
torne 

f t&kx 

, x < ü 


f(x) - { X 

,1a- + 2<r, x > 0 


contínun ein a = 0. 
sen x 


48. /(x) = { |x| ’ X * ° 

1, jc = 0 

é coniímaa em x = 0? Oxplique 


49. Nas partes (a) a (c), encontrc o límite fozcndo a suhsttlLii^áo 
indicada* 
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a 

im a en 

X — -l-V:- 

X ¡ X 

1 

b 

im a ( 3 

— c ~ ] 


X -*■ — w \ 

jT — X 

X/ 

A 

c 

irn - 

a-^ít en x 

í — 7t — 

X 

50* Ene 

c 

(t/a) 


nlre im — 

Stigcstáo: 



x - 2 



,, , . en(7T.í) 

51* Ene nirc im - f 

A -> I X ~ I 


52. Enc ntre im 


71 jt 

2 _ x' 

t£ í 

a-^t/4 X-x/4 


_ , C x tnx 

53* Enc nire un -;- 

.í ít/4 x — 71 /4 


54* Su nha ue/ ea uma un^a in ení c . ta ue /0 =0. / 
c a c ntíniiü cm 0 c c i ta im r , l5 / ,v /x Sabcn uc L- 
í m t _ >r( / a /x* m írc ue 

x 


im 


“ L 


-v~>0 /“ l (x) 

Sugesiao: i ue e rema255ítc m i^a hog, n e 

f(x)/x, x / 0 
L* x — 0 

e 8 x =/”' * 


/íU) = 


55-58 í 

ue re u ta 

E ereíei 

54, e nece árí * ara 

enc ntrav 

ímite 



55, im 

A 

56, 

aic tq v 
im- 


57* im 

JC—>0 


*v->Q arc cn v 
íiic en 5x 


-i' -> 0 x 

, arc en (a - 1) 
im 


X 


l 4'" “ 1 


59-62 

Íante erá r a 

ue 



. ** - ! . 
mi —— = | 

a ■.> 0 jc 

e e 

e re u ta ara enc 

ntrar liníte 


59, 

60, 

61* 


ít — ] 
im - 

x -> 0 .v 

n(l-M) c r . . - x 

mi - &f£<?rfao: erE ercici 54 

jr —> 0 ,v 


im 

.r 0 


C <-v 5 ) - 1 


X 


62. im 

v->0 


n( 1 4- 5x ) 


A' 


EMFOCANDO CONCEITOS 


065* 


c rema n r nt ara in trai ue 

50?r 

hm a j cos-= [} 

x^o x 


v = ac SÚtííx na me ma te a a ane a -1.1 x —1,1 
R64* e c rema rt r nt ara m trar ue 

.. 2 /50*’, n 

hm x sen } — 0 

x^O V >fx 


e i u tre ríncf ¡ en i u an um reeur gráfic 

graíic e y = x\ y = - x 2 e 
x ivd me nifi te a a ane a -0,5 0,5 x 


c m utaci na ara azer 

’ —■ < 3 


y = x en : 

-0,25 0,25 

65. E b ce gráíic e y - I - x\ y - c x e y - f x , n e / 
e uma unga ua uer ue at¡ az a e ígua a e 

I -x z <fx <e x 

ara i x n inter a —jt/2, tt/ 2 ue e6 e izer 

bre ímíte e/.r. uan r —> 0 E i ue eu raci 

cíui 

066. E b ce gráfic e y = I/a, y = —1/v c y = / .v cm um 

i tema e c r ena a . n e/éuma mifá ua uer a 
ti azen a e igtia a e 

< /Cr) < - 
x x 

ara I xn inter a 1,+oo ue ee e izer 
bre imíie e f x uan x -+ E i ue eu ra 
ci cíni 

67. Enc titre órmu a ara a un^oc g o h, tai uc g x —* ü 
e h x —> 0 uan a j —> e 


, * x ,, , 
gix) < - < h{x) 


ara a re 
imíte 


■ a_ . 

Itl 


cx ue e£ e izer brc 


sen a l 
hm ——? 

A J -> V 


E i ue eu raci cíni 


68. Fa^a e enh aná g a a Rgura 2 2 ue i u trem 

f x 


e rema 


ii i' m ara imite a nna im 


X V 


e tm^ .. / a 


69-70 embre ue, a men e mcnc^á e fcita cm e ntrári , a 

aríá e x em ungóe irig n mótriea tai e m en x e e xó 
ine i a em ra iart imite e rema 2 4 á ba ca 

nc a u E te e ercíci e ram ueac ntece na ue 

e ímite e a rme i em grau 


69* a 


trc uc. e .v e í£¡ em grau , entü 

seu x jT 

~T = Tm 


Um 

X-*rQ 





a 

re e x 


70. 

ua 

é 

imite 



grnu 



gráfic 

71, 

Segue 

a arte 

- - [r\ e 


ró 

iin 

a zer 


nfirme ue imíte em a etáemc n rmi a ec m 
re u ta r uzi r um neeur e m utaci na * 
am grau , e ca cu e en x fx ara a gun 
í e a r irnamea a ezmai e0 


m r graman 


e rema 2 4 ue t e 9 é e uen 
e me i eni ra ian , etuá eríam 

e erai ue 

en B sí 0 

e a umab a a r ima^á 

a Enc ntre en 10° u an umreeut e m utaci na 
b a cu e en 10° u an aa r iinagá acima 
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72. (a) Usc a aproximat’ño do sen G quc c dada no Excreício 71. 
junto com a identídade cos 2ot ~ I - 2 sen’" a com a = Úi2, 
pam mostrar quc, sc 0 é pcqucno (próximo a zeix>) c mcdi- 
do cm mdianos, cntEo podcrfamos csperar quc 

cosí9 ss í — 

scja u ma boa aproximaqao. 

(b) Encon ire cos 10° usando u m reairso co m pti laci onaI. 

(c) CaI cule cos i0° u sando a aprox i magao ací m a. 


73, Tcm-sc, a partir da partc (a) do Exemplo 4, que, sc 9 c pcqucno 
(próximo a /ero) e medido em radianos, cmao poderíamos es- 
pcrar quc 

tg Ú SB 0 

soja uma boa aproxímagSo, 

(a) Encontre ig 5° usando um recurso computacional. 

(b) Calcule tg 5 a usando a aproximagáo acíma. 


74, Com reíerencla a ñgura abaixo. suponha que o angulo de cle- 
vagao do topo de um predio medido de trm ponto a metros de 
sua base scja á graus. 

(a) Usc a rdagáo h = L tg <t para calcular a alíura dt> prédio 
pára a qual L = 500 .-V/ e a = ó'- : . 

(b) Mostie que, sc Lé grande comparado com a atiura do pré- 
dio h. entáo se- poderia esperar bons resultados na aproxi- 
magao dc h por h n L u i \ 80. 

(c) Usc o resultado dc (b) para aproxitnar a altura do prcdio 
h de (a). 



Figura Ex‘74 


75, (a) Usc o Tcorcma do Valor [ntcrmcdíárío para ntosrrar quc a 
equagáo x = cos x tcm, pelo mcnos, uma soluqáo no intcr- 
valo f0, ir/21. 


(b) Mostre grañcamente que há exatamente uma solugáo no 
S ntervalo. 

(c) Aproximc a solugáo com tres casas dccimais de prccisao. 


7f¡, (a) Use íi Teorema do Valor Iiuermedíário para mostrar que 
a equaguo a + sen r = 1 tem pelo menos uma solugao no 
intervalo [0. n/6], 

(b) Mostre graíícamente quc existe exatamente uma solugao 
no intervalo. 



Aproximc a sólugáo com trcs casas dedmais de prccisáo. 


77. No esludo da queda de objetos prdximos á supcrfíeie da Tena* 
a íicelenu-aó g devida ii gravidade é usualmenie tomada como 
scndo a constaiuc 9.8 tn/s ¿ . Entretanto, a forma clfptíea da Tcr- 
ra e ouüos fatores causam varsagoes nesse valor qtie depeudein 
da laiitude. A seguiiUe fdrmula, conhecida como Fdrmula da 
Gravidadc Elipsoidal do Sistema Geodésico Mundial de t l )84 
(WGS 84). c usada para prever o valor de g na latitude de <f> 
graus (tanto ao norte quanto ao sul do Equador): 


8 


9,7803253359 


I + 0,0019318526461 sen J <¡> 
71 - {).0066943799901 seir <f> 



(a) Usc utn recurso gráñco para traear a curva y = g(ó) para 
0° < tp < 90° O qnc os valores de g em o = 0 ,:> c em ó = 90° 
di/em sobrc o modclo eiipsoídal WGS 84 da Terra? 

(b) Mostrc quc tcmos g - 9.8 rn/s" cm algutn lugar cnLrc as 
lathudes 38 ñ e W. 


78, Seja 

,, f 3 sc x é um mlmero racional 

■ r [0 sc x ú um número iiTacIoual 

(a) Faga u tna conjeeiura sobrc o i i mitc dc f(x) quando x —> 0. 

(b) Faga u m a conjcclura sobrc o 1 i m i te dc xf (,v) q uand o jc —> 0. 

(c) Provc suas conjecl uras, 


V' RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSAO 2.6 


L (a) sím (b) sim (c) sírn (d) nao (e)sim (f) nao (g)sim (h )nao (í) nao (j)sitn 2, (a) 1 (b)0 

3, (a) Como “1 < cos (In jx[) < I para x ^ 0. seguc quc —x 2 < f{x) < x z . Observe que linq g(A j ) = 0 = lím t N(l h(x). dc modo quc podemos usar 

o Teorema do Confronto para Eim, _, hM f(x), No entanto, Eim, h , g(,v) = -I e lim f h(x) = l - L de modo que o Teorema do ConfroiHo náo 

pode ser usado para iim, , f(x) (b) 0: 1 4. (a) sen (—3) (h) náo existe (e) —3 (d) 0 


EXERCÍCIOS OE REVJSÁO DO CAPÍTULO E Recurso Gráñco H CAS 


L Para a fimyáo f cu jo graflco está na figura ao lado, encontrc o 


limitc sc dc cxistit 
(a) lini /<jt) 

(d) '\\n[ f(x) 

(g) lTin f(x) 

X-* 3 ~ 


(b) lim f(x ) 
Ce) liin fM 

X —* 

(h) lim f{x) 

3' -k 3' 


(c) liin f(x) 
(O lím f(x) 
(i) ']¡m f(x) 
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2. Em cada parte» calcule o valor da fimgáo para os valores dndos 
dc x c faga uma conjcctura sobrc o valor do limitc, Coníirmc 
sijíís conjccturas* obtcndo o lirnite algcbricamCntc. 

.v — 2 

(a) f(x ) = -—-; 1 i m f(x ); x — 2,5; 2,1; 2.01; 

.r — 4 .v-.2 4 

2 . 001 : 2 . 0001 ; 2,00001 

(b) /(.() - !im /(.i ); .i- = ±1.0; ±0.1; ±0.01; 

X X -+ 0 

± 0 , 001 ; ± 0 . 0001 ; ± 0,00001 

■ • 3* (a) Ap r qxí n \c o valor d o l i m ¡ te 

V - 2- v 


lim 

x — Ú 


X 


com trés casas decimais de precisáo, constniindo uma tabela 
apmpriada de valores. 


4* Aproxiine 


tim 

X 


2 X - 8 


primciro olhandc para o gráñco e, cm seguida, calculaodo os 
valoms para algumas escolhas apropríadas dc x, Compare suas 
resposlas com o valor oblido por um CAS. 



3 2 

X - X 

lim - 

x■-* - 1 x — 1 



6. 

lim 


X~± 1 

3a + 9 

8* 


lim --- - --— - 

Mm 

x-* —3 x ¿ 4- 4x + 3 


x-±2 


X — X“ 


2- X - 2 


9. lim 


(2x - 1 )■ 


10. lim 

x —> Ü 


(3.v’ + 2.v - 7)(.v 3 - 9.v) 
yfx^ “h 4 “ 2 


x~ 


II. Em cada partc. cncontrc as assíntotas horizontais. sc houvcr. 


(a) v = 


(c) v = 


2x - 7 
x 2 — 4x 
2x 2 - 6 
x 2 4- 5..r 


(b) y = 


A''' — X 2 4 10 


3,r 2 - 4.v 


12* Em cada parte, cnconirc lim t f(x), se existir. lomando a 
igual a 0* 5 T ; -5~; -5,5; c -K>u. 

<a) /l.v) = v'5^7 

(v — 5)/|.v — 5|. .t /5 
0, a: = 5 


o» m = 



13. lim 


sen 3x 


15* lini 

x^0 


tg3,v 

3.v — sen (kx) 


14* lim 


x scn x 


x I — cos .v 


x 


k 5¿0 


„ / I - cos 0 \ 

(6 l«n o< (—g— J 

17 lim e [&f 


1 & lím 1 rt(scn 20 ) — 1 n(t íi 8 ) 


19* lim (l + —^ 

X=>+*\ x/ 


—X 


20 * 


lim (. + a ~f\ 


a. h > 0 


.V — 1 -¡-Ví 


X/ 


21* Se investirtnos $1.000 nutna aplieagao que paga 7 % de ju- 
ros, eompostos N vezcs por ano. entao eni 10 anos have- 
tá $1.000(1 + 0,07/h) N r na apMcagáo, Quanto havcrá na 
aplieagáo em 10 anos se a taxa de juros for composta tri- 
mestralmente (« = 4)? Mensaltnente (n - 12)? Diaríamente 
\n ~ 365)? Quanto havcrá na apticagao em 10 anos se os ju- 
ros forem compostos comhmametüe, isto é, com n -4 

22, (a) Escreva um parágrafo üu dois quc descrcvu como o limitc 
de uma fungáo pode náo extstir um utn ponto.v - a * apre- 
scntando alguns cxemplos espceííicos. 

(b) Escrcva um parágrafoou dois que descrevacomo o limitc de 
uma fungáo pode náo existír quando .v —* +oo ou *v —> 
apreseiuando alguns exemplos espeeíñcos. 

(c) Escreva um parágrafo ou doís que desereva como uma fim- 
gao poderia dcíxar de ser contfnua cm um ponto x ~ o. 
aprcsentandü alguns cxemplos espccftlcos. 

■■ • 23* (a) Encontre uma fórmula paia uma funcao radonal qtic tcrn 
nma assmtota vcrtieal em ,v = l c uma assfntota horizontal 
cm v = 2. 

(b) Veriliquc seu irahalho usando um rccurso computacional 
para faxerográllcoda fungao. 

24* Recscreva a dctinigáo e -f) de Iim. ,.. f(x) = L em termos da ja- 
nda dc um recurso gráftco centrada no ponto (a, L), 

25, Suponha qne fix) scja urna fungáo c que, para qualqucr £ > 0, 
acondígáoO < |.v — 2] < garantaquc \f(x) — 5| < é. 

(a) Qual 6 o limite descrito por essa aíirmacáo? 

(b) Qbtenha um valorde ñ tal que 0 < \x — 2j < & garanta 
que |S f(x) - 40] < 0,048, 


26, O liinite 


scn x 

hm - = 1 

x -* o x 


assegura que há um número 5 tal que 

sen .v 


1 


x 


< 0,001 


se 0 < \x\ < 6. Estímc o maior dcsses 5, 

27* Em cadu pane sáo dados utn número posilivo € e o limite L de 
uma fungao / om a. Encontre um númeroé tal que |/(.v) - /_.[ < 
c sc 0 < ¡.v — a\ < 5. 

(a) iim (4jr -7) = l; e = 0 T 0l 

x “»■ 2 

4 v 2 - 9 

(b) lím -= 6; í = 0,05 

J-+3/2 2jt — 3 

(C) lim.v 2 = 16; 6 =0,001 

.t — 4 

28. Use a DcíitiigüO 2.44 paru provar que os limites dados eslfio 
corrctos. 


(a) Mm (4-x - 7) = I 

,r— > 2 


4t 2 - 9 

(b) lim, -- f = 6 

-V—3/2 2x — 3 
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29* Suponlia que / seja coniinua eni jt„ e que /(jr 1t ) > 0. De uina 
prova e-6 ou urn argumcmo verbaJ coiivinceutc para mostrar 
que dcve cxistÍT um intcrváJo abcrto, contcndo ,v u , no qual 
/U) > o. 


• 30 . (u) Sejá 


/(-v) 


scn x — sen I 
.v - 1 


Apmxinie li irq yl f(x) tragando o gráíico dc f e cáleulando 
válores para algtnrtas eseolhas apropriadas de .v. 

(b) Use a idemídade 

^ « “ P » + 0 

sen (x - sen 8 = 2 scn-cos- 

2 2 

pará enconlrar o vatorexato dc lini f( T r). 

t -+ \' 

3L Encontre os valores dc x\ se liouver. nos quais a l'unqáo dada 
náo é contínua. 


(a) /( x) = 

(c) f(x) - 


X 


.V" — I 

-V + 3 


<W /( V) - \x 


0. y- I 


!-v 2 + 3 jc| 

32* Dcterminc onde / e contfmia, 


A 


(á) /(X) = 

\x\ - 3 

(c) /(-V) ™ e blx 


(b) f(x) — arc cos ~ 


(;) 


33* Suponha qne 


f(x) 


-x A + 3* x < 2 

x 2 + 9, v > 2 


/ é contínua em toda partc? Justifique sua conclusao. 


34. Um dicionário descreve uma lunqáo eontfnua como "aquela 
cujos valores em cada ponto estao api'oxiiruidos dc perto pclos 
valorcs dos pontos vizínhos rt . 

(a) Co mo voce ex p I icari a o sign i llcad o dos term os L +on tos 
vizinhos" e ,É aproximados de perio” para um náo-mate- 
mático? 

f b) Escreva u m parágra fo q u e expl i que por qu e a de fi n i qüo do 
dicionário está cm contbrmidade com a definiqáo dada no 
livro. 


35, Mostre que a conclusSo do Teorema do Valor Jntermedíário 
podc scr ial&a, sct / nao é contfnua no intervalo [<i* b\. 

36, Supotiha quc / seja eoniínua no intervaio [0* 1], que /(0) - 2 
e quc / náo tenha zcros no intervalo. Prove que /(x) > 0 para 
todo x em [0. J ], 

37, Mostre que a equa^áo x + 5x + 5x -1=0 tem T no mfnimo, 
duas solugdes reais no intcrvalo [-6* 2]. 









u I 
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A DERIVADA 


uitos fenómenos físicos envolvem grandezas qoe var¡am f como a velocidada de 
um foguete, e inflaQao de uma moeda T o nümero de bactérias em uma cultura t 
a intensfdade do tremor de um terremoto, a voltagem de um sinat elétrico, 
e assim por diante. Meate eapítulo desenvolveremos o conceíto de ^derivada”, que é a 
ferramenta matemática para estudar a taxa segundo a qual varía uma quantidade em 
reiaQáo a outra. O estudo de taxas de varia^áo está bastante reladonado com o conceito 
geométrlco de uma reta tangente a uma curva. portantó, também drscutiremos a definigao 
geral de reta tangente e os métodos para encontrar sua mclinaQao e equagao. Por fim, 
mostraremos como as derivadas podem ser usadas para aproximar fun^oes náO'iineares 
por fungoes lineares. 


FoiOí O coroümento das realiza^oes do Cálculo é sua habilidadc em capturar matematicamente o movimento conti- 
nuo f permitindo que seja analisado instante a instante. 

3.1 RETAS TANGENTES, VELOCIDADE ETAXAS DE VARIAQÁO GERAIS 

Nesta segáo discutiremos írés idéias: retas tangentes a curvas, a vehcidade de um objeto 
movendú-se ern linka reta e a taxa segundo a qual uma variúveí nntda em reiagño a outra. 
Nosso objefivo é rnostrar como essas idéias aparentemente sem conexáo estáo, na reaíidade, 
estreitamente relacionadas. 


M RETASTANGENTES 

No Exemplo 1 da Seqáo 2. í mostramos como a noQao de limite pode ser utiüzada para encom 
trar uma equayao para a reta taiígeitte a miia curva. Naquelc esütgio nao tfnhamos deüni^oes 
precisas de retás tangentes nem de líniítcs para utílizai' portanto, nossos argumcntos foram 
intuitivos e informais, Contudo t agora que os limiles foram definidos com precisao, cstamos 
em condiqoes de dar uma deíimc;ao matemática de rela tangeme a uma eurva v =f(x) num 
ponto P(x u ,f(x 0 )) da eurva. Como ilustramos na Fígum 3.1.1, considere um ponto Q(x,f{xj) na 
curva que seja distinto de P e calcule a indinaQáo m PQ da reia secante por P e Q: 


m r Q 



f(x) - f(xo) 
X - Xo 


Qnando x lende a v ot emao o ponto Q caminha na curva e se aproxinia do ponto P. Se a reta 
secante por P e Q atingir alguma posiQáo limíte quando x -o _v (J , cntño consídcrarcmos essa 
posígáo como a posígáo da reta tangentc em P. Dito de outra maneira, se a ínclina^ao m rQ da 
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reta secttnie por P g Q tender a um limite quundo x —> r v ll? entao considemrernos esse limite 
como a inclinagao da rcta tangente em R Assim, temos a definigáo seguÉnte, 


Figura 3J.1 



-/(**) 
v -/U) 


3,1*J dffinic vo Suponha que x t) seja um ponto do domínio da fungáo/. A reta tangen- 
te h curva v -/'.v) no pomo P(x^j\x Yí )) é a reta de equagao 


onde 


J' ~fiSn) ~ ! %( x ~ v t]) 




X —Xfl 


f(x) - /Uo) 
.*• - -Vo 



semprc que exislir o limíte. Paia simpliíicar^ também di/cmos quc cssa reta c a rcla tan- 


geme a v =f(x) cnn x (r 


► Exemplo 1 Use a Definigáo 3. 1 .1 para eneontrar uma equagáo para a reta langentc á pa- 
ráhola y - x 2 no ponto P{ l, J) c conlirme que o rcsultado conferc com o obtído no Exemplo l da 
Segáo 2.1. 

Sülugáo Apl ieando a Fórmula (I) com f(x) — x 1 e x ü - !, tcmos 

r /W-/0) 

ffitc — lim-- 

" X-1 X - l 

'i ¡ 

= lim L 
A—► I Jf-I 

«■ íi“ OCt + 1) ,, , ,. lx . 

= Um --—-- — hm(x + I) = 2 

-X—> l X — 1 J-> 1 

Assim, a reta tangeme a y — x 2 ein (l, 1) tem a equagáo 

y - 1 = 2(x - 1) oil equivalcmememe, y = 2x - I 
que eonfere com o Excmplo I da Scqao 2 A. M 


Há uma maneíia alternativa de cxpressar a Fórmula (!) que também é muito usada. 
Denotando por h a diferenga 

h —x — x¡ 




entáo, a afirmagáo de que _v —> .v , c equivalente á atimiagáo de quc h —> 0; portanto, podemos 
reescrever (I) em termos de x 0 c de h eomo 


= lirn 

A-+0 


f(x 0 + h ) - f(x 0 ) 


( 2 ) 
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Emhorü essa íomiula seja diferenle de (I), realmente é apenas uma oulra maneira de 
expressar a inclinagao de uma rela langente como um liniite cle inclinagoes dc secantes (Fi* 
gura 3,1.2) 


Figura 3.1,2 



M +!:) 

M>) 


>' =f(x) 

X 


► Exemplo 2 Caleulc a indinagao no Excmplo I usando a Fórmula (2). 


As Fórmulas (1] e {2) para itt... qua- 
se sempre conduzem a uma forrna 
indeterminada do tipo 0/0; portanto, é 
necessário efetuar aiguma simplifica- 
gáo algébrica ou utnizaroutro méíodo 
para determinar o limite ds tais inde- 
terrninagoes. 


Soiugao Aplicando a Fórmula (2) com f(x) = x e .v r , = 1, ohtemos 

/(I +A)-/(1) 


m t v — lim 
k -* 0 


= lim 


h 


(I +/i) 2 - l 2 


! + 2 h + h 1 — 1 

— lim - — hni (2 + h) — 2 

k —* fl h /f —* 0 


o que está dc acordo com a indinagao eneontrada no Exemplo I. ^ 


► Exemplo 3 Enconlre umu equa^ao püra a retá tangenle h Curva y - 2/jt no ponlo (2, I) 
dessa eurva. 

Solugdo Vamos encontrar a indinagao da reta tangcnte aplicando a Fórmula (2) com 
f(\) = 2/a' e jr t) — 2. Temos 


. /<2 + A)-/(2) 

— lun --— - - —— — 

h 0 /í 



Figura 3.1,3 


(vcr Figura 3.1.3). 
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► Exemplo4 

c a 0 = 9, 


Encontrc as inclinagoes das retas tangentes á curva y — yfx em x l} = 1 1 jc ü = 4 


SolufOo Poderíamos caicular cada uma dessas indinagocs T mas c mais cficicnte etieontrar 



dados. Dessa ibntia t obtemos 

y f(X0+h)”f(X o) 

m. E = nm -- 

” A-»G /t 


r s/a 0 + /t - 

ími - 

fr-*Q /l 


. \/ao 'fi ~ s/a 0 V' AO + ^ + v/An 

_ | (m ------_ ■ ■ — - — 

/f s/a- 0 Hh A 4- v'^ñ 

r A 0 +/J-A 0 

— Iim - 7- -— 

h-.-0 h(«J A0 + /f + ^/Aq) 

- i¡m A 

/J^o /í( v /vo + h + v^ñ) 


0 v /.\’[_í + /f + y^o ^ \/Ao 


Racioiiirtlke u miivnín'nJor pctiíL 
yjuJíir Lt diinirtLLT u ibrmti 
i ndclcrm i iill Jli do ] iitiiic 


As inclinagues em - 
ícral dc m Ur . Assim: 

li[ 


1 T 4 e 9 agora podem ser obiidas subsütuindoesses valores na fórmula 


inclinagao cm a ( > = 1 é 


inelínaqao em aq = 9 6 


1 _ J 

¿7T~ 2 ' 

i _ i 

2V5 _ 6 


inclinacáo em xo = 4 c —^ = - 

2V4 4 


(ver Figura 3.1.4). ^ 


Figura3X4 



■ MOVIMENTO RETILÍNEO 

Um dos lemas ímportantcs do Cálculo 6 o estudo do movimento. Para descrcver eomplcta- 
niente o movimento de um ohjeto 6 neccssái ío cspccííicar sua velocidade, a dircgao e o scn- 
tido em que cstá se movendo. Por exemplo, saber que um aviao tein uina velocidade de 800 
kni/h nos di/, quáo rápido ele é, mas náo para onde está indo. Por oulro lado, saber quc sua 
veíocidade é de 8ÜÜ km/h em direqfto ao Sui esdarece náo apenas o quao rápido ele é como 
tanibém a diregáoe o senlido de seu movimerno. 

Adiante esludaremos 0 movimento de objetos que se movem ao longo dc curvas nos 
cspagos bi c tridimcnsional, mas porenquantoconsidcrarcmos apenas o niovimento ao longo 
dc uma reta, o que eonstítui 0 movimento retilineo. Alguns cxemplos disso sáo um pistáo 
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movendo-&e em uni ciündro, uin carro dc corrída em umú pií>lu retá, um ohjetO largado dire- 
tamcntc para haixo do alto dc um picdio, uma hola quc, jogada verticalmente para cima T volta 
verticalmente para baixo, e assim por diante. 

Para fins computacionais, vamos supor que uma partícula em movimcnlo retílíneo 
move-se ao longo dc uma reta dc coordenadas, como o cixo x ou o cixo y. Em discussoes 
geruis, em que nao ha necessidade de sermos muito espeeíficos, vamos considerar a reia de 
eoordenadas como sendo um cixo s. Uina descrigáo gráfica do movimento retilíneo ao longo 
do eixo $ pode ser obtida com um gráíico da coordenada.vda partícula versus o tempo decor- 
rido i desde o tempo inieial t = 0. Esse gráíico c a curvaposigao versus tempo da partfcuía. A 
Figura 3,1.5 mostra duas dcssas curvas típicas, A primcira c para um eurro quc partiu da orí- 
gem c se movc somcntc no scntido positivo doeixo s< Nesse caso. jcrcscccom / crcscentc. A 
scgimdac para umabolaque c jogada vcrticalmcntc paracima no scntido positivodc um cixo 
5 a panir dc uma alLura inicial s ti e, cnlao, cai verLicalnicntc para baixo no scntído negativo. 
Ncssc caso. s crcscc quando a hola sohc e decrescc quando a bola dcsce. 


0 



0 cairc move-se somente no sentido pcsitivo Curva posi^So i/ersus tempo 

Fígura 3*1.5 




f 


Curva posigio versu s tempo 


Sc uma partícula cm movimento retilíneo percorre o eíxo s de tal modo que a fungáoda 
coordenada da posigáo em termos do tempo t deconido e 

s =m p) 

entao/é dcn om i n ad dfu n $ao posiqao da partícula ; o gráfico de (3) e a eurva posigao versm 
íempo. 

■ DESLOCAMENTO E VELOCIDADE MÉDIA 

A chave para descrever a velocidade de unia partícula cm movimento retilmco c a nogao de 
“deslocamento'L Se (r 0 , r r> + h\ e um dado intervalode tempo, entáodefinimoso deüocamento 
ou a varíaqao na pmigdo da patlícula nesse intcrvalo como scndo a diferenga entre as coor- 
denadas dc sua posigáo final c inicial; 


desloeamento no intervalo [f fl1 f 0 + AJ =/(f £i + h) 


(4) 


O desloeamento é positivo se a posigáo final eslá no senlido posilivoem relagáo á posigáo 
inicial, negativo se a posigáo final está no sentido negativo em relagáoá posigáo iniciaL e zero 
se a posígáo final coincidc com a posigáo inicial (Figura 3.1,6). 


DesJocamento positivo 


Deslocamento negativo 


fk 

Fij^urci 3.1*6 


J + h 


s 


/ ¡ u + h 


f h 


s 


Quando uma partícula em movimcnto rctiíínco movc-sc somcnlc no semido posifivo 
ao longo dc um intervalo dc tcmpo, cmáo o dcslocamcnto ncssc intcrvalo c igual á distáncia 
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Mostre qu& {5) também vate pam tfrn 
intervalo de tempo p (l + í/, y, h < 0, 


percorrida pclu pariícula, Coniudo, sc a partículu pode movcr-sc em ambos os sentidos no 
íntervalo de íempo dado, entáo o deslocamento c u dístáneia percorrida podem ditcrir Por 
exemplo, se a partíeuía se moveu 100 unidades no sentido posilivo e depois 100 unidades no 
sentído negativo, a dislánein pereorridn é dc 200 unklades, mas o deslocameiito 6 /ero (poís 
as posígdes tmal c inicial coincidein). 

É importante distinguir entre a velocidade (quáo rápida é e em que sentido) e a veloci- 
ikíiie escütar (quáo rápida é) tle uma partícula em movímemo retilíneo. Isso é t’cito usando 
velocidade negaliva para movimentos no senlido negalivo c veloeidade positiva para movi- 
mentos no sentido positivo. Assim, uma partícula com uma velocidade dc -2 m/s tem uma 
veJocídadc cscalar de 2 ni/s e se niove no scntido negativo, enquanto uma partíeula com uma 
velocidade dc 2 m/s tem uma velocidade escalar de 2 m/s e sc move no sentido positivo. 

Suponba que uma partícula cm movimento rclilinco ao longo dc um cixo s tenha unia 
l un^áo pósicuo s A velocidade média da partícüla cm um intervalo de lempo [/,, í fl + //], 
coiti h > 0, é definida como 


Vm = 


deslocamcnto 
tempo decorrido 


f(h + /t) ” fUo) 


(5) 


Para definir a velocidade escalar média, usamos a distáncia percorrida pela partfcula, e náo 
seu desiocamento. Por exemplo, sc uma particula se movc 5 m no scntído positivo, e entáo 
rctrocede 2 m no scntído ncgalivo, scu dcslocamenlo é de 2 m, mas a disláncia percorrida c dc 
5 +2 = 7 m, Defmimos a vdoddade escalar média como o quoeiente da distáncia percorrida 
pclo lempo decoiTÍdí>: 


velocicladc escalar m — 


distáncia percorrida 


tempo decorndo 

No caso cm que a partícuia sc movc somente no scntido positivo, seu deslocamento e a dis- 
iáncia percorrida em qualquer imervalo de tempo sáo iguats. Nesse caso, a veloddade média 


c a veloeidade cscalar média também sáo íguais. 


K Exemplo 5 Suponha que s =f(t) — 1+ 3t“ 2f seja a tungáo posi^áo de uma partícula, 
onde $ está cm metros c f cm segundos, Encontre 0 deslocamento e a velocidade média da 
partícula nos inlervalos de tempo (a) [0, I ] e (h) [I, 2]. 

Sola^m (a) Aplicandt> (4) com i 0 = 0 e h = I } vcmos quc o dcsiocamentoé 

m +/o - m) = /o) - m = 2 -1 = 1 m 

Segue por (5) que a vclocidade métüa no íntervalo de ternpo [0, 11 é de í/J - l m/s. 

Soíugao (b) Apticando (4) com f () = I e h = 2, vemos que o deslocamento é 

m + h) - m) = m - m = -8 - 2 = »10 m 

Segue por (5) que a veltwidade média no i ntervalo de lempo [1,3] é de—10/2 — —5 m/s. < 


■ VELOCÍDADE INSTANTÁNEA 

A velocidade médta descreve o comportamento de uma partícula em movimento retilíneo 
cm um intetvaio de tcmpo. Hstamos intercssados na “velocidadc instantánca^ da partícula, 
que desereve seu comportamemo em um instante de tempo espccíílco, A Fórmula (5) náo é 
díretamcntc aplícável paracalculara velocidadc ínstantánca,poiso “tempo dccomdo'" cm um 
ínstantc especfíico é zcro t fazcndocom quc (5) se lorne índclinída. Uma maneirade comornar 
essu problema é calcular velocídades inédias para intervalos de tempo pequenos ertre; = f n e 
t = t u + /r. Essas velocidades médias podem ser visias como aproxinia^óes da “velocidade ins- 
iamáne¿v" da partícula no instante t iy Se essas velocidades médías liverem um limite quando 
h tender a zero : entáo podemos lomar esse limite conio sendo a “velocidade iiistamánea“ da 
partícula no instante r 0 . Vejamos um exemplo. 
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Figura3JJ 


Observe o$ vabres rtegaiivos para a 
velocidade no Exemplo 6. Isso é con- 
sisienie com o íato de qoe o objelo 
está se movendo no senüdo negaiivo 
ao longodo eixo s. 


lítbdaXI.l 


INTERVAI.O DE 

TEMPO 

VBLOCIDADE 
MÉDÍA (pás/i) 

5.0 < í < 6,0 

-176 

5,0<í<5,1 

-161,6 

5.0 < / < 5,01 

-160.16 

5,0£f£ 5,001 

-160,016 

5,0 < t < 5-iOOUI 

-160,0036 


► Exempio 6 Suponha cjae um objeto seja largado do repouso (ou seja, com veloddade 
inicial nula) desde o alto do Empire Statc Building, em Nova York, EUA, de uma altura de 
1.250 pcs acima do nível da rua. Mosira-se na Físiea que, com hipóleses simplificadoras ade- 
quadaSj a altura s do objcto (cni pcs) acíma do nívcl da rua, (segundos depois de scr largado, 
pode ser modelada pela funqaü posiqáo 

^ = f(t) = 1250 - 16r- 

(ver Figura 3,1.7). Verifique que í> objeto nao alcanqou o nfvel da rua aos t = 5 segundos e 
eneontre sua vclocidade instanlfmea ncssc instante. 

Soíugáo ínicialmcnte, obscrve quc f(5) = 1250 - 400 = 850 pés, dc modo quc o objeío 
ainda esia caindo 5 s depois de largado. Como uma primeira aproximagao de sua veíocidade 
inslantanca no mstante / = 5 s, calcuícmos a vclocidadc medía no inlcrvalo dc tcmpo dc / = 5 
atc / = ó. Seguc de (5), com / l( — 5 o // - I t que 

f(r 0 + h) - f(t 0 ) f(6) - f(5) 674 - 850 


— 


= —176 pés/s 


h I \ 

Para melhorar essa aproximagao iniciah calculemos a veíocidade médía em uina suces- 
sao dc intervalos de tcmpo cada vcz menorcs. Deixamos a cargo do leitor verificar os 
resultados da Tabela 3.1.1. As velocidades médias nessa tabeía parecem se aproximar de 
um limite de -160 pés/s, fornecendo evidéncía forte de que a vdocídade instamánea no 
instante t= 5 é de -160 pés/s, Para confirmar isso analilicamenle, comeqamos calcuiaudo 
a velocidadc média do objcto cm um intcrvalo dc tctnpo gcncrico, cntrc / = 5 c t = 5 + h f 
usando a Fórmula (5); 


u. n = 


f(5 + h) - f(5) 11250 - 16(5 + h) 2 } - 850 


h 


h 


A vekicidade instantánca do objcto no instantc dc tcmpo / = 5 c calculada como um Umite 
quando // —> 0: 


velocidade instantánea = lim 

/f—>-0 


= lim 

ft->0 


[1250 - 16(5 + h) 1 ) - 850 


4(K) — 16(25+ !0/¡ +/r) 


-16(!0/¡ +h 2 ) 

- üm--- lim —16(!0 + /f) = —160 

h->0 h /i->0 

Isso confirma nossa conjectura numcrica de quc a velocidadc instantánea depois dc 5 segun- 
dos é de —160 pé$/s. < 


Considerc uma particula em movimento retilíneo com funcfio posigño s =f( f), Motivados 
pelo Excmplo ó, dcíinimos a veioeidfíde instantánea i/¡ da partícula no instame t a como o li- 
mite, quando h —» 0, das veíocidades médias v m nos intervalos dc tempo entre t a + h. 

Assim, a partir de (5), ohiemos 


Vi = lim 
h 0 


m + A) - /<w 

h 


< 6 ) 


Geometricamente, a velocídade mcdía entre t - t {i e f = t a + h é a inclinaqao da reta seeante 
petos pontos P(f 0+ /(f 0 )) e Q(r ít + /n f(t fí + h)) da curva posiqáo ver.sus tempo, e a velocidade 
instantánea v. no instante e a ínclinagño da reva tangente á curva posiqáo versus lempo no 
ponto P( f 0 , /(f 0 )) (Figura 3.1.8). 

A velocidade instantánea é positiva quando a partícula se move no sentido positivo, 
é negativa quando a partícula se move no sentido negativo e é zero quando a partícula está 
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iy 



Urnía unidade tíe agmentí>em 
T t prúduz séJnpre m uniriades 
cfe vanacáo em v. 


iFigura 3.1.9 


momemaneumenit; parada, Definimos a veiocidade escalar imtantánm no ínstunie ^como o 
valor absoluto da velocidade instanlanea: 


velocidade escalar instaniíinea- ™ 



liin 

/j^O 


f(t() + ft) — ./(fp) 
Ií 



Isso nos di/ quao rápido está se movendo u partíeula no instante t = f i1s mas náo fornece seu 
scntido. Assim, no Excmplo 6, a velocidadc escalar instantánea do objeto no Instantc t = 5 s 
¿ |-I60| = 160 pés/s, ao passo que sua velocidade instamánea naquele inslante é de -160 
pcs/s. 


Figura 3X8 



/('*) + h) 


INCLINAQÓES ETAXAS DE VARIAQÁO 

A velocidade pode ser vista coino uma tcixa de varia^ao, mais precisamenie, a taxa de va- 
riagáo da posigáo em rclagáo ao tempo. As taxas de variagáo também ocorrem em outras 
aplicagbes. Por exemplo: 


• Um biólogo pode estar interessado na taxa com que a quantidade de bactérias de uma 
colbnia muda eom o tempo. 

* Um engenlieiro pode estar inteiessado na tnxa com que o comprimento de um cano 
de metal muda com a temperatura. 

* Um economista pode estar inteiessado na taxa com que os custos de produgáo mu- 
dam com a quantidade do produto quc cstá scndo produzido. 

• Um médico pode cstar interessado na taxa com que o raio de uma artéria nuida com 
a concentracáo de álcool na eorrente sangüínea. 


Nosso próximo objetivo é definir precisamente o que se entende por 4t iaxa de vanagáo 
dc v em relagáo a r' quando y é uma tancáo de x. No caso ern que _y é urna futigáo linear de v, 
digamos y = mx + b, a Ínclinagáo m é uma medida natural da taxa de vai íagáo de)’ eni relagáo 
a x. Como ilustramos na Figura 3,1.9. eada aumcnto dc 1 unidadc cm a j cm qualquer lugar ao 
longo tia rcla produz uma variagáo de m unidades de v t de modo que vemos que y muda a uma 
taxa conslantc cm rclacáo a x ao longo da rcta c quc c m quc mcdc cssa taxa dc variagáo. 


► Exemplo 7 Enconlre a taxa de varlagáo de y em relagáo a x se 

(a) v = 2x - I (b) v ~ “5x + I 

Soluqao Em (a) t a taxa de variagáo de y em relacáo a x é m = 2, de modo que um aumento 
de I imidade cm x produz uin aumcnto de 2 tmidades dc y. Em (b), a taxa de variacáo de y em 
relagao a jc é m = -5, de modo quc um auniento de 1 unidade em x produz uma reduqáo de 5 
unidadesdey. ^ 
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25°C 



Isoíamento térmico 






Barra 



0 


40 


(«) 



(b) 



0 0,1 0,2 03 0.4 

Distincia x ím) 

(<■) 


Fi^ura 3.1*10 



Em probíemas aplicados t mudar as unidades dc medida pode mudar a incMnacuo de 
uma reia; assim,cessencíal incluir as unidades qtiandocalculamos a inclinaqáo. Osexeniplos 
a scguir ilustram ésso. 


► Exemplo 1 Considere uma barra uniforme de 40 cm (0,4 m) de comprimemo, icrmi- 
camente isoíada em sua superfície laleral e com as exlremidades niantidás a temperaturas 
constamcs de 25" c 5°C t respectivamente (Figura 3.) .1 Oa). Mostra-se em Física que, sob con- 
digoes apropriadas, o grálico da tempeiaiura T versus a distáncia x da extremidade esquerda 
da bnrra c uma linha reta. As partcs (b) e (c) da Figura 3.1,10 mostram dois dcsscs gráíicos: 
Lim com x medido em cemfmetros e o ouiro em metros. As ínclinagóes em anibos os casos 
sáo: 


5 - 25 

-20 


nt = — - - = 

— 0.5 

(8) 

40-0 

40 


5-25 

-20 


m =-= 

- 50 

(9) 

o 

1 

* 

a 

0.4 



A indinaqáo de (8) indica que a lempemtura decresce a uma taxa de 0,5 Ú C por cen- 
límetro de distfmcia da exlrcinidade esquerda da barra* c a de (9) indica quc a tempe- 
ratura decresce a uma laxa de 50°C por metro de dLstáncia da exlremitlade esquerda <la 
barra. Enibora arnbas as mclinaqóes sejam dd'erenles, os dois resultados sáo Msicamente 
equivalcntes, < 


Muiio embora a taxa de variaqáo de y eni relaqáo a a seja constante ao longo de uma 
reta nao-vertical y — mx + b, isso nao e válido para uma curva qualqucr y =fí.x)> Po.r cxempki, 
na Figma 3.1.11, a variaqáo eni y que resulta de um aumento dc I unídade ein x tende a ter 
magniludc maiot nas regíócs cm quc a curva crescc ou decrescc mais rapidamenle do que 
em regíoes cm que a curva crescc ou decresce mais lentamente. Assíni como fizemos com a 
velocidade, vamos distinguir entre a taxa de varíaqáo média sobre um intervalo e a taxa de 
variaqao ínsíantánca cm um ponto espceílico. 

Se y =f(x), entao dcfinimos a taxa de mrktqa& média dey em relü0o a x no iniervalo 
[j:,,, jTj] como 

f(x i) - f(x o) 


rn 


00 ) 


.v, - Jf 0 

e di/emos que a taxa de variaqao instantánea de y em relaqdo a r é 

Jai) - f(x 0 ) 


r t — lim 

T, .1,-, 


A 1 - x 0 


(31) 


Geometiicamentc, a taxa de variaqáo média de y em rclaqáo slx no íntervalo [x [p .r, | 6 a 
inclinaqáo da reta sccantc pclos pontos P(x l} , f(x (¡ )) c QU,, f(x } )) (Figura 3.1,12), c a taxa 
de vaiiaqáo instantánea de y em relaqáo a .v em x t] é a indinaqáo da rcta tangente no ponto 
P(x {JJ /Uv,)) (pois é o limite das inclinagóes das rctas secantes por P), 

Se quiserrnos, podemos Lomar h = x, — x u e reeserever ( 10 ) e (1 1) eomo 


— 


/Uo + h) — f(x o) 


( 1 . 2 ) 


n = iim 

h > 0 


/Uo + h) ~ /Uo) 
h 


( 13 ) 
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► Exemplo 9 Seja y=x~ + 1, 

(a) Erteonlre a taxa cie variaeao media de y em rclagao a .r no intervalo 13. 5|. 

(b) Encortlre a taxa de variagáo insiamánea de y em relagáo a x quando x = -4, 


■"5 

Solugao («) Apiicando a Fórmula (i 0) com f{x) = x~ + 1, jt„ = 3 e .v, = 5, obtcmos 

fUO-Axo) /(5)-/(3) 26-10 


ni — 


X\ - V 0 


5-3 


= 8 


Faga os cálculos do Exempío 9 usan- 
do as Fórmulas (12) e (13). 


Assim, y cresce urna niédía de 8 unidades por auinento de I unidade eni x ao lotigo do inter- 
vaío [3, 5]. 

Solugao (b) Aplicando a Fómiula (! J) com ftx) - x + I e v G - -4, obtemos 

r m ) - /C*o) r /(A i) “ /(“4) r (4 + I) - 17 

n = lim -- = Jim -——-—- = bm — ! - 

A | — -i'i-^-4 X\ — (-4) ¿-¡—-4 .V¡+4 

xi-16 . (*■+ 4 )( a - i - 4 ) 

— lim —- = !im ■ ■ - — lim (jcj — 4) = —8 

jrj-*-4 X[ +4 x L -> -4 ,X{ +4 .tj-^-4' 

Assiny um pequeno aumento em ,va partir de ,v = -4 acarretará aproximadamente um deerés- 
cimo de 8 unídades em y. ^ 


■ TAXAS DE VARIAQAO EIVJ APLJCApÓES 

Em problcmas aplicados, as taxas de variagáo média e msLanifmea dcvcm scr acompanhadas 
dc unidades apropriadas. Em gural, as un idadcs dc uma taxa dc variayao dc y cm relagao a 
x sao obtídas “dividindo-sc” as unidades de y pelas unidadcs dc x c, cnlfux simplificando-sc 
pelas regras usuais da Álgebra. Seguem-se algunsexempíos: 


■ Sc y cstivcr cm graus CcJsius (°C) c x cm ccntímctros (cm), emáo a unidadc da taxa 
de variagao de y ein rclacáo a x será graus Celsius por centimetro (*C/cni). 

* Se y estiver eni mctros por scgundo (mAs) e a em scgundos (s), entao a unidade da 
taxa de variagao de y em relagao a a será inetros por segundo por segundo (m/s/s), o 
quc é lisualmcntc notado por m/s : , 

* Se v esiiver em ncwton-metros (N ■ m) c x cm mctros, entáo a unídade da taxa de 
varíagao dc y cni relagáo a x será ncwlons (N), pois N ■ m/m = N, 

* Sc y estiver em metro-quílos (in ■ kg) e x em horas (h), entáo a unidade da taxa dc 
variagáo de y em rclagáo a .v será metro-quilos por hora (m * kg/h). 
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► Exemplo 10 O fator limitante na resisténcia atlética é o desempetiho cardíaco, isto é : o 
volume dc sanguc quc o eoragáo pode bombear por unidadc de tenipo durante uma compctí- 
qao atléiica. A Figura 3.1.13 mostra um gráfico de teste de esforgo de desempenho eardíaco V 
em Istros (L) de sangue vtrsus a quantidadc de trabalho que está sendo leita Wg m quílogra- 
mas-metros (kg ■ m) durante I minuto dc levamamcnto dc pcso. O grátíco ilustra oconhecido 
fato médico de que o desempenho cardíaeo aumenta cotn a quantidade de trabalho, mas, 
dcpois dc attngir um valor dc pico, comega a cair + 


(a) Use aretasecante que apareee na I igura3.1.1 4a paraestimara taxa médíadedesempe- 
nho cardíacoem relagáo ao trabalho a serexecutado quandoeste aumenta dc 30U para 
1200 kg' m. 







do desempenho cardmco em relagáo ao tj‘abalho que eslá sendo execulado no pontü 
onde ele c dc 300 kg ■ m. 


Sofugao (a) Usando os pontos estimados (300, 13) e (1200, 1 9\ a inclinagáo da reta secan- 
te da Figura 3.1.14« é 


19- 13 
1200 - 300 




0,0067 


L 

kg-m 


Isso signilica que, cm mcdia, 0 aumcnlo dc I unidade no trabalho que está sendo execuládo 
pjodu/ um aumento de 0,0067 L no desempenho cardfaco no imervalo. 


Sohi^ao (h) Esti mamos a inclínagáo da curva de desempenho cardíaco cm W =300 tragan- 
do uma rcta que parece encontrar a curva em W- 300 com inclinagáo igual á da curva (Figura 
3.L14/)), Estimando os pontos (0, 7) e (900, 25) nessu reta, obtemós 


irabalho que esíá sendo feito w thg-ín) 

(» 

Figura 3*1*14 


25-7 

jr. _ 

3 90Ü - 0 


0,02-— 4 
kgm 


EXERCÍCIOS DE CÜWIPREENSÁO 3.1 (Verpégina 178 para respostas.) 


L A inclinagáo m^ da reta langente h curva y - j{x) no ponto 
P(x ir f(xj) é dada por 


niw — lim 

-1' ,V 0 


= iím 
o 


■? 

2. A reta tangeme á curva v = (x - 1 r no ponto (- \. 4) tem equa- 
gáo 4.v + y = 0. Assim. o valor do limite 

A 2 - 2.V - S 


lim 

x -*E JC -|~ 1 


e 


X Uma partícula sc move ao longo dc um eixo onde s está em 
metros. Durame os primeiros 5 scgundos do inovimento, a po- 
sígáo da partíeula é dada por 

3- = 10- (3■ -r) a , 0 < l < 5 

Use essa fungáo posicáo para compleiar cada paite. 

(a) Inícialinente, a partfcula avanga uma distáncia de__ 


m no sentido 


(positivo/negatívo); dcpois re- 


veite o sentido, percorrendo uma distánda de_ 

m durante o perfodo de 5 s restante. 

(b) A veloddadc média da pamcula no período dc 5 scgundos 

é__, 

(c) A veloeidadc cscalar média da partícula no pcríodo dc 5 
segundos é , 

4* Seja s =j\t) a cquagño dc nma curva posigáo versus lempo para 
uma partícuía em irtovimcmo ictilfneo, oudo .vestá cm inctros 
e / em segundos. Suponha que s - - 1 quando / ~ 2 e que a 
vdocidade instantánca da partícula nessc instante é de 3 m/s. 
A equagáo da reta tangente á curva posigáo versus tempo no 
instante t =2 é _ . 

5* Supon ha que y - x" + x< 

(a) A íaxa de variagáo média de y em reíagáo a x no intervalo 

2<x < 5 é __* 

(b) A taxu de variagáo instantánea de y em relagáo a x em .v - 
0 é _ 













































































176 Cálculo 


EXERCÍCIOS 3.1 


EMFOCANOO CONCEÍTOS 


L A figura ahaixo mostra a curva dc posicao versu.s tetiipo 
para um devador quc se move para cima até í50 m e, cmao, 
dcícarrcga scus passcigeíi os. 

(aj Estinic a vdocidüdc insiantatiea do dcvEidor cnw — 10 s, 

(bj Esboce uma ctirva de velocidade versiw tempo pai l a o movi- 
tncnto do devador tio intervalo 0 < I < 20. 



Figara Ex-í 


2. A figura abaixo mostra a ctirva posigíio versus tempo de um 
automdvel durante um períododc 10 s, Ihe os segmentos dc 
reia mostrados na figura para esiímar a velocidade instantS- 
nea do automóvel nos itisiantes i - 4 s e i = 8 s. 



X Um pára-qucdista cai vcrticalmentc dc um aviao. A íigura 
em ancxo mostra o grálico da distáncia s caída pelü pára- 
quedisia vrrsus o tempo t dcsdc o salto do aviüo, 

(a) Use o segmento de reta que aeompanha o gráfico para 
estimar a velocidade escaíar Ínstantanea do pám-que- 
dista no ínstame r= 5 s. 

(b) Estime a vdocídude escalar instaiUánea do pára-que- 
dista no instante t - 17.5 s. O que parece estar oconeti- 
do com a velocidade escalar do pára-quedísta ao Iongo 
dü tempo? 



4. A tigura abaixo mostra a curva dc posigao verstts tempo 
para uma cena pariícula se movendo ao longo de tnna linha 
reur A partir dograllco, estime as segLiintes quantídades: 

(a) a vdocidade média no ínlervalo 0 < t < 3 . 

(b) os valorcs dc ¡ nos qnais a vcloeidade insiantatiea ú 
zcro. 

(e) os vaIores de r nos quais u veíocidade insiant;Jnea é má- 
xima üu mínima, 

(d) a veiocidade insíantanea quando t= 3 s. 



0 1 2 í 4 5 6 7 8 

T 0 mpo ($) 


Figura E\"4 


5» A figura abaixo mostra a curva dc posigao versus tempo 

para cena partfcuia movendo-se sobre uma linha reta, 

(a) Onde a pítrlícula se move mais rapidameme, em / Ir ou 
í,? Explique. 

(b) Na origem, a tangente é horizontal. Que ínlbrmacüo 
sobre a velocidade inicial da partícula isso nos dá? 

(c) A part íc nla está aume ntando ou d i m i nu i n do su a vcJoci- 
dadeescalarcm |/ (r / r ]?Explique, 

(d') E no íntervalo [/,, i 2 ], sua vetocidade escalar e$iá au- 
mcniando ou dimimiindo? ExplEque, 



(?. (Jm automóvci. inicialmeiite em repouso. comeca a sc nu>- 
vcr sobre tmi caminho reto. A velocidade aumcnta dc niodo 
uniforme até que, de rcpente, ao ver uma barreíra de con- 
crcto, o motorista freia firmcmentc em O carro desace- 
lera rapidamcntc. nias é nuiito tarde - cle se ehoca com a 
harreim no instame /, e volta mstantaneamente ao repouso. 
Eshoce uma cur\ - a de posigao vcrsns tempo que possa re- 
presentar o movimcnto do carro. 


7. Se urna partfcula sc move com velocídadc constante, o que 
pode sei dito sobre a cnrva de posíQáo vt'tsus tempo? 

8* As ñgui'as em anexo mostram as cnrvas de posí^áo vcrsi/s tem- 
po para quatro partículas diíercntes movendo-se sobre linhas 
rctas, Para cada partícula + dcterminc se a vdocidadc ínstantá- 
nca estEi aumcntando ou dimínuindü eom o tempo. 
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9-12 Süo dádos, üitia fungao y =/(a _ ) e os valores de _v ( , e J r . 

(a) Eneomre a taxa de variagao médía de _v ern relagao a o 
no intervalo |.v ir . jt'J. 

(b) Encontre a taxa de var¡agao iristantanea de y em re!agáo 
a .v no valor especificado de x <y 

(e) E neoi 1 1re a laxa dc variag ño i nsUmta nea de y em rc I agño 
a x em um valor arbitrário de a- ,. 

(d) A taxa de variagao mcdia em (a) é a incimagáo de 
uma cerla reta seeame. e a laxa de variagao instaDtá- 
nea em (b) ¿ a inclinagáo de uma eerta reta tangeiue, 
Esboce o gráñco de y =/(a) junto com essas duas 
retas. 

9* y = 2.v 2 ; Af> = 0 ? .vi = 1 

iü t y = a / Vq = I, x | = 2 

11. y = l/.v; .vo — % A-t = 3 

12* y “ l/.v : ; “ 1 T -V L “ 2 

13-16 Sáo dados u cmi fuiigfio y =J\x) e üin valor de ,v (í . 

(a) E ne on l re it n í a fórn íula para a i nd í nagáo d n rela ta ngcn - 
Le ao gráíico dc f em um ponto arbitrário x = x 0 . 

(b) LJse a fúrmula obüda em (a) para encomrai a i ncl inagáo 
da reta tangente pam o dado valor de x t) . 

13. /ú) =.V-- i; .Vfi = -1 

14. /(¿) = x 2 + 3 x+2; xq = 2 

15. /(.v) = jx: .V() = í 

16. /{.v) — i/^/x; .vo = 4 


ENFOCANDO CONCEITOS 


17. Su pc>n h a que ii a f i g ura a segu i r es lej a a c e.i r va de te m p era - 
ttira externa ein T vérsus tempo relaiiva a um período de 
24 horas. 

(a) RstEmc a temperatura máxima e o instante no qual ela 
ocorre. 

(b) O aumento da teinperatnra entre Hh e I4h é razoavel- 
menie linear. Estime a taxa segundo a qual a lempera- 
tura está auinentando durante esse período. 

(c) Estime o tempo no qual a lemperatura decresce niaís 
rapídamente. Estimc a taxa de varíagáo instantánea da 
tcmperatura em relagáo ao tempo naquele instantc. 




Fisura Ex-17 


18. A íigura abaixo mostra o gráfico da pressáo p em atmosfe- 
vas (atm) versus o volume Vem Utros (L) de 1 mol de um 
gás idcal a uma temperatum constante de 300 K(kelvin). 
Use as retas tangcntcs mostradas para estiniar a taxa de va- 
riagáo da pressáo em relaqáo ao volume nos pontos em quc 
V- 10 L e V = 25 L. 



19. A íi gu ra abai xo mostra o grá Iico da a 11 li ra h c m ccnt í tnet ros 
versus a idade / em anos de um indivíduo, desde o nasci- 
memo até os 20 anos, 

(a) Q li ando a tax a de cresc i nien to é m áx í ma? 

(b) Est i mo a ta xa de ere sci mc n L o aos 5 a n os. 

(c) Ápraximadamcníc em que ídadc, entre 10 e 20 unos, a 
uixa de aescimento é máxirna? Esüme a taxa de eres- 
cimento nessa idade, 

(d) Esboce um grático aproximado da taxa de crcscimento 
vcrsus idade. 
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20. Uma pedra cai de tima altura de 170 m em diregao ao solo. 

Em / scgundos T a distáncía perconida peJa pcdra 6 dc s = 

16r m. 

(a) Quamos segundos apos o iníeio da qtieda a pedra aiinge o 
solo? 

(!>) Qual c a vclocidadc módia da pedra durante a queda? 

(c) Qiial c a vclocidade mídia da pcdra nos 3 primciros scgun- 
dos? 

(d) Qual c a vclocidadc iuslantánca da pedra quando ela atinge 
o solo? 

21* Durantc os 40 segundos iniciaís dc voo, um foguetc é dispara- 

do díretaniente para cima. de lorma que a altura atíngida eni t 

scgmidos é de s = rV vTo m. 

(a) Qual é a aitura atingida eni 40 s? 

(b) Qual é íi velocidiide inediii do foguete durante os primei- 
ros 40 s? 


(c) Q Uii I é a ve 1 üc idade niéd i n do fogu ete du rante os pri mei ros 
135 m dc yoo? 

(d) Qual é a velocidade instaníánca ao fim dos 40 segundos? 

22. Um automóvel é condu/ido ao longo de uma estrada reui dc 
tal forma que, decorridos 0 < ¡ < 12 segundos* está a s = 4,5/' 
metros de sua posiqüo inicial. 

fa) Éncontre a velocidade inédia do cario no íntervalo [0* 12]. 

(‘ b) Encont rc a vel oci d ad e i nstan tánea d o carro aos / ” 6 s. 

23. Unia partícula movc-sc no scntido positivo dc u m cixo de íál 
fornia que, após / minutos, suadisiáncia és = 6f : ccnlfmetros 
da origem, 

(a) Encontre a velocidade média da partfcula no íntervalo 
[2.4J. 

(b) Encont rc a ve l oci dad e i nsta ntánca e m / = 2. 


l/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 3.1 


. JXx)-f(xo) f(xo + h) - f(x 0 ) 13 , , , 

1. -4 ---— 2. “4 3. (a) 9; positívo: 4 (b) 1 m/s (c) — m/s 4. £ = 3/-7 

-v - .v-o /r 5 

5. (a) r M = 8 (b) r,= 1 


3.2 FUNQÁO DERIVADA 


Nesta seqáo discutiremos o conceito de uma "clerivada”, que é a principal fenmnenta 
matemática utiíizüda para calcuíare estudaras taxas de varia0o. 


M DEFINIQAO DA FUNQÁO DERIVADA 

Na última seqao mostranios quc se o liinite 


lim 

ÍT-+0 


cxiste, cntáo podemos interprctá-lo ou como a inclinagáo da rcta tangeníe á curva v =f(x) no 
ponto x = x fíJ ou como a laxa dc variacáo inslamánca dc y cm rdacáo a x em x = i ver Fórmulas 
(2) c (13) daqucla scqáoj, Bsse limite é tao importante quc possuí notaqaocspeciai: 

/C*o + h) - f(x 0 ) 


/ (xq) - lim 

h -v0 


h 


( 1 ) 


Podemos pensar em /' (que sc lé **éfe linha' 7 ) como uma funcáo cuja cnti'ada c x n c cuja 
safda é o tiúmero f'ixj quc represcnta ou a inclinaqáo da reta tangente a v =f(x) ern a - x a , ou 
a taxa de variaqáo instamánea de y cm relacáo a x em ,v - .% Para cnfatizar cssc ponto de vista 
funcional» substituímos x f) por x em (1) c cstabcleccmos a deíiniqáo a scguin 


A expressáo 

/§. + h) - /Cv) 

/í 

que aparece em (?) é comumente cha- 
roada de^uocfente de díferenqas^ 


3,2.1 ]>jiinjvao A itmqáo f deñnídapela fórmula 

/(-v + h) - f(x) 


x) — lim 

/r-*ü 


h 


( 2 ) 


c dcnoiuinada derivada defem reiaqao a () domínio de / consiste em todos os x do 
domínio de/para os quais cxiste o límite. 
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() termo ^dcrivada” é usado porque a fimgao f f deriva da fungao / por meio de um 
limite. 



► Hxempío 1 Encontre a dcrivada em rdaíífio a x de f(x) = a" + I e use-a para eneontrar a 
equaqao da reia tangente a y = x 2 + I em ,v = 2. 

Sofuyáo Scgue. de (2) que 

, r /(* + h) - f(x) r | (.v + h ) 2 + 11 - [x 2 + 11 

f (x) = hm --- — lim --- 

o h h 

x~ + 2 xh + h~ + I — x~ =- 1 2xh ■+* h~ 

— hm -—-—— --——-- — lim —--—— 

ft-» o h ti-*o h 


= lim (2jc + h) = 2x 
o 

Assim, a inclinaqao da reta langenie a y = x 2 + 1 em x - 2 é f\ 2) = 4, Como y = 5 paru 
a fórmuia ponto-inclinagao da reta tangente 6 

y -5 = 4(jc“2) 

que pudemos reeserever no Ibrmato inclína^ao-eorte como v = 4.v + 3 (Figura 3.2,1). < 


= 2, 


Podemos pensar em j f como uma fungao “que produz inclinaqoes", no sentído de que o 
valor dc f'(x) em a = x fy é a inclinaqao da reta tangente ao gmfico de / cm ,v=x r> , Esse aspeeto 
da detivada está ilustrado aa Figura 3,2.2, que inosLia os gráflcos de f(x) — a" + I c de sua 


derivada f (x) = 2x (ohtida no Exemplo I). A ñgura iiustra quc os valotes de f \x) = 2x crn 
x = -2,0 e 2 cotTcspondcm ás inclinaqSes das retas tangenics ao gráfico dc f(x) ~jt" + 1 nes- 


ses valores de a\ 


Fijíura 3*2.2 



Em geral f se f (a) está definída em x = a {] , entao a fórmula ponio-inclina^áo da equaqáo 
da reta tangente ao gráfico de v - f(x) no ponto (x. { ,, f(x 0 )) e dada por 


3’ “ /(*,)) = /+«)(*-*o) 

ou, equivalentemente, por 


y = f(X») + f - A'J 
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Fif^iira 3.2,3 



£m cada ponto, a reta 
tangenfe tem inclinagao m 


Figura 3.2,4 


O resultado no Exemplo 3 é consis- 
tente coni nossa observaQáo anterior 
de que a taxa de variagio de v em re- 
lagio a ,i ao longo da reta y = ííi,v + b 
é constante, e essa constante é m . 


► Éxemplo 2 


(a) Enconlre a derivada ein relagao a x de f(x) - x -x. 

(b) Faga os gráficos de / c / juntos c díscuta a jclagáo cntrc ambos. 


Soluqao (a) 


f\x) = Imi 
h -> o 


lirn 

ÍJ-+Ü 


fnn 

fi-* 0 


Um 

A-* o 


f(x + h) - f(x) 
h 

[(x -f h) } - (x -f /Q,] - [x* - x] 

h 

l* 3 + 3 x 2 fi + 3 xh 2 + h y - x - h \ - [x* - ,v | 

J 

3a”'/i + 3 xh 2 + /3 — h 

Ji 


■■> 


lim [3 a j + 3 xh + /r - 11 — 3 a j “ — I 
h o 


So/wfáa {/) Uma vez que / # (.r) pode ser íntcipretada como a indinagáo da reta tangcnte 
ao gráfico dc y = f(x) no ponto x, a dcrívada f (x) c posiliva ondc a reta tangcntc y = f(x) tem 
inclinagáo positiva, 6 ncgativa onde a inclinagáo c negativa, c c zcto ondc a rcta íangente c 
hori/ontal. Dcixamos para o lcitor a vcrificagáo dc quc isso cstá cm confonnidadc com os 
grálicos dc f(x) = x r ' ~ x e f (x) =3a' 3 - 3 mostrados na Figura 3.23, ^ 


► Exemplo 3 Em cada pomo ,y a tangente á reta y - mx + h coineidc com a própria reta 
(Figura 3.2.4) portanto, lodas as rctas tangentes lém indínagáo m. ísso sugere gcometríca- 
mcnte qtic, sc f(x) = m.x + b, cntáo /'V.v) = m para todo x. isso c conílrmado pclos segutntcs 
cíilculos: 


fXx) — lim 
k — 0 


— iim 
h — 0 


f(x + h) - f(x) 
h 

lm(A- +/:) + b\ - Im.v +/?[ 


= lim 


mh 


= íim m = m 
h -+ 0 h 0 


► Exemplo 4 

(a) Encontre a derivada em relagáo a x de f(x) = +fx. 

(b) Enconlre a indinagáo da rcta tangente a y = fx em x - 9, 

(c) Eneontre o.s limitcs dc /'(.v) quando x —$ 0 + e quando x —> +co + e explique o que 
esses límítes dizem sobre o grálko de f. 

Soiuyáo (a) Lcmbrc que no Fxemplo 4 da Segáo 3,1 obtivemos a inclinagáo da reta tangen- 
te a y = fx em x - x 0 como sendo m ls , - 1/(2 fx^ ). Assím, f (x) = I (2fx). 

Soíu^áo (b) A incli nagáo da reta tangente em x = 9 é fX.9)\ logo, a partír de (a), essa incli- 

na^So é f(9) = 1/(275) =+ 
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Solugao (c) gráfic c / x - */x c e / ^ = 1/ 2s/x a m Ira na Figura 3 2 5 

b er c ue f 'x >0 ex> 0 T ue igniíiea uct a a reta tangente a gráfic ey-*/x 

tém inc inagbe iti a em I nt e e inter a m 


.. 1 
bm —— 

2/x 


— +00 


üm — = 0 

X->+X 2y/X 


gráfic e t rna ca a ez mai ertica uan „v —> 0 + c ca a ez mai h i i/ nta 
x —> +oo M 


uan 



Figura 3.2.5 


■ USANDO DERIVADAS PARA CALCULAR VELOCIDADE INSTANJANEA 

Segue a Fórmu a a $et¿a 3 ] ub lítuin t 0 r/ ue s es=// é a unga i<gá 
c urna artícu a em ni imcnt reti ínc „ entá a e cí a e ín tantSnea em um in tante 
arbitrári t é a a r 


V\ = lím 


f(t + h)-f(t) 
h 


m a ireit c ae ua?á ca crí a a a ungá / c m ariá c in e cn entc/cm 
e/ ex> egue ue t e// éa ungü igá e uma artícu a em m iment reti me , 
cutá a un<;á 


t'(f) = f'U) = lirn^ 


fir + !<) - f(t) 
h 


4 


re rc enta a e ci a c in lantñnea a artícu a n 
ue 4 éa ftmgao velocidade instantúnea u, mai 
arttcu a 


in tante r n c üentementc, izem 
im e inente, a fun$áo velocidade 


a 


► ExemploS embre ue n 
ria a , a unga igá e um 
a tura c 1250 c acíma nf c 
1250— 1 t 2 ui, / t é mc i 
er arga b et 


E cm a Sega 3 1 im uc* b hi ótc c a r 
b ct arga a l Em ire Slatc ui ing, e uma 
arua, e erm e a a ca unga it;á s — f t - 
cm é acirna ní e a rua e / s cm cgun e i c 


a Knc ntrc a uugá c ci a c b et 

b Hnc mre inler a clcm a ng ua aca ungá c ci a c 
c ua éa e ci a e bct a atingir ní c arua 


Solu^áo ( a ) Seguc c 4 ue a ungá e ci a e c 


/(/ +/0-/(0 r [1250- ló{í + /t) 3 ]“ 11250 

u(f) — lim-— Iim - 

/j h h -> o h 

-i6¡/ 2 + 2//i+/ í 2 -f 2 ] / 2 //í + /? 2 

= lun -= —16 I Iim - 

h 0 /; V A o h 


lóf 2 ] 


= -ló- lim(2/ +/í) = -32/ 

h-* 0 


n ea uni a e a e ci a c a é r egun 

Soht^ao (b) ungá c ci a eem a é ái aa artir in tante / = G,em ue be 
t é arga } atc in tanter^em ue bate n , u e a, uan 

1250-1 /|-0 iu ui a entemente, ] 0=1250 
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ResoJvendo para o valor positivo de r t , concluímos que a fungáo velocidade c válida aié o 
inslantc 


t) 



Sohtí^áo (c ) Para cncontrar a vclocidade do objclo quando uíingc o solo, substiLuímos o 
vaíor dc q obtido cm (b) na fungao vclocidadc v(t) = -32/. Assím, obtcmos 


v(h) = —32/j = -32. 


1250 


16 


—282,8 pésfe < 




PQnto de 

tangencia verticul 


f igura 


■ DIFERENCIABILIDADE 

É possível que o iiinite que deíine a derivada de uma fungao/n§o exista em eertos pontos do 
domínio de/ Ncsscs pontos, a derivada nao está dcfinida. Para lcvarem conta essa possibili- 
dade, introdu/dmos u seguime terminologta. 


3,2.2 DEFJNI^ÁO 
te o limite 


Di/cmos que uma fungáo/c diferenciável ou derivável em sc exis- 


/'Uü) 


= lim 

h -* 0 


/O0 + h ) - f(x oJ 
// 



Se/édíferenciável em eadaponto do iniervalo aberto (a y b\ entáo di/emos que a fungao e 
diferenciável em (a>h) e, analogamente, etn intervalos abertos da forma (>v, +oo), (-oo, b) 
e (“oo, +oo). Nesse ultimo caso» dizemos que/é diferenciável em toda parte* 


Gcomctricamcmc, uma fungao/ c difcrcuciável cm av, sc o gráfico dc/possuir uma 
reta tangeme em a,.. Assirn, / náo é derivável em cada ponto x ít eni que as retas sccantcs pelos 
pontos P(x i} , fixj) c Q(x,f(x)) distintos dc P náo tcudcrem a uma unica posigáo íimite ncw- 
verticai quundo x —> x\ r A Fígura 3.2.6 exibe duas situagdes comuns nas quais uma íungáo 
que é continua em x ü podc dcixar dc scr derivávet em x fí . Essas siiuaqoes podem ser descritas 
í nFonti al m en te como 


• pontos com bico 

• ponlos de tangéncia vertical 


Em um bico, as inclinagoes das rcias secantes tém limiícs distimos pela esquerda c pela direita 
e, portanlo, o limile hüatcraí quc define a dcrivada náo exLste (Figura 3.2.7). Em um ponto dc 
tangéneia veriícaU as inelinaqdes das retas secantes lendem a +oo ou -oo pela esquerda e pela 
direita (Figura 3.2.8), portanto, novamente o limiíe quc define a derivada nao existe. 



Figura 3.2,7 


x 

+- 
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Ertísiem ouiras circunstáncla$ nrienos 
óbvias sob as quais uma fungáo pode 
deixar de ser diferenciáveL {Ver r por 
exempJo, o Exercício 45.) 


Como ilusira a Fjgura 3,2», u difereuciabilidade crn r \- í; também pode ser descrita in- 
formalniente em tennos do eomportamento do grático de/sob amplmgdes eada vez maiores 
no ponto P(x» /Cv fl )), Se/é derivável em ,v r;i+ entao com anipliagoes suñcienienien te grandes 
em P o gráíico parece ser uma reta náo-verlieal (a reta tangente); se ocorrer um bico em 
x ip enlao esse bíco pcrsistirá cm qualqucr amplíaqfio, por maior quc scja, e o gráíico nunca 
pnreeerá uma reta náo-vertieal; finalmcnie, se ocorrer uma langcneia vertical em a m , entáo o 
gráfico de/parecerá unia retn veilical com amplíagóes suñcientemente grandes em P. 




NáO'difere nciSvel em ,v 



Náo-diferenciávef em ji 



y - 1*1 


Figura3J.lÜ 


+ >' 


V =/'(*) * 


l. x > 0 
l-L -v < 0 


x 

-> 


► Exemplo 8 Ü grálico dc y - \x na Figura 3.2.1 ü sugere quc há um bico em x = ü, e isso 
implica que f(x) = \x\ náo é diíerenciável naqueJe portlo. 


(a) Prove que /{.v) -1.\] náo é díferenciável em x = 0, mosirando quc o limite na DefinP 
qáo 3:2.2 náo exisle naqucle ponto. 

(b) Enc on t re u m a fórm u I a para / /v). 


S&fti^ao (a) Da Forrnula (5) com .r fl = 0, o valor dc f ( 0), sc cxislissc, scria dado por 


r /(0 + A)-/(0) ,. /(/0-/(0) r |/í( » |0| r [/i| 

/ (0) = liril-- — hm--= Jim --— lim — 

h o h h -=■ o h h -**■o h h 


(6) 


Mas, 


W 

h 


0 h> 0 
I, h < 0 


portanfo 


tim ñ = 

h Ü h 


e lim — = 1 

/3->ü‘ h 


Como csses limites náo sáo iguais, o limitc biiatcral cm (5) náo exisle c, con.scqiicntcmcnlc, 
f(x) = W náo é diferenciável em x - 0. 

Solumo (b) Uma fórmula para a derívada de f(x) = \x\ pode ser obtida escrevendo-se \x\ por 
partes c tratando-se os casos .v > 0 c x < 0 separadamente. Sc x > 0, entáo f(x)=x c f \x) = I; 
e se a < I/ entáo f(x) = -x e f (x) = -1, Logo s 


fW = 


1, ,v > 0 
I, x < 0 


O gráficodc / é mostrado na Figura 3,2.11. Obsenc que / náo c contínua cm _v - 0; iogo, 
essc cxemplo mostra que a derivada dc uma funcáo quc é contínua cm toda parte nño preeisa 
sei contínua em toda parte. + 


Figura 3.2 J1 
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Um teonsimEi que diz ' r se a afirmacáo 
A é verdadeira r entáo a afirrrsapáo 6 
é verd'adeira” é equivalente ao teore* 
ma que diz *'se a alirma^áo B náo é 
vordaaerra, eniáo a afirmagáo A náo 
é vqrdadeira". Dizomos que os dois 
toorennao esiáo em fortna cniUmpa- 
\ifivu urn ac outro, Assím, oTeorema 
3.S.3 porje ser reesorito oa forrna 
oonfrapositiva como "ae a fungáo / 
jiáo é continua em enráo / náo é 
diterenciáveS emjr, 


c tangencia 


■ A RELApÁO ENTRE DIFERENCIABILIDADE E CÜNTINUIDADE 

á abern ue ungoe na á i ereneiá ei etn nt e m bie e em nt 
ertica ró im tc rctna m tra uc ungoe ná á i crenciá ei em m e c c n 
línuí a e Pr arem i m Imn ué t tfé i erenciá e em um nt s enlá f c t er 
c ntínua nc e nt 


3*23 teorkMA Se j' é difereiwiével no ponto a' ;p eníao f é contnma eni .x; r 


DJ:MÜNSLRAt,AO Sü 

e i tc e é a a r 


Para m Irar ucjée ntinua ein a ()> c etn m Irar ue im A , Xl> f(x) — /Uo), u, e ui 
a entcmente, 

im l/(.v) - /(ad)¡ ~ 0 

X “+ -Víj 


n ue / c i ercnciá e em x t) , lem e, a artír e 5 * ue f* x ( 


fúo) = im 


/'(a 0 + A) - /(- 


h 


tq) j 


7 


E re an i em term a ariá e /i=jr- a 0j e em r ar ue 

,im[/(/o + h) - /(.ío)) = 0 

h —* 0 

ntu , i e er r a u an e 7 , c m egue: 


im[/(* 0 + h) 

h—<* 0 


/(vo)j = ím 
;?->ü 


/Uo + h) - /(Jtp) 
h 


ím 

o 


/Un + h) - /(aq)' 


■ i m /í 

/;-»0 


= /'(Ao) * 0 - 0 


ADVERTÉMCIA 


A rectproca do Teorema 3.2.3 é falsa. 
ou seja, uma tungáo pode ser conté 
nua em um fionto sem ser diferenci- 
ávef nele. Isso ocorre, por exemplo, 
om bicos úe lunpóes coniinuas, Por 
oxomplo, / x = p| é contínua &m 
.V = 0, mas náo é diferenciável nesso 
ponto (Exemplo 6). 


re aga enlre a e ntinui a e e a i ereneiabi i a e te e gran e igniíica hi tó 
ríe n e en iment á cu infci écu X X, matemátie aere ita 

am ue, e uma un^á e ntínua ti e e muil nl e ná i ereneiabi i a e,e e 

nt , c m ente e um en' te, e eríam e tar e ara 


e iga 


r egmem 


eeur a í a Figura 3 2 12 E e e uí e 


e e e berta ue c me^amm em 1 34 a ue e an 


um 


un utr 
3 erruba r uma érie 
a re, í) ó e matemátic 


a emia.ehama 
c ntínua ue na 
matemálic a emá 


rma ee n truir uma urtQá 


ernhar 7.an , e c briu uma 
c i erenciá e em nenhum nt ai lar e, em l U, gran e 
ar eier ira bi sraíia 3 3 a re ent u a rimeira órmu a ara 

á im 


uma ta un^á E c grálic á im í ci e er Lra^a bic á tá numer 

ue l a am íayá e um egnient a cur a re e a mai bíc e e berta e a 
un^óe ai ógiea i iin rtanic> á me i a ue i rn u matemálic e c níia e 

ua intuigá ge mélríea e e Ígente e r a matemática reci a ecentemente, tai 

uneóe a ararn a c em enhar um a e un amcnta n cin e b ct ge métn 
c en mina fractais raetai re e aram uma r em ara enómen naturai ue 

eram e earta anteri rmente c m en a eatóri c caótic 



Figura 3,2 J 2 
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Figura 3,2.13 


■ DERIVADAS NOS EXTREMOS DE UWl INTERVALÜ 

Se uma fungao/está deñnida em um intervalo fechado 1«, b\, mas nao foradele, entao f nao 
esiá definida nos extremos dessc intervalo porque derivadas sao liinites hitaierais. Para tratar 
dísso deñnímos a derivada pela esquerda e a derivada peía direita por 

/(•* + h ) - f(x) , f(x + h) - /(.¥) 

./_(*)= hm - - - e f+{x) — hm - - - 

respectivamente. Essas derivadas sáo chamadas derivadas laíerais. Geometrieamente, /L(x) 
é o limite das inelinagoes das relas secames quando x é aproxímado pela esquerda e /.¡.(j) é 
o ümite das inclinaQdes das retas secantes quando a j é aproximado pela direita. No caso de 
um intervalo fechado \a, h\, entendcremos qitc a dcrivada no extremo esquerdo é /| (a) e a 
derivada no extremo direilo é fL(h) (Fígura 3.2.13). 

Em geraf di/emos que / é diferenciávei em um intervalo da forma [¿7, h f [a , *foc) s 
(— cx_:. s />] s [é7, h) ou (a, b] se/ibr diferenciávd em eada ponto do mterior do intervalo e se 
ejíisíir a derivada latcral apropriada cm cada extrcmo indufdo no intervalo. 

Pode serprovado que uma funqao/é contínua pela esquerda naqueles pontoseni que 
existe a derivada pela esquerda, e eontínua pela direita naqueies ponios em que cxiste a derí- 
vada pela direita. 


Adtante daremos signiíicados espe- 
cificos aos simboEos dy e rh\ Por en- 
quanto, náo podemos encarar dy/dx 
como urn quociente. mas táo-somen- 
te como um único simbolo, que deno- 
ta a derivada. 


■ OUTRAS NQTAQOES PARA A DERIVADA 

O prcicesso de encontrar unia derivada é chamado derivaqao ou diferenciagño. Podemos pcnsar 
na derivaqáo como uma operaqao sobre funqoes, que asstxia a íunqao _/ f a uma lunqáo /. Quan- 
do a variável independente íbr a, a operacáo de derivagáo tamhém costuma ser denotada por 


/ f W = — f/Wl ou f f (x) = D x \f(x)\ 
dx 

No caso em que também tcmos a vanávcl dependcnte y - /(.v), a dcrivada costuma serdcno- 
tada por 


f(x) = y(x) ou f(x) = 


dy 

dx 


Com essas nota^oes, o valor da derivada eni um ponto pode ser expressa como 


/'(¥„> = ‘~lfU)] 

dx 


.r—ü,, 


, /Vvo) = d,[/u)J| i=v 0M = Axoh f(x o)=^ 


A'—jfl 


Se uma variávcl w muda dc um valor inieiul w paraalgum valot Itnal w r enláo o valor 
final mcnos o inicial é chamado dc incremento em w, denotado por 


Aw = m | — u/q (8) 

Os incrementos podem ser positivos ou negatívos, dependendo de o valor final ser maior ou 
menor do que o valor iníeial. O símbolo do inercmento em (8) náo dcveria ser ínterpretado 
como um produto; em vczdisso, Am/ devcria scr considcrado como um só símboJo, quc rcprc- 
senta a variaqáo no valor de w. 


Bmiliard Bol/ano (1781-1848) Bolzano, filho de um 
comerciante de arles, nasceu em Praga, Boemia (Repú- 
blica Tcheca). Foi educado na Universídade de Praga e 
acabou por ganhar fama matemática suficíente paia ser 
recomendado para uma cadeíra naquda universidade, 
Porém, ordenou-se padre catélico romano e, em 1805, 
íbi dcsigitado para utna cadcírade Fílosofia tta Universidade de 
Praga. Bolzano Ibí um homcm dc grande compaixáo humana; 
defendeu abeitamente unra refornia educaeional, proelamou os 
diieitosda consciéncia individual sobre as exigéndas do gover- 


no e disciusou sobrc o absurdo da guerra e do miUtansmo, Seus 
pontos de visla acabaram por provocar o ímperador Franz 1 da 
Áustría, o qual pressionou o Arcebíspo dc Praga para obter uma 
retratagño dc Bolzano. Rcaisíindo-se a fazé-Ia, Bolzano foi fbnja- 
do a aposentar-se em 1824 com uma pequena pcnsfio. Sua grande 
contribiiiqáo á Matemática foi lilosóíica. Seu trabalho ajudou a 
convenccr os matemáticos de que a Matemálica confiável devc 
se apoiar primordialmenle em provas rigorosas, em ve/ de no uso 
&a intuigáo. Além de Matemática, Bolzano pcsquisou problemas 
ligados ao espago, ú forga e á propagagño de ondas. 
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j* 

li comuni considerar u vyriávcl I> nu fómiulu du derivada 


f'(x) = lim 

/t —y () 


f(x + h) - fíx) 


h 


( 9 ) 


como um incrcmcnLo Ax cm v e escrever (9) eomo 


f\x) ^ iim 

Ax o 


f(x + Ax) - fjx) 
A.v 


( 10 ) 


Além disso, se y - f(x) t entao o numerador em (10) pode ser eonsiderado como o ineremento 


Ay = f(x + Ax) - f(x) 


( 11 ) 


e T nesse caso. 


dy .. Av .. f(x + Ax)-f(x) 

— = hm — = Itm - 

dx Ajc a Ax 


( 12 ) 


A ínterpretagáo gcomdtrica dc Ax c Ay está mostrada na Figura 3.2.14. 

As vezes é desejável expressar as derivadas em um formato qtie náo uliliza íneremento 
algum. Por exemplo, eserevertdo w = x + h na Fórmula (9), temos h - w - xe w ->x quando 
h —> 0 5 de rnodo que podemos reescrever aquela fómiula corrio 


f(x)= üm 


/<»> - n.x) 


U! —J-J 


w — x 


(13) 


(Compare as Figuras 3.2,14 e 3,2*15.) 




-/( X) 


v =f(x) 


/V) - 


lim 

IrJ -i.í 


/trr>-/{.v) 
- a 


Figurá 3.2.14 


Figura 3.2.15 


Quando utilízamos lctras diferentcs dc x e y para as vaiiáveis indepcndcnte c dcpendcn- 
le, devemos ajustar as notagóes de derivadas de acordo. Assim, por exemplo, se .v =f(t) é a 
funcáo posigao de uma partícula em movimento retilíneo, entño a funcáo veloeidade v(t) de 
(4) pode ser expressa como 


ds As f(t + At) — f(t) 

v(t) — — — Imi — — lim -———-—- 

dt At^o At A(->a Ar 


(14) 
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EXERCÍCÍOS DE COMPREENSAO 3.2 ( Verpágina 190para respostas.) 


I. (a) A fungSo f\x) dcfinida pcla ídrmnlü 

f\x) = üm_ 

/i-, o 

(b) Suponhñ t|Lie /(2 + /i) = 3/í cos h - I para lodo h. O valor 
de f '(2) é ._. 

2* LJm ponto do gráiico dc y — ^fx no qual a rcia tangemc tcm 
indinacao igual a coordenada y do ponto 6 _ _ 


3. Suponha quc a reia 2x + 3y = 5 seja tangeme ao griíítco de y = 

yU) em a = I. O valor de/(1) é__ e o valor de / (J) 

é_. 

4, Qual é o leonema que no.s garanie que se 

r f{xQ + h) - f(x ü) 

hm ——-—- 

/r—í- 0 h 

ex í slir, eniSo ] i m f(x) — f (a'c )'? 

X —■ ,ÍM 


EXERCÍCIOS 3.2 R Recorso Gráfico 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1. Use o gráfieo de y - /(.v) na Hgura abaixo para esiimar o 
valorde f\ I), //3), / (5) e / 7 (6). 



tigura Ex“l 


2. Para a fun Qño cuj o grá i ico esid na li gu ra abai x o, antinje o$ ii lí- 

rtiei'os. 0, f\— 3), / (0), / (2) e ./ ''(4)cm ordem crcscentc. 



Figu ra Ex-2 


3. (a) Se l’or dada uma cquaQao da reia tangcntc no pomo 
(íi. fUO) em unia eurva y - f(x) f como poderíamos 

/ F 

(a}'J 

(b) Dttdo qne a equaQao da reta tangente ao gráfico de y = 
f(x) no ponto (2, 5) é y = 3x - 1, deiermine /(2), 

(e) Para a equagao y - f(x) em (h) h quai é a taxa de varia- 
quo instantñnea de y em rdagao a x em \ - 2? 


4* Dado que a reta tangente a y = /( v) no ponto (1. 2) passa 
pelo ponto (-K - ]), eneontre f\ I), 

5, Esboee o gráíico de nma fiingao / para a qLtal /(0) = -L 
f(0) = 0, f\x) < 0 se x < 0 e f\x) > 0 se x > 0. 

6. Bsboee o gráfico de uma funyao j' para a qual /(0) = 0. 
/ /0) = 0 e / (v) > 0 sc x < 0 ou -v > 0, 


7. Dado que /(3) - -1 e f\ 3) - 5, encontre uma equaQáo para a 
rcta langcntc ao gráfico dc y = f(x) tu> ponto ondc x = 3. 

8. Dado que /(-2) = 3 e f\-2)- - 4, enconlre uma cqnacño para 
a reta tangente ao goilleo de y = /(.v) eio ponto onde ,v = - 2. 

9-14 Use a DefiniQáo 3,2, l para encontrar f \x), e entao encontre 
.a reta tangemc ao grálico de y =f(x) cm x = a. 

9. f(x ) = 2a 1 2 ; = 1 10, f(x) = 1 íx 2 \ ü = 

II. f(x ) = V; a = 0 12. f(x) — 2x 3 + 1; « = — 1 

13. f(x) = fx + 1; (i = 8 14. /(.V) = V'2/v Hh I; « = 4 


15-20 Use a Fótstiula ( 12) para encóiitrar </v / dx. 



I 

\ 

15. 


14. v - 


X 

*+ 1 

17, 

2 

V = x — r V 

16. V = X 4 

19. 

í 

1R. v - ' 


VI 

s/-v - 


21-22 Use a Üclinigao 3.2.1 (com a mudanca apropriada na nota- 
Qáo) para obtera dei ivada pedida. 

21, Encontre f \t) $e /(/) = 4r + 1 . 

22. Encont re dV í úr se V -1 nr 3 . 


ENFOCANDO CONCFITOS 


23. Combíne o grálico das l'ungocs mostradas em (a) a (f) com 
os de suas derivadas em (A)a(F). 
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2ÍL (a) lim 

jW 0 


7t + //) + I 


,V 7 - I 

(b) ürn 

x —>■ I A — I 


29. Enconue dyfdx\ k L , sabemlo que > ? = I -.r\ 

30- Enco titrc dyI í/.v] t _ 2 , sabend o que v = (a + 2)/.v. 

F 31. Enconíre mna equagüo para a reia que é tangente a cuiva y = x K 
- 2x + 1 no ponto (0, I) c use um recurso grdfico para táxer. nu 
mesma lcla, os grñlicos da curva e dc sua langcntc. 

032. Use um rccLirso grállco para, na mesnia tela, colocar a curva 
y - a ? /4 t a rcia lungeme a cssa curva em .v = 1 e a reta secanlc 
quc passa pclos pontos (0, 0) e (2, l ) da curva. 


33. Seja f(x) = 2' Y . Estinie f( I) pclos seguíntes métodos: 


(a) Usando um recurso grálico para fa/.er um zoo¡n em um 
ponto apropriado do gralico atc quc clc sc parega a uma 
rcia c, cmfio. cstimando a itidínagáo. 

(b) U sa ndo u m rec u rso grátlco para csi i rnar o 1 i m i te eiu fórm li- 
la (13), fazcndo uma tabcla para uma succssiio dc valores 
dc w tcndendo a I. 


K- 34.sScja f(x) - sen v. Esümc /'(jt/4) pclos scguimes mcKxlos: 

(a) Usando um recurso grñlico para tlizcr um zoom em um 
ponto apropriadodo gjrálico até que ele sc pareqa a uma 
reta e, entao. estimando a indínagao. 

(b) Usando um recui so gráíico para estimar na fórmula (13), 
fazcndo uma tabda para uma sucessáo de valoies tle tjp 
tendendo a 7r/4, 


ENFOCANDO CONCEITOS 


3S* Suponha quc o cusio da pcrfuragao de .v inctros para um 

po£Q dc petróleo seja dc C = f(x) dólarcs. 

(a) Quais sáo as unidudcs de fix)! 

(b) Em tcrmos prádcos, qual é o significado dc f{x) neste 
caso? 

(c) O qne pode ser dito quánto ao sinal tle f U)? 

(d) Estime o cusío dc periüra^uo dc tim metro adidonaL 
come^ando a uma profundidade de 300 meiros, dado 
quc/'(3(K))= 1000. 

36, Uma empresa labricante de tintas cstt ma q tic pode vcnder 

g = f(p) gaíocs de tínta a um prcqo dc p reais. 

(a) Quai s sfio as un i dades de dg í dp 1 

(b) En \ tcrmos praricos, 0 que signi Iica dg f dp nestc caso? 

(c) O quc pode scr dito quan to ao sin al tlc dg¡dpl 

(d) Dado que dgidp\ t0 = -100, o qitc pode scr dito so- 
brc o cfeíto dc auincntar o prcqo dc 10 para \ I reais 
por galáo? 


27-28 Q iimüe dado reprcsenla f(a) para alguma íünqáo / c ab 
gum mímero a. Enconire f(x) c a em cada caso. 


27. (a) lim 

ú.v-^0 


s /l + Ax - 1 
Ax 


% .2 


(h) lim 

■Ve 


— 9 


3 X i — 3 


37, É faío que. quando uma corda ílexívcí c enrolada em um ci- 
líndro áspcro, tima pequena loiya dc magnitude F n cm uma 
ponta podc rcsistir a uma grande forqa de magnítudc F na 
outra ponta. O tamanho de F depcnde do ángulo 0. scgundo 
o qual a corda é enrolada em torno do cilindro (veja a ligu- 
ra a seguir). Essa ligura mostra o gráEico de F (em lihras) 
ve/xiíx 0 (cm radíanos), ondc /■’ ú a magnitude da ioitja á 
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qual rcsiste uma forya //, com i 0 libras dc magnitnde para 
Ltma certa eordá e um certo cilindro, 

(n) EsiEme os vatorea de F t de dFfdO quando 0 Ibr-de 10 
radiauos. 

(b) Pode scr mostrado que a forga F satísfaz u vquacño 
dVfdO- /r/\ onde a eonstante f.t é denominada coefi- 
i'icnfc ilc íiíritO- Usé os resLikados de (a) pará éstiiíiñr 
o valor de p. 




F» 



Ári.guiQ 0 íradianos) 


3S* A íisuara abaixo mostra a curva velocidttde vctsus tcmpo 
para um fogueie no espa^-O extratetTestre, onde a líiticá for- 
(;a atuando sobre o foguete é a de seus motores, Pode ser 
mostrado q llc a massá M(i) do foguele no instanie í (em 
segimdos) satisfaz a equagao 

M(f) = ik 

onde /'e o empuxo (em libras) dos motores do foguete e v c 
a vclocidade (em pcs/s) do foguele. Oempuxodo primeiro 
eslágio do foguete Satumo Vé de T= 7.6R0.982 libras. Use 
essc valor dc 7 c o segmento de reta na flgura para estiinar a 
massa do foguetc no instante / = 100 s. 



Tempo / (s) 


Pigura lix-38 


39 t De acordo com a Lei do Rcsfriamento de Newton, a laxa 
de variagao da lemperatura de um objeto é proporcional (1 
diílTcnqa entre a sua temperatura e a do meio ambiente, A 
ligura a seguir mostra o gráfico da temperatura f (em graus 
Fahrenhcit) veisus o tempo t (em tninutos) para uma .rícara 
dc café inicialmenle a detxada para esfriar em uma 
sala com uma temperatura constante de 75°F. 

(a) Esti me T e dTfdt quando /-10 min. 

(b) A Lci do Resrríamento tie Ncwton podc scr cxpressa 
por 

JJ 1 

í- = k(T-m 

dt 


onde k é a constante de proporcíonalidade e a lempe- 
ratura do meio ambíente (constante, por hipótese), Use os 
resultados de (a) para estímar o valorde A\ 



Tempo ¡ (min) 


Figura Ex-39 


40. Bscreva um purágrafo quc cxpliquc qual o significado dc 
uma l’ungáo scr difcrendável- Inciua aiguns exemplos de 
futujocs nao-difcrenciáveis c expiiquc a rda^áo cnirc dife- 
renciabilídade e comimiidade. 


41. Mostre quc f{x) = /fx d eonimua cm jc = 0, mas nao-difc- 
tcndável cm x - 0. Esboce o gráfico dc /. 


42. Moslre que f(x) — f/(x — 2)- é comínua em x = 2, mas náo- 
diferenciável em .v = 2. Esboce o gráfico de /, 


43. Mí>sire que 


f(x) — 


X “b ] . X < I 
2a j , a > I 


c cotufnua c difercnciável ctn a = I, Esbocc o gráfico dc /. 

44. Mostre que 

V 2 + 2, a < 3 


f(x) = 


x + 2. x > 1 


c contínua. mas náo-diferenciávd emr- l, Esboce o grúlico 
de f 


45. Mostrc que 


m = ■ 


x sen (I/ a)„ x + 0 

o, x = o 


é coniínua, itias náo-difercrtciável em x = 0. Esboce o grállco 
de/ na vizi nhanca de x = 0. (Ver Fígura 2.6.6 e a observacáo 
quc seguc o Exemplo 5 da Se^áo 2.6.) 


46. Mostre quc 


m = í 


A“ SCll ( l/ A'), A ^ 0 
0, x = 0 


c contínua e diferenciávd cm x = 0. Esboce o gráfico de / tia 
vizinhau^a dc-A= 0, 


ENFOCANDO CONCEITOS 


47. Suponha que uma fun^áo/scja diferenciávd em x u e que 
/ (.¥„) > 0. Provc quc cxiste um intervalo abcrto contcndo 
x ir tal que, se ,v s c x 2 sáo dois pontos quaísquer ncssc intcr- 
valo, com .v, < a SI < .v 2 , eritáo /(a¡) < f(x n ) < 
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Cálculo 


48» Su Eiha ne uma uii^á /ea i erenciá e em .v (l e efina 
g v =f mx + b , n e m e /; a c n íame Pi e uc, e.v, 
é um nt ul Lie mx^ + b = jt 0 , entá ¿ a é i erencsá e 
em .r, e g' x x = m/" a ls 

49» Su tiíia ue urna unga / e a i crencíá e em v = 0 e m 
/ 0 = / Ü = Ü e e a y = /íU', m ^ 0» uma reta e a rigem 
eincina^á na nu a 

a Pr e ue e i te um inter a aben c nten 0, la 
ue, araca a.rne einter a , n ha| /(.y )| < |^ 7 RA'j. 
Sugcxtao: me e — \ |m| c a i ue a Definiga 24 1 
a 5 c nur 0 -0 

b nc ua. u an a aite a c a e ígua a e triangu ar. 
uee i teuiniitter a abert c nten 0,ta ue|/,r| 
<|/.v - m.x\ araea axne eimer a 


c E i ue r ue se u ta hii em i> e er 
mter reta c m igniñcan ue a reta langente a 
gráfic e/na rigeméameh r a r íma^a Unear 
e/na Lie e nt 

50. Su nha ue uma un^a / e a i ercrtciá c cm x ü i 
fi ue argument E ercfci 4 ara r ar ue a rcía 
langcnte a gráfic e/n m P _v rt> / x n rnece a nie 

h ra i imagñ inear e/emP Sugesido: Su nha llc 
y = / x (} +m .v-a;, éumareta ua uer ue a c e n 

( P x n . f .v„ c m ínc ma?á m + f 'x u i ucaDctini 
gñ 2 4 I a 5 c m x = x t] + h c f = \ | //-To) — m|. ] 


%/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCiOS DE COMPREENSÁO 3.2 

1. a ''' + h) ~ ' } b 3 2.(i/2. ~/2/2) 3.1 -- 4. e rema 32 3: Se/é 

h 3 


i erenciá e em.r rí , eiua /c c ntfmiaem .v M 


3.3 TÉCNICAS DE DIFERENCIApÁO 

Na última seqao definimos a derivada de imm ftingao f como um íimite e usamos esse limite 
pam calctdar algumas derivadas simples. Vamos desenvolver agora aíguns teoremas 
imporiantes, que nos possihiíitarao ealcuiar derivadas defortm mais ejkiente. 


J 

k.v 

}’ = fV 


T 

J 

1 

! í 


X 


A reta tangente ao gráfico /íx) = c 
tem inclina^lo n para todo x. 


Fíj;ura 33*1 


■ DERÍVADA DE UMA CONSTANTE 

(i maí im c c unca éa un^á c n tantc/jv —c m grálic c/c unia rcta 
h ri?: nta e inc ína^'á 0, a reta tangente a gráfic c/tem inc ina^a Oemea a nt x 

rtant t cm cr gc metricamenie uc f f x - 0 Figura 3 3 1 ainbém cni er, 
i a gchricamenie, i 


v f(x + !>}- f(x) c — c n n 

f (a-) = lim -= lim -= lim 0 = 0 

0 h 0 H 0 


ini, e tabe ecem re u ta 


egmute 


3*3*1 l'COREMA 

cri í 

l a 

c uma un^a c n tantc é 0 i t é, c c 

r uni núiner 

rea ua ucr, cnta 








~kl = o 

1 




d v 



► Exemplo 1 

dx 


d 

dx 


d_ 

dx 


= o + 

dx 


[11 = 0 . 


[-3.1 = 0, 


[n] = í). 
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A V 



A reta tangente ao gráfico de /í.v) =.v 
tem inclinafáo L para todo/r. 


Fifiura 3.3.2 


Verifique que a Fónmuía (2) é um caso 
ospecial d& (3) em qu & « - 3, 


■ DERIVADAS DE POTÉNCIAS INTEIRAS DE x 


O tipo mais simples de fungao poténcia éj{x) = x. Como o gratico de/ é uma reta de inclina- 
gao 1, scguc do Exemplo 3 da Seqao 3,2 que f \x) = I para todo x (Fígura 3.3,2). Em outras 
palavras, 


dx 


[x] = I 


Essa fórmuíaé um caso especíal do resultado mats geral seguinte. 



33.2 TFORIiMA 


(Regrct da Pofencia) Se ti for itm número inteiro poxifivo, entao 


+ [jf*] =Wx n ~' P) 

dx 


ofmonsi ra^áo Seja f(x) = x n . Emiio, a partir rla defini^ao de derivada e do leorema do 
bindmio para a cxpansao dc expressóes do tipo (x + /i)\ obtcmos 

d r fl i ^ ^ /Ú + h) ~ f(x) (x + h f ~ x” 

dx h —> o h í 1 ? —> o h 


= lim 
h ~ o 


\x' ! + nx n 


-Ift | n(n ~ 1J -n- 2 t .2 , , ..„,.«-1 , 


21 


■x h + • • ■ + nxh“~' + /; 


— X 


n 


— Sim 
;/->o 


/i 

+ —-“x"” 2 /! 2 +-F rtjf/d 1 ” 1 +/í' J 

?} 


= lim 

i/ -> íj 


nx 11 1 + ——-“..r Tt 2 h + ■ ■ ■ + «a/í' 1 2 + h " 1 

2Í 


= + 0 H-+ 0 + 0 


= nx r ^ 


Em paiavraSt a derivada de x elevada a uma poiéncia inteira é o prodttto do expoente in- 
teiro por x eievado á poténcia inteira suhtraída de uma imidade. 


► b:xemplo2 




—[,.Cl =4x\ —lt^] = 12/ 

dx dr 


1 1 



Embora a regra da poténcia na Fórmiila (3) aplique-se somente a poténcias n inteiras 
positivas, mostraremos adiante que a mesma fórmula valc para qualquer expoente rcal. 
Como um prímeiro passo nessa direqao, mostremos que a lormula vale para todas as po- 
teiuias n inteiras. 


3* 3.3 l i X >ii i :m a (Regra da Poténcia Estendida ) Se n fo r quaiquer intei ro. entao 

~ [.v"] = nx"^ (4) 
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]>] \ions l ra(;Áo 0 caso ?? > 0 já foi csiahelccido, Se ?? < 0, entao seja m — -n ; portanto; 


Bmáo 



1 


I 


d 

lx 




= lim 

0 


(jr + A)“ .r 


?íf 


J.M 


= lim 


™ — lim 

h -* 0 


. ü + h) m - x" J 


= —m x 


= fíJC' 


'ji—I 


= — mx 


x m - (a- + h) 

fi+b (x + hr ¡ x m h 

I 

• lim —— — 

h-* o (jc -1- h) m x 

-tri-l 


tn 


1 


Pcla jjnsva do 


Teorenia ,c:r.2 


o quc prova (4). Caso n = 0, a Fdrmula (4) se rcdu/ a 

— [11 = O-jr” 1 ~ 0 
dx 


a qual csiá coiTCia pclo Tcorcma 33,1 


► Exemplo 3 



Revisando, vejnos que a Fdrmula (4) Uimhern e válida para pois no Exemplo 4 

da Scgao 3,2 mostiamos quc 


qiic podc scr cxpresso como 


±[Jx\=J- : 

ax 2 ^fx 


(5) 


d y |/2l 1 —|/2 

í/A 2 


■ A DERIVADA DE UIVÍA CONSTANTE VEZES UMA FUNQÁO 


A Fórmuia (6) também pode ox- 
prt&sa em¡ noiaíáo funosonaí por 

u-n 1 =cf r 


33.4 TEOREMa (Regra do Múlíipto Constante) Se f far difereneiáveí ern x e cfor 
iwj immetv real quaíquer, entáo cftambém é diferenciável em x e 


4-\cf(x)\ =cfíf(x)\ 
dx dx 
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l>K\IONSrRAí;ÁO 

d 


dx 


Jt)l = 


Jim 

h —> 0 


= lim 

h 


— c lím 

/f —:'*■ 0 


cf(x + h)~ cf(x) 
h 

f(x + h) - f(x) 


l*[ 


/(.V + h ) - f(x) 
h 


Um fator craiütíiníe pocfc sor 
iwa fora cIcj siitol do lintice 


= C 


dx 


Em palavras, umfatorconstante pode ser movido parafom do sinal da derivada. 


► Exemplo4 


d_ 

dx 

d 

Hbc 


|4x 8 ] = 4—|jt 8 ] = 4|8.r 7 ] = 32x 7 
dx 

|-r l2 | - (-!) —[x 12 ] = ~nx" 

d x 


d_ r*" 
c/.v L.t. 



[*-'] = wf-x" 1 ) = - 





M DERIVADAS DE SOMAS E DE DIFEREN^AS 


As Fórmulas (7) e {flj lambém podem 
ser expressas como 


</ + *)' = /' + *' 


3« 3*5 1 tiOKliMA (Regras da Soma e da Diferenqa) Se f e g forem diferenckiveis ent 

x, entao f + g e f - g também o sáo e 



f-[f(x) + g(x)] = f-[f(x)\+ ~-[g(x)] 
dx dx dx 

(7) 


d d d 



[ f(x) - f)(x )| = -~[f(x)\ - — UCí)J 

dx dx dx 

(8) 


í>i \ i üns i'K acáo A Fórm u 1 u (7) pode ser de m on sl rada eo mo segue: 


---1/(0 + g(x)] = lim 
dx h H> 0 


= lim 

h — o 


[/{.v + /i) + g I.V + A)] - | f(x) + g(.v)] 


| f(x + h) - f(x)\ + \g(x + h) - S (.v)] 


O I íuüitc utm soma 

£ EL SOEÜUl düs Jillúlcs 


f(x +h) - f(x) g(x + h) - g(x) 

— 11ixi -— + hm - 

h h->0 h 

= ~lf(x)\ + ~[g(x)\ 

dx dx 

A Fórmuia (8) ptxle ser provada de maneira análoga ou, aliemaiivamcnte, eserevendo f(x) - g(x) 
como f(x) + (“ í )g(jc) e, entao, aplieando as Fónnulas (6) e (7). m 


Em palav rás, a derivada de uma soma é igttaí á soma das derivadas, e adenvada de ittna 
diferenga é igual á diferenqa das derivadas. 
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► Exemplo 5 


— [2ji- 6 + x" ! 'l = —f2,v 6 l + —|x“ 9 ] = I2 a-’ + {-9)jc" ,ü = I2.r 5 - 9*“'° 
dx dx dx 






Vcr l^rtnulíj (5) 


Embora as Fórmulas (7) c (8) icnham sido cnundadas para somas c diferen<;as de duas 
íungoes, potlemos estende-las a um número íiníio qualquer de fungoes. Por exemplo, agru- 
pando as fungoes e aplieando a Fórmula (7) duas vezes, obtemos 

{/ + ^ + ft) , -t(/ + ¿0 + ^r-(/ + ^ + ^ = / + / + ^ 

Corno ilustra o cxeniplo a seguir, a rcgia do múlliplo constantc podc ser usada junto 
eom a vcrsao estcndida das rcgras da somu e da difcrcn^a para derívar polinoinios. 


► Exemplo 6 Encontre dy ¡dx se y - X\' - 2x* + 6\ + 1. 
Sohíyao 


dy 

dx 



- 2x 5 + 6jc + 1] 


= /[3j- a l - /[Zr 5 ] + /[6 a- 1 + /ri] 
dx dx dx dx 


= 24 .v 7 - lO.v 4 + 6 


* 



■H 

► Exemplo 7 Em quais pontos, se em algum, o gráfico dc y = .+ - Sx + 4 tem tima rcta 
t a n z en t e hor i zo n ta I ? 

■iñ- 

Soluqda Relas tangeiites horizontais tcm inelmayáo zero; portanlo, devemos encoiiLrar 
aqueles valores úcx para os quais y / (.v) = 0. Dorivando, obtemos 

J 

y'(.T) = -r-t* 3 - Xv + 4j - lv 2 - 3 
dx 

Assim, as retas langentes horizomais ocorrem naqueles vaiores de x para os quais 3.v 2 -3 = 0, 
ou seja s lais que x = -1 ou \ — 1. Os pontos correspondemes da curva y = / - 3x + 4 sao (“1,6) 
e (k 2) (ver Figura 3.3.3). < 



► Exemplo 8 Encontre a área do triangulo formado pelos cixos coordenados e a reta tan- 
gente á curva y = x 1 -+v no ponto (1 > 0). 

Soiu$do Com o a dc ri vad a de _> c m i e 1 ag áo a x c 


y'(A> - /¡A- 1 - X\ = /[A’ 1 1 - +(A] - -A- 2 - 1 
dx dx dx 

a Ínclina^fio da reta tangente no ponio (1,0) é y'(l) = “2. Asstm, a equa^áo da reta tangente 
nesse ponto e 

v — 0 = “2 {jt - I) ou, equivalentemenie, v = —2x + 2 

Como o corte dcssa rcta com o cixo y é 2, a árca do triángtilo formado pclos cixos coordcna- 
dos c a reta tangcnte c dc 1 unidade quadrada (Figura 3.3,4). < 


Figura 33*4 
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■ DERIVADAS DE ORDENS SUPERIORES 

A derivada /' de uma fungao/e novamente uma fungao, que pode ter sua própria derivada. 
Se /' for dcrivável, eutao sua denvada c dcnotada por /" e é denoni i n ada derivada segunda 
dc f EnquúnLO tivermos díferencíabílídadtn podemos conlinuar 0 prOCCSSO dc derivagao paru 
obteras derivadas torceira, quarta, quinta, e até derivadas superiores de f Essas derivadas ein 
sucessao sao denotadas por 


tftf 


f, /"' = (/")', / (4) = (/")', / í5> = (/ (4) 

Se v —/f.r) t cnlao as derivadas sucessivas lainbém podem ser denoladas por 


ft 


v v 

j i j ■* 


y 


H.'.í 


v (4) , y», 


Oulras nolaeoes comuns sao 


d y í/ 


P¿i = 7 Lrt*)] 


/J 1 


V = 


V 




¿/ 2 v 

T 1 


íJy 

dx^ 




í/ 




[/(A')] 


flv : 


Essus derivadas em .sueessao sao eharnadas de derivada primeira^ derivada segundu, deri- 
vada terceira, e assim por diante. O numero dc vezes que/for ditcrenciável é chamado dc 
ordern da derivada. Uma derivada de enésíma ordem geral pode ser denotada por 


d rt y 


d ,¡ 


dx’ 1 


- = f w 0 r) = r/(jc)l 


dx fí 


(9) 


o o valor de uma derivada de cnésíma ordem geral caleulada em um ponto específico x = x a 
pode sei denotado por 


d" v 
dx H 




d ,¡ 


r’aj = -!/(,)! 


x=&y 


( 10 ) 




► Exemplo 9 Se f(x) - 3.v J - 2_v' + x 1 - Ax + 2, entao 

f(x) = 12 x 3 -6x 2 + 2x~A 
f"(x) = 3óa 2 - i2x+2 
f"\x) = 72.v - 12 
f«Hx) = 72 
/ <5) (.v) = 0 

b 

/ 0 ,) (jc) = 0 (n > 5) * 


A irnportancia dá derlvudá segundá e dás derívadas superiores será discutidá em segóes 


posteriores. 
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EXERCÍCÍOS DE COMPREENSAO 3.3 ( Verpágina 198pararespostas) 


1, Ein cada paric, determSne f (.v), 

(a) f(x) = -x 2 + a- + ™ (b) f(x) = 


x 2 + [ 


X* X 

(c) f(x) = (.v 2 + ! )(a 3 — I) (il) f(x) - 737 


2, A equa^áo da reta tangeiite a curva v = jc' + x + I em x = 1 é 


4, A reia tangeníe ao giáfico de y = Ux no ponto (2, corta os 

eixos cooRk’nados em x =_e v =_. 

5, Encontrc lodas as solugocs da equa^áo = /Xv), saben- 
doque f(x) = 3x* — 3,v 2 + x + I. 


3. A rciá y = 9x — 5 


, . í . ] 
é langente a curva v = x + 3x 


no ponto 


BXERCÍCIOS 3.3 - Recurso Gráfico 


1-8 Eucomre dyidx- 

I, y — 4_v 7 

3* y “ 3.v s + 2.í + 1 

5, y = 7i ' 

7* y =■■—| (.v 7 + 2.v — 9) 



4. y — ^(x 4 + 7) 

ÍÍ» v = V5.V + (1/\/2) 


v = 


.V 2 + 1 
~ 


25-26 Aproxime / '{ l) considerando o quoctente de diferen^as 

fO+h)-f( 1) 

/í 

para valores tlc fi pcito dc 0; depoia cncomre o valor exato de /'(!} 
por derívagílü. 

25. f(x) - x 3 - 3 jt + 1 26 + fix) = -4 


9-16 Encoiure f\x). 


9. flx)=x-* + f 

X* 

II. f(x) = —3a + 2s¡x 


10. f(x) — 77 + - 

X 

12. f(x) = 7x~ 6 - 577 


13. /(.v) - (37 + I) 2 14, f(x) = (x s + 2x) 2 

15. f(x) = ax ' + bx + c.í + d (a, b. c. d constantcs) 

10. f(x ) = - í'.v' + -1 + c i (a, b. c constantes) 

« V b ) 


17-18 Encomre y/l). 

17, y = 5.v 2 - lí + 1 

18. 

x^ 2 + 2 

y = 

X 


19-20 Encon tre dx í df. 

19. x =t 2 -l 

20. 

t 2 + \ 

A ” 3r 


21-24 Eiict) n cre dy l dx \ t = , * 





21. y = l + x + x 2 + .r 5 + .7 + x 5 



1 +jr + j; 2 + .r í + .v 4 


+ x 5 + 7 


23. v = (I -Jf)(l + Jf)( l +.í 2 )(l 4-x 4 ) 

24. y = .r 24 + 2x 12 + 3,v s + 4.7 


27-28 Use um rcciirsó grálico pnrii cstimur 0 valor dí /'(!) Fa- 
zendo utn zoom no gráfico de /; depoís, compare sua estimativa ao 
valor cxato obtido por derivagao. 


' 27, /(a-i 


.V 2 + I 


028,/(7 = 


.v + 2.r V2 

7? 



29. ^[!6fÍ 

31 . V'(>■). ondc V' = irr' 


ciC , „ , 

30* t“ ■ oiide C = 2 7ir 


32* 


dr 

d 

da 


|2o ' 1 + of \ 


33* Um baláo esféríco está scndo ínflado. 


(a) Encomre uma fónmjta geral para a taxa de vai ia^áo ins- 
tantáuca do volume V cm relaqáo ao raio r. sabendo que 
V' - jizO. 

(b) Encoutre a taxa de varía^áo de Kcm relagáo a r no mo- 
mcnlo cm quc o raio é r~5. 


34. Encontre 


d 

dk 


AAq + A 
2 — Aq 


6i 


(A„ ú umaconstante). 


35* Encomre uma equa^áo para a reia tangente ao gráltco de y = 
f(x) no ponto onde x= -3 se /(-3) = 2 c /'£- 3) = 5. 

36* Encontre uma equa^ao para a reta tangeiue ao gráñco de y = 
/ú) Liti jv = 2 scj{2) - -2 e f f (2) = — I * 
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37* (a) v = 7.Í 1 - 5x 2 +x 



v 


x+ I 

Jf 


(b) v = 1 2x‘ - 2 t + 3 

(d) v = (5+-3)(7.r ! +x} 


53* Sejíi /. a reia tangenie ao gráfico da eqnaggo cúbica y = u.\ + bx 
em x = Xq. Encontre a coortjenada x do ponio onde b intersecta 
o grafico uma scgunda vcz. 


38. (a) v = 4a ? - 5+'' + 2,v 
(c) V — — 

5x 


(b) y = xx + 2 

(d) y = (+-5)(2r + 3) 


39-40 Encontrc y itf , 

39* (a)y-x* + x* (b) y = \/x 

(c) y = ax' + hx + c (a f h, c constames) 

40, (a) y = 5x 2 - 4,v + 7 (b) y = 3x 2 + 4x~ l + x 

(c) y ™ áv J + hx + í’ (u, h, c ctmsEanies) 

41. Encontre 


(a) (2)* onde j\x) - 3x 2 - 2 


d ¿ v 

(b) ^4 

cix 2 

t Onde y = (f - 4+ 

fc) x. 

>" 3 ] 

.1-1 

Eneonire 



(a) y r "(0), onde y = 4,v J + 2x' + 3 

/i v d* y 

(U — 

dx 4 

, ondc v — -— 

" v 4 

X 


43, Mostre quc y = j? + 3x + 1 satísfaz y f> + xy fí — 2y f = 0, 

44, Mostre que. se x + Ü, entáo y - Ux satist'az a equücáo x^y'* + 
x 2 y f — xy ~ Ü, 

45-46 Use um recurso gráfico para estimar a locafizacáo dos li- 
nhas langentes horizontais. Depois. encontre a locaJizaqáo exata 
por direrenciagáo. 


Q45. v = \x* - ir- + 2,v 


p--;46, y — 


x ¿ + 9 


x 


54. Mostre quc o seginento de reta tangeiite ao gráfieo de y =3/.v 
que e cortado fora pelos eixos coordenados e bisseclado pdo 
ponto de tangéncia. 

55. Mostre que o iríángulo rormado por qnalqucr reta tangente ao 
gra íico de v = Vx f x > 0, e pdos eixos coordenados tem uma 
área dc 2 unidadcs quadradas. 

56. Encont re c ondicdes em a t h. c e d para que o gráiic o do po \ i nfi - 
mio f(x) = ax' + hx' + cx + d tenha 

(a.) exatamente duas langentcs horizontais; 

(b) cxatante n te um a tangcn te h oii zon t eiJ ; 

(c) náo tcnha tangentes horizontais. 

57* A Lei díi Gravidade liniversal de Newton afirma que a tnagní- 
tude F da for^a exercida por um ponto coni niassa M sobre um 
ponto com massa m e 

QmM 
F= “ 

onde G é uma constante c t\ a distáncia entre os pontos. Supon- 
do Os pontus em movimento, encontre uma fdrnnila para a taxa 
de vari^áo instaiHánea de /■' em rdacáo a r. 

58. No intervalo de temperatura entre (V’C e 7ÜÜ°C t a resisteneia 
R [em ohms (Q.)] de uin eerto termdinetro de resisténcia de 
platína 6 dada por 

R = 10 + 0.041247’- 1 ,779 x 10 í 7' 2 

onde 7’ é a temperatura variando entre 0 :, C e 7ÜO c C t Quando t 
no Íntervalo dc variacáo da temperatura. a resisténcia é mais e 
mcnos scnsívcl á variaqño deT? [Sitgestáo: Considere o Lama- 
nho de dR/dTm intervalo 0 < / < 700.] 


59-60 Usc u m rccurso gráfico pítra íazer estimativas gmsseiras 
dos intervalos nos quais f f (x) > 0 e os encontre exatamente por 
diferencia^áo. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


47, Encontre tima fungáo y = ctx 2 + bx + c cujo gráíieo cone o 
eixo x no ponto I, o eixo y em -2 e que tenha uma reta tan- 
gente de inelinagSo -1 «o pomo de cone com o eixo y. 

48. Eneontre k se a curvay - x 1 + k é tangente á reta y = 2.v. 

49. Encontre a coordenada x do ponto no gráfico de y - x* no 
qual a reta tangente e paralela á reta secante que corta a 
curva cm x = -1 c x = 2. 

50, Encontre a coordenada x do ponto no gráfico de y = % /x 
no quai a reta langente é paralela á reta seeante que corta a 
eurva em x = I c x = 4, 

5 1 * Encontre as coorden ad as dc todos os pon tos no grá tic o do y = 
1 - .v nos quais a reta tangcnte passa pclo ponto (2.0). 

52. Mostrc quc qualqucr par dc retas tangcntcs á parábola y = 
ax \ a ^ 0, íntersecta um porto que cslá em unia rem verti- 
cal passando pelo ponto mddio dos pontos de tangéncta. 


E59,/W = 



060, f(x) = x' — 3x 


61-64 Nestes exercícios* determine se a funqáo dada é difereu- 
ciável cm um valor x = y,. sendo quc/cstá definida por fórmulas 
diferentes em lados diferentcs de x ir Para tsso. podc ser usado o 
resultado seguinte. que é uma conseqüéneia doTeorema do Valor 
Médio (a ser discutido na Segáo 5.7). Teorema: Scjafuma fitu^óo 
contímtü ctn x {i e supotiha que exisia liny , j 'f.v), Etucio f é dife- 
renáável em x. r e fix (t ) = hm x t T _ f(x). 


l 


61. Mostreque 


f(x) = 


x 2 + x + L 
3.v, 


,v < I 
.V > 1 


é contínua em ,v - 1. Determine se fé diferenciável em.v - l. Se 
for t encontre o valorda derivuda nesse ponto. Esboce o grafiCO 
de/ 
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62* Seja 


f(x) = 


x ~ — 1 6.r, x < 9 
x > 9 


fó contmua cm x = 9? Dcicrmíne sc fé difcrenciávcl ctn x = 9. 
xSe Ibr, enconii'c o vator da dcrivada nc^ftc ponto. 


63* Scja 


/U) = 


x\ x < 1 

yfx> X > I 


Deterinine ¿c / é diferenciável em x= 1. Caso .sefa, encontre o 
valor da dcrivada ncssc ponto. 


64* Seja 


f(x) = 


+ ± x < I 

1 ’ 16' ^ i 


2*2 


X > 4 


Detennine se /édiferenciáveJ em a = Caso seja, eneontre 
o vítlor (.[¿i dcrívada ncssc ponto. 


65* Encontrc os ponios onde / nao c díferendável. Justiliquc sua 
resposta. 

(a) j(x) = |3a - 2¡ (b) fU) = \j?-4\ 

66* Em cada item* calcule ff f r e f m e. eiitáo. estabele^a uma 
fórmula para f*\ 

(a) /(*} = \íx (b) f(x) = Mx 1 

f SugFstáo: A cxpressao (-1 / tem valor I se n for par c — I $e n 
for ímpar. Use essa expressáo cm sua resposta.] 


67* (a) Prove: 
á 2 


d 2 


d ^cfU)]=c^Jf(x)] 

d 2 , d 2 ^ d 2 

T ~[fix)+gU) 1 = -r~[f(x)] + t -[g(x)\ 

ax ¿ dx* 


(b) Üs resultiidos de (a) se generalizam para a enésima deriva- 
da? Justiñque sua resposta. 

68* Sendo f(x) = .f - 2x + 3, encontre 

f'íw) - f(2) 


lim 

u?— 2 


w - 2 


69* (a) Encontre/ w /á') se /(x) = n= 1, 2* 3*.... 

(b) Encontrc f \x) se f(x) = x k e n > k, ondc k é um inteiro 
positivo, 

(c) Encomre se 

j (x) =■ ü i} + á | a -f- á 2 + ■■+ ñ n V 

70* (a) Provc: se f'(x) existe para cada jcem (a, h ), entáo f e f 
sao continuas cm (a, h). 

(h) O que se pode allnnar qiianio á continuídade de / e suas 
derivadas se f'"(x) existe para cada v em h)? 

71. Seja f(x) = (mx + />)". onde ni c h sáo constantes e n é um intei- 
ro. Use o resultado do Exercício 48 na Se^ño 3.2 para provar 
q u e / U) = mtiíux + b f 1 . 



72. /(.*) = (2x + 3) : 


73, f(x) — (3.v - l) 3 


74-77 [Jse o resultado do Exercicio 7] para calcular a derivada da 
íuncáo/(..*-} dada. 


74. f(x) = 


76. f(x) = 


I 


x - ! 
x 

x+ I 


75. f(x) 


77. /(.v) = 


(2* +1 y 

2v 2 + 4v + 3 
x 2 + 2x + I 


l/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COIWPREENSÁO 3.3 


1. (a) f(x) = -2.v + 1 - f (b) f(x) = 1 - / (c) f(x) = 4x 3 (d) f(x) = //- 2. .v = 3* 3. (1,4) 4. 4:1 


!>* 


I 7 

3* 3 


.v 


2 V x 


3.4 REGRAS DO PRODUTO E DO QUOCIENTE 


Nesía xe^áo desemolveremos lécnicas para deñvar produtos e quodeníes de fun^óes cujas 
denvadas sáo conhecidas. 


■ DERIVADA DE UM PRODUTO 

Podciíamos conjccturar que a dciivada do produto dc duas funcocs scja o produto dc suas 
derivadas. Contudo, um exemplo simplcs nos mostra que isso é falso. Considerc as fun^dcs 

f(x) = x e g{x) = x 2 
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A Fórmula (1) também pode ser ex- 
pr-essa por 

í/ ’ £)' = / ■+ X ■ /' 


O produio de suas derivadas é 


/WW = ( I)Í2-v) = 2a- 

mas seu produto 6 h(x) = f{x)g( x) ~ a : í ; portanto, a derivada do produto é 

//Cv) = 3 a 2 

Assim, a dcrivada do produto nao é igual ao produto das dei ivadas. A rclayáo corrcta, que c 
creditada a Lcibniz, é exprcssa no teorema seguínte. 


3.4. í tfokfma (Regra do Produto) Se f e gforem dfferenciáveis em .v P entdo o ptv- 
duto f g também o é, e 

f-ifé)g(xy\ - ñx)~\g(x)\+g(x)d-if(x)] (i) 

ax dx dx 


DKMONSTRAOAO Euquanto as provas das regras de derivagao da se^áo antcrior cram apii- 
ea^oes dírctas da deíinigáo de derivada, esia prova uiifi/a um pnsso crucial que envoive 
somar e subtrair a quanlídade/(A + h)g(x) ao numerador na dcfinigáo da derivada. Assini, 
temos: 


~\f(x)g(x)\ = lim 
ÜX h -y 0 


— lim 

h-> 0 


lim 

h -+ 0 


f(x + h) ■ g(x + fi) - f(x) ■ g(x) 


f(x + h)g(x + h) - f(x + h)g(x) + f(x + h)g(x) - f(x)g(x) 

h 

' /V . ; V s(* + A ) - s(x) , / , f(- x + h ) ~ mV 
j(x + /i) ■ ----- + g(x) -- 


h 


h 


!■ f, , r g(x+h)~g(x) f(x + h) ~ f(x) 

Iim t(x ' + h) * Imi --h km e(A) ■ Iim - 

h-*Q /? —s-O h /f-*0 h 


iim f(x + h) ~\g(x)] + 
L h — > 0 J fl x 


l¡m g(x)l ~\ñx)) 
L J dx 


= f(x)~ U’(A-)| + g(x)~\f(x)l 

dx d X 

[ Nota: No último passo, /(x + h) —> f(x) quando h —> 0, poís / é eontínua ein x pelo Teo- 
rema 3.2.3, e g(x) —> g(x) quando h — > 0, pois g(x) nao envolve h e. portanio, permanece 
constante.j ■ 


Em palavras, a derivada de um proditto de duas fungóes é o produio da pnmeira fungdo 
vezes a derivada da segunda somado com o produio da segunda fitn^áo vezes a derivada 
dá primeiiiL 


► Exempio 1 Encontre dyfdx se y - (4a 3 - I )(7+ + xf 


Sofugáo Pode-se usar dois métodos para encontrar dyfdx. Podemos tanlo usar a regra do 
produto quanto efetuar as multiplícagdes indicadas na fórniuía de v c, entáo, ditérenciar Va- 
mos utili/ar ambos os métodos. 
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Método I (nsando a regra do produto) 

dy d * i 

~ - ~K4a-- í)(7a j H-a )] 
dx dx 

- (4* 2 - l)-t—l7* : ' + a] + (7* 3 + *)~14a 2 - 11 
dx dx 

= (4* 2 - 1)(2I * 2 + 1) + (7* s + *)(8*) = 140* 4 - 9* 2 - ¡ 
Método I) (pnmeiro malupUcando) 

y = (4 je 2 - I )(7a 3 -f x) — 2&x* — 3a ' — x 

Assim ? 

-t- - -—Í28.V' - 3.r’ - *j - I40* 4 - 9* 2 - 1 
dx dx 

quc c o niesmo resultado obtido pda regra do produto, M 


► Exemplo 2 Encontre dsidt se .¥ = {1 4* 
Solu^ao Aplieando a regra do produto» obtemos 


ds 

dt 


= -[(i+/)0f] 
dt 

— (1 + t ) -r[+fi \] H- V?"I í + /j 
£Í/ dt 

I + / r- ) + 3/ 

+ V4 = --— -4 


■Ui 


2sfi 


■ DERIVADA DE UM QUOCIENTE 

Assirn como a derivada de um produio nao e, em geia]. o produto das derivadas, tambem a 
derivada de um quocieme rtáoé, em geral, oquocieme das derivadas. A relacáo correta é dada 
no teorema seguinte. 


A Fúrmula (£) também pode $er ex- 
pressa por 


\ £■■■/ & 1 


3,4*2 TEOREMA (Regra do Oitocieaie) Se J e gforem diferenciáveis em x e #(x) ^ 0, 
entüo f í g é difcrenciável em x, e 


d 

’/(*)’ 

g(x)~- [/(*)] - /(*) -7- [.(;(*) j 
ax dx 

dx 

_«(*)_ 

lg(x)} 2 


DEMONSTRAQAO 


d_ r f(x) 

dx L íí( A ) 


= lim 


f(x + h) f(x) 
g(x±fi) g(x) 
h 


lim 

; 3 ->o 


f(x + h) ■ g(x) - f(x) ■ g(x + h) 
h ■ gíx) ■ g(x + h) 





















CapítuJo3 / A Derivada 201 


Somancio-se e subtruindo-se ao numerador o termo /(,v) - g(,v), obteremos 

/(-v + h) ■ g(x) - f(x ) ■ ¿’(-v) - /(-v) • g(x + /i) + f(x) ■ g(jt) 


±\fy 

<ix Lg(. 


f(x) 

X) 


= lim 

ll->0 


h -g(x) ■ g(x + h) 


g(x) 


fix + h) - f(x) 


= lim 1= 

/i-> 0 


/(-v) 


g(.V + /l) - g(-V) 

h 


g(-v) • i’C-V + /l) 


f(x+h)~f(x) g(x + h) - g(x) 

hm g(x ) ■ lim -—-—-—- — lim f{x) ■ lim ——— -— 

fi —0 f¡ —* 0 h /j—‘0 h —*■ 0 fi 


lim £(.v) ■ lim g (.v + h) 

h —* 0 1 


lirti gix) 

L tt 0 


— \f(x)] ~ lim f(x) 
dx Lh-+o 


é 

J dx 


lim g(x) ■ lim g(x + h) 

h—*Q /t^Q 

g(x)C-[f(xn-f(x)~[g(x)} 
dx _ dx_ _ 

I g(x)] 2 

[Veja a nota no final da prova do Teorema 3.4*1 para cxplicagócs sobre a últiina passagem.] 


Ás v^zes é melhor simplilitar urna 
funcáo Po qoo apiÉcar $ rogra rio quo- 
oiente ás cegas, Por exomplo, é mais 
fácil dórivar 

c 

/(v) - 

-V-t' 

reoscrevondo essa funcáo como 
f(x ) — x 4- v'T 

do que usar a regra 00 quociento na 
primeira expressáo. 






X 

/ 

\ 

/ 

\ 

L 

■J 


i- F 

■- 

_■" 



[-2,5; 2,51 x[-I, U 
,rSct = UyScl = I 



Ern palavras, a derivadú de um quocicnte de duas fimgóes é o denominadot vezes a deri- 
vada do numerador menos o numerador vezes a deñvada do denominador tudo divtdido 
pelo quadrado do denominadot: 


► Exemplo 3 Encontre y fx) para y 


x* + 2.v 2 - I 
x + 5 


Soluqao Apl ieando a legra do quociente, obtenios 


dy _ í/ T x" 1 + 2x : — í 
dx dx x + 5 


(x + 5)+-[j: 3 + Ix 1 - 1] - (.v 3 + 2 at- - 1)4-1* + 5| 
_ d± _ dyy _ 

U + 5f- 


(.x + 5)(3* 2 + 4.v) - (C + 2* 2 — !)(]> 

(jr + 5f- 

(3x 3 + ! <-)x 2 + 20*) - (.v 1 + 2,v 2 - !) 

(* + 5) a 

2* 1 + 17.v 2 + 20,v + I 

(x + 5) 2 ^ 


► Exemplo4 



x 2 — l 


(a) Fa^a o gráftco dc v = fix) c utilízc-o para obtcr as locali/agocs aproximadas dc 
todas as retas tangemes hori/ontais. 


(b) Por diférenciagao, encontre a localiza^ao exata das retas tangentes hori/onlais. 


Sohtgao (a) A Figura 3.4. í mostra o gráfico de y - f(x) na janela [-2 h 5; 2,5] x [-1, I ]. Esse 
gráíico sugcrc quc as relas tangentes horizontais ocorrem cm x = 0, x ss U5 c x ^ -1,5. 


Figura 3.4,1 
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(;)'-! 


Utilize essa regra para encontrar a 
derivada úe 


/íO = — 


1 


rt- +■ I 


Soiu^ao \b) Para encontrar a cxata localizagao das rctas tangentcs horízontais, devemos 
deseobrir os pontos nos quaís dyldx— 0. Vamos comegar encontraiido dyídx: 


dy 

dx 


dx 


X 2 - 1 1 _ 

-V 4 + lJ _ 


(x 4 + l)~[x 2 - II - (C- - l)~[x A + ! | 
dx dx 


(x 4 + l ) 2 


(jt 4 + l)(2v)-(.t 2 - i)(4.v J ) 
(x 4 + I ) 2 

-2v 5 + 4.v 3 + 2x 


A diferencia<$oestá coiíi^ieia 
O r¿S(Oc siriiplificiiíilo 


2x{x 4 — 2x~ — 1) 

(jv 4 + I ) 2 __ (j: 4 +I) 2 

Vatnos equacionar agora dy/dx — 0 c determinar as 50 ] uqocs a j . Obtemos 

2.v(x 4 - 2x 2 - 1) _ 

(x 4 + I) 2 

As soluqoés para cssa equagao sao os valores d e que anuíani o numerador: 

2x(x J -2x 2 - 1) = 0 

O primeiro íatordá lugar á soluQáo v - 0. Outras soluqdcs podcm ser enconiradas resolvendo 
a eqnaqáo 

X - 2x 2 -1=0 

Essa pode ser tratada como uma equagáo quadrátiea em e resolvida pela fórmula quadrati- 
ea. Obtém-se, emáo, 

2± Vlí 


2 

X^ — 


= I i; *Jl 


Deduza a regra seguinte para a deri- 
vada do recíproco cte uma lunvéo: 


() sinal menos dá lugar a valores imaginários para x t os quais vamos ignorar, poís náo sao 
relevantes para o problema. ü sinal mais dá íugar ás soluqoes 

X - + Z 2 

Em resumo, as retas tangentes horizontais oeorrem em 

X=0, X = / +V2 5 » 1,55 e X - -yi + </ 2 « -1.55 
que estáo cm confonnidade com as aproximaqoes obtidas cm (a). * 

■ RESUMO DAS REGRAS DE DERlVApÁO 

A tahela abaixo rcsunic as regras dc dcrivaqáo que encontiamos ale aqui. 

j / j \ f t 

“|cl=0 (/+# = /' + «' (/'5)' = /íf' + 5-.f f-J = “ 

(/ - (” = , —\x tt \=n^ (11 um inteiro) 

V 8 / r dx 


EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 3*4 (Verpégina 204 para respostas) 


1- (a) 

dx 


x + 11 

1J 



d 

dx 


\{4-.\ J )(x 2 -P.v - 1)1 - 



d 

dx 



2* Eneomrc F( I) sabcndo quc /(1) = -L /'<I) = 2* g( 1) = 3 c 
1) = - I ■ 

(a) FU) - 2 /(.r) - 3g#f) 

(b) F(.v) = [/Cv )] 2 

(c) /(.v) = /(jr)g(x) 

(d) A(-v) - ,/Ü')/g(-V) 
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3* e iiagS a reta tangente a gráfie e 

3a' + 4 


v = 


.v 3 + 1 


em x = 2 6 


4* Su n ne/ ea na eze erí á e 5 enc ntreuma órmu a 
ara a eri a a egun a e g -jc = / x 2 em term e / r e 

/" 


EXERCÍCIOS 3.4 B Recurso Gráfico 


1-4 

a cu e a cri a a a 

un£a f x : a mu ti 

ican e enta 

eri 

an , e e i b u an a regra i ut 

eríñ ue ue 

a e 

b a me m re u 

ta 


1* 

f(x) = (x + 1 )(2a - 

1) 2. f(x) = (3 

v 2 - 1 )(.v 2 + 2) 

3. 

f(x) = (.v 2 + Dí.v 2 - 

- 1) 


4, 

f(x) = (.v + i)(x‘ - 

,V+ 1) 


5“10 

Enc ntre f' x 



5, 

f(x) = (3.v 2 + 6) (Iv 

-i) 



<í. /(.v) = (2 ~ í ~ 3 .t 3 )(7 + .v 5 ) 

7. /W = (-v - + 7.v 2 - 8)(2 a- j + jc- 4 ) 

8. /U) = /i + / j (3.v' + 27) 

9. f{.\) — (x — 2)ú- + 2.v + 4) 

10. /(a) = (a 2 +.í)(jc 2 -jc) 


11, v — 

13, v — 
I5, v “ 


I 


tx - 1 

7+3" 

3.v + 2' 


12, V = 


14, v- 


3 


+ 2 

4 r v + 1 


( 


x 


-V 3 — 3 

(,í -i +i) 16. v = (2.x 7 —-V 2 ) 


X 


X + f 


B17. f(x) = 


X 


X 2 + l 




*8*/W = - 


x 3 - 1 


x~ + 1 



17-18 

e um recur 

gráfíc ara c ttmar a 

i e f 3 u an 

Lim 

zomn u gráiic 

e/e, entá * c m are 

ua e limati a a 

a r e 

at bti r 

eri agü 



19, Knc nire g' 4 , a ue/ 4 = 3 e / ; 4 = -3 

(a) g(jr) = xA/Á') (b) g(x) = 

20* Enc ntre g f 3 , a ue / 3 = “2 e /' 3 =4 
(a) gU) = 3,v 3 - 5/Cv) (b) g(x) = 

/ú) 

21, Enc ntre F' 2 r a ue / 2 =++;!, / ,f 2 = 4 t g 2 = 1 e 

¿ 2 a-5 

ía) +Ú) = 5/(,v) + 2g(.v) (b) Fú) - /Ú) - 3g(.v) 

(c) F(x) = /(4«U> W) F(x) = /a)/gú) 

22* Enc ntre / ' , a ue / rr = 10* /' tt =-/ g jt = -3 e 

g f 7t BB 2 


(a) +(a) = 6/(a') - 5g(v) (b) +(a) - v(/(.r) + g(.v)) 

ñx) 


(e) F(x) = 2f(x)g(x) 


(d) F(x) = 


4 + g(x) 


23“28 Ertc ulre t a rc e.v n uai a i'eta tangeme i 

cur a a a ati az a r rie a e emincía a 


23. v = 

25* v = 

24, y = 

27, v = 

28, v = 


rV 3 - i 

x + 2 

J 2 + 1 
■v -h 1 
V + 3 
x +2 

i 

.V +4 
2x + 5 
v + 2 


x 3 + 1 

h ríz nta 24* y — --h h riz nta 


x- 3 


ara e a ít reia y-x 


er en icu ara rem y = x 


a a e a ngem 


c rta ci v crn 2 


EMFOCANDO CONCBTOS 


Defina ue e ería 
tan em ángti rei 

ignilicar 

ua cur a 

c intei ee 

Pr e uc a eur a _> 

: - \ ix c y 

= í/ 2 —x 

e íntcr ec 

lairt em ángu ret 




ntrc t a re 

e a ara 

uai a 

cur a v- 


af x - 1 e y = a : - 2v + i e ¡nter eclam em ángu ret 

31. Enc ntrea órmuagera ara F tf x cFx -xfx e/e 
f T \i i erendá ei em r y 

32, Su nha ue a unga / e a í crencíá e cm s a artc c 

uc Fx =xf x 

a E re e F m x em term e x e a eri a a e / 
b Para // > 2, c necnireuma órmu a ara F" x 


33, i ue ua e/.e a regra r ut e rema 3 4 \ ara 
m trar ue e/ge/i rem i erencid eí f enta f-g-h erá 

i crenciá e c 

(/ « 8 * = /'' + g ’ /í + / ■ g p * + / ■ g + /?‘ r 

34. mbaen re u ta E ercíd 33, a^amttac nectura 
bre uma órmu a ara i erenciar um t ut cn un^óe 

35* ea órmu a bti an E erdci 33 araene ntrar: 


(a) ¿ (2v + ,)( 


I 


<2x + I ) | I + - ) (a- 5 + 7) 


d 


(b) — f(.v 7 + 2 í - 3) s ] 

ÜX 
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36, Use a fónnula obt i da no Cx erc íd o 3 4 pará encon t rar: 

(a) — [x {x 2 + 2 \ ) (4 - 3 x ) ( 2x 9 + 1) ] 

í7_V 

(b) f [(.í 2 + 1 f 1 } 
dx 

37* Sabendo que /é uma füngáo derivável c que n é mn iiueiro 
póüíiivo, u,se o resultado do Exercíeio 34 para deierminar uma 
fórmula pam a vleri\ r ada de g(v) = (f{x)) r, \ 

38* Use o rcsuluido do Exercício 37 para encontrar a derivada de 
g(.v)=(/-I) lC> . 


39 Use a regra do quociente (Teorema 3.4.2) para dedu/ir a 
fórmula para a derívada de f(x) = x ondc tt 6 um íntciro 
positívo. 

41+ Supondo que /í(.v) =f(x)/g{x) $eja denvável* use a regra do pio- 
duto pai'a dedu/ir a Fdrmula (2). \Sugestdo: IJerive ambos os 
lados da cquagao h(x) ■ g(x) - f(x) c rcsolva cm fi(x). [ 


✓ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 3.4 


I. (») — ; 2 , ~ v (b) (4 - .XK2x + 1) + (.v 3 + .v - ])(-3j- 2 ) (c) 

(x - I)- 

3. y ---.V + 4 4. 2f- + 2//" 


2. (a) 7 (b) -4 (c) 7 (d) ^ 

9 


3.5 DERIVADAS DE FUNQÓESTRiGONOMÉTRICAS 


O ohjetivo pvincipal desta st^do ¿ ohter as fórnmlm para as derivadas das seis fttn^oes 
trigQiioméfriccts hásicas. Se considerar necessdrio, o leitor pode consuítar a revisao de 
fttn^oes tngonométricüs dada no Apéndice A. 


Nesía se<;Do vanios supor cjue a variável independente ,v tías funqdes trigononiélricas sen x f 
cos a\ tg x, cotg .v n sec x c cossec x seja mcdida cm radianos. Também vamos prccisar dos limí- 
tcs no Tcorcnia 2.6.4, rccscrítos corn // cni vc/ de x como a varíávcl, como scenc: 


sen h \ — cos h 

lim -= 1 e hm-= 0 

/?^o h h 


(U2) 


Comecemos com o problema de derivar f(x) = scn x. Usando a deñnicao de derivada, 
obtemos 


f f (x) = lim 
/>^0 


f(x+h)-f{x) 

h 


sen(*v + h) — sen x 

= lim -- 

h —+ 0 h 


— Hm 

h —> 0 


sen x cos h + cos x sen h — scn jc 


Pel.i fúrniula dn fM)¡í5o do seno 


= J 
h 


ím sct 

->*L 

= lim COS..V li 
h-+ 0[ \ 


I cos h — I 

V h 


sen/i 


+ cos X 

I - cos/i 


^scn /í^ 
\~) 


— scn v 


h 


keorganí ííníño algc'hriicíL 


sen/f \ — cos/i 

= lim cosa j ■ Imi-Um sena: ■ hm- 

h->() h /j-+0 /?-?() h 


— ( lim cos.v) (1) — ( Iim sen.v) (0) 

\A-*0 / \li^0 / 


t-órniLLlci£ (l>c (2) 


Hm cos.v = cos x 
/í-+0 


cos-i' n-3o c n vol vc a vjsri¿vcl /? c. poianio, jkh3c scr 
fralQíío como «jna consconlc no cqLcuIo <Lo lijnjte 
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Reforgamos que as fórmuías das de- 
rivadas das fun^oes írigonométricas 
sáo válidas somante se x íor medi- 
do em radianos. Ver no Exercscio 47 
como essas fórmulas mudam se x for 
medido em graus. 


Assim, mostramosquc 


d 

~ I sen a- f = cüsa 
dx 



Nos exercícios o leitor será convidado a uiilizar o mesmo méiodo para derivar a fórmula se- 
guinte para a derivada de cos .v: 


d_ 

dx 


[cosx] — -sen.v 



► Exemplo 1 Encontre dy ídx se v - x sen x. 

Softtgao Usando a Fórmulá (3) e a regra do produto, obtemos 

d y d 


dx dx 


[,v sen x 1 


— x — i sen x 1 4- sen x — (x 1 

dx dx 

— x cos x + sen x < 


► Exemplo 2 Encontre dyídx se v — 


sen x 


l + cos x 


Sofuyao U sa n do a reg ra d o q uoc i e n te j u nto com as \ ómi u I as (3) e (4), ob tetn os 


dx 


d d 

(1 + cos x) ■ -—| sen x ] — sen x ■ —[ I + cos x \ 
_ dx __ dx __ 

(I + cos x ) 2 

(1 + cosx)(cosx) — (sen x)( — sen x) 


(I + cos.r) 2 


■y 'Jj 

cosx + cos x + seiV'x cosx + I 


[ 


(I + cosx) 2 


(1 + COS X ) 2 ] + COS X 


As formutas das d&Hvadas das fun' 
goes trrgonométricas deveriam ser 
memorizadas. Um auxílio mnemfinioo 
é d t ido no Exercício 4S. 


As derivadas das dcmais fungocs trigonomctricas sáo 


dx 


[tg xj — scc- x 


dx 


[sccx] — sccx tgx 



(5-6) 


(7-8) 


Todas essas fórmulas podem ser obtidas usando a deíiniqáo de derivada, mas é mais fácil 
utilizar as Fórmulas (3) c (4) c aplicar a rcgia do quocíentc ás relagdcs 

sen x cosx í \ 

tex —-* cotgx — -* secx =-. cossecx =- 


cos x 


senx 


eos x 


sen x 


Por exeniplo: 


d d r sen x1 

^-[tgA'] = — - = 

üx dx L cos x J 


cosx ■ — ¡ sen x | - sen x ■ — [co.s x] 


dx 


dx 


COS 2 X 


:os _x ■ cos x -- scn x ■ (— sen x ) cos 2 x + sen"x 


= sec“.x 


COS Z X 


COS 2 X 


cos 2 X 
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► Exemplo 3 Encontre f ,f (jr/4) sc f(x) - scc x. 


Quaodo quísermos obter o valor de 
uma derivada em um f>on¡o eapeoífi- 
co x = ,v„, é importaote sobstiluir ,v, 
depois de obtida a derivada. Assim, 
no Exemplo 3. íi^emos a substüuiíéo 
,v = 7 ? 14 dopois de catcufar O que 
taría aoonteddo se tivéssemos substi- 
tuido x - rr/4 í/tcofreíamejífe em f'(x) 
ante$ de calcular / rr ? 


Assím, 


f(x) = sec.v tg x 

f'~(x) — scc.v ■ — [tgx¡ + ígx - —[sec.v] 

dx dx 

= sec x ■ scc" _v + tg x scc a tg x 
— scc 3 x Hb scc x tg 2 x 


f f> (i r/4) — scc^ (jt/ 4) -h see(jr/4) tg 2 (tt/4) 



Figura 3.5.1 


= (J2? + (y/2}( 1) 2 = 3V2 ■< 


► Exemplo 4 SuponKa que o Sol nascente passe diretartiente sobrc um prédio de 30 me- 
tros de altura e seja $ o ángulo de elevagao do Sol (Figura 3,5.1); Encontre a taxa segundo 
a qual o coniprimento x da somhra do prcdio estti variando em relagao a $, quatido 0 = 45 CJ . 
Expresse a resposta em metros/graus. 


Soiuqao As varíáveis v e $ estño relacionadas por tg 9 = 30/x, ou, de forma equivalente, 

jc = 30 cotg 0 (9) 

Se 0 for medído cu\ radianos, enlao a Fórmula (7) é aplieável, resultando em 

dx * 

— — —30 cossec 0 
dO 



Figura 3.5.2 



que é a lava de variagio do comprimento da somhra em relagao ao angulo de elevagao em 
nietros/radíanos. Quando 0 — 45 ' (ou, de forma equívalenLe, 0 — jt/ 4 radianos), obtemos 


dx 

7$ 


= —30cossec 2 (7r/4) = — 60 metros/radianos 


k?=jf/4 

Convertendo radianos (rad) para graus, obtemos 

71 m 


m n rad 
-60 — ■ 


-1.05 m/grau 


rad ÍSO graus 3 graus 

Assím, quando 9 = 45'f o coniprimenlo da soinhra está dccrcscendo (devido ao sinal menos) 
a nma taxa aproxímada de 1,05 m/grau, eom o aumcnto do angulo de cícvagao, ^ 


► Exemplo 5 Conformc ilustra a Figura 3.5.2, suponha quc uma massa prcsa na ponta 
de uma mola seja espichada 3 cm além de scu pontü de rcpouso e largada no inslantc t — 0. 
Supondo que a funcño posicao do topo da massa prosa a mola seja 

.v = ^3 cos f (10) 


onde x eslá em centímelros e / em segundos, enconlre a fungao velocidade e discuta o movi 
mcnto dessa massa. 


Solugao A fu ngao ve I ocid ade é 


ds d 

v = —■ = — [—3 eos f | = 3 sen t 
dt dt 


A Figura 3.5.3 tnostra o gráfieo das fungocs posigao c velocidade. A funcáo posigao nos diz 
que o topo da massa oscila entre um ponlo mínimo de s = -3 e mn ponto máximo de s = 3, com 
uma oscilagao eompleta ocorrendo a cada 2jr segundos | o pcríodo dc (10)]. Ü topo da rnassa sc 
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O ropo da massa aiinge sua vofoci- 
dade escalar máKima quando passa 
pelo ponto de repouso. Por qué? Qual 
é essa velocidade escalar máxijina? 


move paru cima (o sernido positivo de s) quando v é positiva, para baixo quando v é negativa 
c está no ponto máximo ou mfnimo quando v = 0. Assini, por exemplo, o topo da massa se 
move paia cima do tempo t = 0 até o tempo t-jr, quando aEinye o ponto máxtmo s = 3 1 \ ernao, 
se move parn baixo ate o tempo t - 2tt, quando atinge o ponto mfnimo s = -3. C) movimento 
entáo se repete periodicamcnte. ■< 


EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 3.5 (Verpágina 20$para respostas .) 


L Encontre dyt dx r 

(a) y = sen x (b) y — cos x 

(e) y = tgx (d) y = sec x 

2* Encontre f'(x) c /'(tt/3) sej(x) = sen x cos x 


3. Use ui m derivada para ca I cu lar cad a I i m i lc. 

sen(í +h) - I 
(a) lím —^-——■ 

t> -+ o /i 


(b) lim 
h - o 


cossee(x + h) — cossec.v 
h 


EXERCÍCIOS 3.5 B Recurso Gráfrco 


1-18 Encontre f \x). 


1- /Ú) 
3. /Ú) 
5* f(x) 

7. /(.v) 
9, f(x) 
11* /Ú) 
13. f(x) 
15. f(x) 
17. f(x) 


= 4 cos t + 2senx 

— —4.v ¿ cosa 
5 — cosa 


2* f(x) 
4. /(a) 
/Ú) 


5 + sen v 
see a — V2 tg a 8. f(x) 

4 cosscca — cotg x 10 . f(x) 

12 . f(x) 

14. f \(a ) 


sec a tg x 
com x 


5 

—t + sen a 

rV 

2 ser/ x 
sen a 

x 2 + sen a 
(a 2 + í) sec .v 
cos x — x cossec x 

eossec x cotg x 
sec x 


I + cossec x 
seir .¥ + cús? x 


sen x sec x 


1 + Lg x 


I 4- x tg v 


16. /( x) 
18. f(x) 


sec" .v — tg 2 .v 
(a 2 + l)cotgA 
3 — cos AcossecA 


2 2 

19-24 Eneo n tre d ' v ídx ,, 

19. y = x cos x 20. y = cossecA 

21. y = x sen ,v - 3 eos x 22. y - x 2 cos x + 4 sen x 

23. y = sen x cos x 24. v = tg x 

25. Encorure a equagáo da reu tangeiue ao gráfico de tg x nos 

pontos 

(a) a = 0 (b) x = 7if4 (c) x = -a/4 

26. Encontre n equa^áo da rctá tangcnitt: ao gráíico de sen x nos 

pomos 

(a) a = 0 (b) a— jr (c) x = tt/4 

27. (a) Mostre quc y = a scn x é uina soiugao dc y" + y = 2 cos a. 

(b) Mo$lne que y = .v sen x é tiiTia solu^áo da equaqáo / J ' + v''' = 
-2 cos a* 

28. (a) Mostre que y = cos a e y - sen x sao solucocs da equaeao 

y 7 +y=0. 

(b) Mosutc quc y = d sen a + B cos a c Liniü solugáo da equa- 
^áo y' + v = Ü para qualquer valortlas constantes/1 e B. 


29. Encotitre lodos os pontos no Emervalo |~2 tt, 2tt| nos qtiais o 
gráíico de / tein uma reta tangenie horizontaL 

(a) f(x) = sen x (b) f(x) = x + cos 

(c) /(A) = tgA (d) /(a) = sec A 

k+ 39. (a) Use u m recurso gráti co para fa zt r estí mati vas rud i m en ta- 
res dos pontos ru> iiuurvalo [0. 2 tt] nos quais o gráíico de 
y = scn a cos x tcni uma reta langenlc horizontal. 

(b) Enconire a exala localizagáo dos pomos onde o grálico 
lent uma reta tangente hori/.onlal. 

31. Uma escada de 3 m está apoiada em uma parede em um ángulo 
0 coin a horízontah confonne mostra a figura abaíxo. A parte 
mais alta da esatda está a x inetros do solo. Se a base da escada 
for cmpurrada eni dirc^áo á parcde. encontrc a taxa segundo a 
qual x varia em rdágáo a 0 quando 0 = 6Q , '\ Expresse sua res- 
posta cm motros/grau. 



32. Um aviáo cstá voando a 1.100 m de altuiu. conforme a figura 
ahaixo. Qual 6 a laxa dc vartagáo da distáncia cntru ci aviáo e 
l> ponto fixo P em rela^áo a 0 quando 0 = 30"? Expresse sua 
rcspostá em mctros/gráu. 
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33* Um holofoLe lan^a um facho de lu/ sobre uma parede disLaute 
S0 m dele, confbrme n figura obaixo, Encontre a taxa segundo a 
qual a dístfincia D cstá variando com 0 quando 0 = 45 ! '. kxprcs- 
se sua resposia cm meiros/grau. 



1 -ÜHM Ki 1 


1W i . 

>y 

B ■ 

'r¿ 

'ji 

O 

3 

a bm » 

£3 

P ■ 

m m 

> 

11 

11 

I-P 

_ 

Q Ml W 

W ■ 


Figura Ex-33 


34* Uin saiéliie dc ohservaqao pode vcr somcme uiná parte da sn- 
perfície da Tena. Kte tem sensores de honzome que permiiem 
ealenlar o angulo í/ o qual pode scr visto na íigura abaixo. Su- 
ponha quc a Terra (esféi ica) tertha raio r e que a dístáncia do 
satélite a partir da superfície deia seja 

(a) Mostre que h = r (cossee 0 - 1). 

(b) Considerando r — 6.378km e supondo quc o satelitc se 
aproxima da Tcrm. cncontrc a faxa segundo a quaJ h está 
variando em rela^ao a 0 quando 0 — 30°. Expresse sua res- 
posta em quilómctros/grau, 

[Adaptado do Space Maihemaücs* NASA, 1985.] 



Figurú líx -34 


35-36 Faga uma conjectura sohre a derivada, calcuiando algumas 
dclas e observandoo padi ao resulíanie. 


d m 

< b > ^7óót C0Sx l 


37, Seja f(x) = eos x. Encontre todos os inteiros positivos u para os 
quais/ ,r *(jc) = sen.i; 

38* Seja_/U'} = scn v. Encontrc todos os íntciros positivos n para os 
quais f n> (x) = sen a 1 , 


35, (a) 


d* 1 
d. i S7 


[sen xj 


. d 11 . 

36. [x seti x] 
dx tf 


ENFOCANDO CONCEtTOS 


3 l >* Em cada item, dctertnine onde / 6 diIbrendávcl. 
(a) jf(.v) = sen a (h) f{x) = cosjc 


(c) f(x) = tg r 
(e) /í.vi = sec x 

(g) /<*) = 


I 


(d) f(x) - eotg x 
(0 f(x) = cossee x 

(ií) f(x)= 1 


sen r v cos x 


1 -f cos.v 

v cos.v 

( 1 ) f(x)=- - 

2 — sen x 

40, (a) Dedu/a a Fdrmula (4) usando a definigáo de derivada. 

(b) Usc as Fórmulas (3) c (4) para ohicr (7). 

(c) Use a Fórmula (4) para obtcr (6). 

(d) U sc a Fórmu t a (3) para obter (8). 

41 * Use a Fómiula (I), o formato altemafivo para a deíini^ao de 
dcrivada dado na Fórmula (i 3) da Segáo 3-2, ou scja* 

, ,. /(t«) - f(x) 

f (x) = hm ---- 

&-*■ x w — x 

c a ídcntidade da difercn^a dos senos 

_ . a “ fj \ f a -f /i 

sen a — sen f = 2sen í - — ■ ) cos 


para mosirarquc —[scn x j = cosx s 

dx 

42* Seguindo a orientaíño do Excrcício 41, use a idcntidade da 
díterenya dos eosscn.os 

_ ^ f a - f\ { a + f 

cosor - cos p — —2 sen | — : — ! sen 


para inosirar que — [cos a] — -sena . 

dx 


43* (a) Mostre que ]im 


igh 


= I* 


h -*■ o h 

(b) Use o rcsultado d c (a) cotno au x fi i o na ded u^ ao d a fó r- 
mula para a derivada de tg x din&tamente da deimi^áo 
de derivada. 

44. Sem usar idenLidades ti'LgonoméiE'icas, encoiure 

^ lg(.v -i- y) " Ig y 

.r-tO x 

[i Stigesfáo : Rclacione o Eimiíc dado com a delmieao de deri- 
VÉtda dc uma fun^áo apropriada de y. ] 


45* M ost rc quc, se k é um Lt constante* entao 


■—[cos kx ] = —kstnkx 
dx 


46* Uma massa prcsa na ponta de uma mola é espichada 4 cm ahai- 
xo de seu ponto de rcpouso c largada no instante t = 0, Depois 
de íargada, a massa sc move ao lungo de um eíxo vcnical* em 
quo eortsidcratnos o sentido positivo como sendo para cirna e 
a ortgcm iocalizada no topo da massa quando a mola cstá na 
posicao dc repouso. Suponhaque a funcáo posiefto do topoda 
rnassa seja s = -4 cos xt\ onde s está em centímetros e / em 
scgundos medidos a panir do ínsiante em qne a massa é lar- 
gada. Usc o resultado do Exercício 45 para cneomrar a fun^ao 
veiocidade da massa. Qual é a velocidade da massa eni sLia 
prímeira passagem pelo ponto de repouso? 

47. As fórmulas das dei ivadas de sen x, eos x. tg x % colg x* sec x 
e cossce x foram obtidas soh a hipótese de qtic x sejii mcdido 
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em radianos. Usando os resnliadosi dos Exerci'cios 69 e 70 dn 
Scgao 2,6. provc quc, sc jc for mcdido ein graus. cntao 



■—-|scn xj 
dx 


T 



COS X 



d jT 

— I cos jkJ — — -— sen x 
dx 1 80 


48. Vamos chatnar as fnngñcs cos x, cotg .v e cossec x de cofun- 
0es üe son .v, tü x c scc x, rcspectívamenrc. Convenga-sc de 
quc a derivíida dc quulqucr cofungáo pode ser obtida a partir 
da dcrivada da fungau corrcspondentc pc!a introdugao dc um 
sina! dc menos c snbstiuündo cada íungao na derivada |x>r sua 
cofuncao. Memori/e as derivadas de sen x, tg a - e sec x e use a 
observagao acima para dedu/ir as dcrivadas das cofungóes. 


l/ RESPOSTAS OOS EXERCÍCiOS DE COMPFEENSÁO 3.5 


1. (a) cos.v (b) — scn.t (c) sec 2 x (d) sce.vtgA 2. f f {x) = oos 2 x — seir x, f ! (x/3) 


X (á) —fsen ,v] 
dx 


d 

— 0 (b) — fcossec x] = — cosscc x cmg x 
x=x/2 “ x 



3.6 REGRA DA CADEIA 


Nesta sefdo deduziremos uma fónnuía que expresse a derivada de uma composigño f og em 
termos das deñvadas defe de g. Essa fónmda nos permiürá derivarfm$ae$ compikadm 
usando derivadas de fungóes mais simples. 


■ DERIVADAS DE COMPOSígÓES 

Considere o problcma de calcular a derívada de 

d 


dx 


Í(.V 2 + I) 100 ] 


(1) 


As duas maneiras dc que dispomos até aqui para essa derivagao sao expandir (x~ + Ipela 
fórmuía do bindmio c derivar ternio a termo ou apliear a deEinigao. Em ambos os casos, as 
contas serao proibitivas e devcmos tentar uma nova abordagem. Seja h(x) = (x 2 + INossa 
tsslfulégia será escrever h como uma composta de fungoes mais simples que sabemos derivar 
facilmcnte c entáo cxpressar (I) crn Lcrmos das derivadas dcssas fuiigocs simplcs. Por cxcm- 
plo. cxpressemos h(x) como a composigáo 

h(x) - ( fog)(x) - f(gW) onde g(x) - x 2 + 1, f(x) - x 100 
Como sabemos que 

^ '(jc) = 2x e f'(x) = I OOjc" 

bastá eneontrar unia nianeirade expressar h (x) eni termosdessasduasdeii vadas conhecidas. 
A chave para issoe a introdugao das variaveís dependentes 


V - (x- + l) 100 e II = g(x) =x-+l 


das quais segue 


V ~ u 


ICKJ 


Assim, qtieremos usar as derivadas eonheeídas 


— = IOOíi" c = 2x 
dti dx 


( 2 ) 


para cncontrar a derivada desconhecida 


dy =d\(x 2 + O 100 ) 


(3) 


dx dx 

Para isso, pensemos nas derivadas ern (2) e (3) eomo taxas de variagao. Assim, queremos uti- 
li/ar as tuxas de variagao dyldit e dttídx conhecidas para cncemrar a taxa dc variagao dyfdx 
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A Formula é fácil de le/nb/ar por- 
que o lado esquerdo é ejíatamenie o 
que resultaria se “cancelássemos” os 
dois üii do Eadü direfto, Esse "cance- 
iamento' íornece uma boa maneira 
de obter a farma correta da regra da 
cadeia quando uttlizamos variáveis 
diferenles. Por exemplo, se >r é uma 
fungáo d& x e x é uma fungáo de i, 
entáo a regra da cadela toma a forma 

t{ W iíw dx 


dt dx dí 


► Exemplo 1 Encontre dy ídx se v = cosf.v'), 

Soluqáo Tomamos u - x ' e expressamos y como v - cos u. Aplicanclo a Fórmula (4), obíemos 

dy dy d u 

dx du dx 

d d 

= — [cosh] • — [.v j 
d u dx 

= (— sen «) * (3 jt) 

= (— sen{jc 4 )) ■ (3a j2 ) — —3jf 2 senCv ? ) < 


► Exemplo 2 Hncontrc dwidt sc w = tg .v e x = 4 1 + f. 

Soíuqao Neste caso, a eonta da regra da cadeia toma a fonna 

d w dw dx 
di dx dí 

dx dt 

= (sec 2 x) ■ (12/ 2 + 1) 

= (sec 2 (4/ 3 + / )) ► (12/ 2 + l) = (12/ 2 4-1) sec 2 (4r 3 + /) m 


Confirme que (S) é uma versáo alter- 
nativa de (4) tomando v - j%ú>) e 

it = 


m UMA VERSÁO ALTERNATIVA DA REGRA DA CADEÍA 

O uso da Fórmula (4) para a rcgra da cadeia podc licar desajeiLado cm alguns problemas 
porquc envolve muilas varíáveis. A niedída quc o leítor ficar mats á vontade com a regra da 
cadeia, pode quercr dispcnsar o uso das variáveís dependentes intermediárias, expressundo 
(4) na forma 


~ [/(£(•*■)) I = (f°g)'M = f'(g(x))g'(x) 

dx 


( 5 ) 
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Uma maneira conveniente de lembrar essa fórmula consiste em chamai /a “funeao 
de fora ?> e g a “fungao de deutro" na composigao f(g(x)) c* entao, expressar (5) em palavras 
como; 


A derivada de f(g(x)) éa derivada da ftatcáo de fora caladada na fítngao de dentro vezes 
a derivada dafim^ao de dentro. 


dx 


[/(£(*)}] “ f(g{x)) ■ g\x) 





Detívada J;i ñingao dc 
fara calatíad.i ¡na futig.Ai 
tUí itcn tro 


_ 

iXrivyda da 
Kun^ao dct denlro 



► Exemplo 3 {Revisao do Exempío 1) Eneomre h f (x) se k(x) — cos(x ). 

Solugao Pocíemos pensar em h como a composígfio/(¿ 7 Ü)) ern que g(x) - x' é a fungao de 
demro e fix) — cos x é a lungSo de fbra. Assini, a FórmuJa (5) íbrneee 


h f (x)^f(g(x))*g f (x) 


Dffivada da fun^So dc. 

_i i 

IXíií vaJa Jí¡ 

fora ealculatla na Kum;?lo 
de tkmro 

- /'U 3 ) ■ 3x 2 

KiiníSjo Jí demfo 


= — sen ( v') ■ 3.v 2 — —3 a l 2 sen(.v v ) 
que confcre com o resultado obtido no Exemplo I. + 


► Exemplt>4 




[(tg x) 2 ] — (2 tg x) ■ (scc 2 x) — 2 tg x sec 2 jc 




■ FÓRMULAS GENERALIZADAS DE DERIVAQÁO 

Exisle uma tereeira variante da regra da eadeía que é imermedíária enlre as FOrmulas (4) e 
(5). Tomando it ~ g(x) em (5), podemos reeserever aquela fdnrtulaeomo 


[/(»)] - / oo' 

Íix dx 


( 0 ) 


Esse resultado, tlenominad ofónnula generalizada da derivada úef lorneee uma maneíra de 
usar a dciivada de/ír) para produ/ir derivadas úcfiit), quando u 6 uma lunqáo dc x. A Tabela 
3.6.1 dá alguns exemplos de aplicagáo dessa fórmula. 
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Talielit 3,6.1 


FÓKMULAS GhNhlíAUZAUAS DL DLKlVACÁÜ 


4 [jí n ] _ — (n um íntdro) 

dx dx 

4 | sen it ¡ - cos H ™ 
dx dx 

~ |tg íí| - sec : i/ 

fiPS (Í-X 

4 [sec jj) - scc u ig u 
dx dx 


f/ f r—l _ 1 dil 

</.v v l "2 y/T, dx 

4 [COS ií] = -sen u ^ 
í7A dx 

4 |eotg jj| = -cossec 2 u ~ 
d\ " dx 

4 [cossec u] - -cossec u cotg u 

d.X dx 


► Exemplo 5 Encontic 


(a) -Afscn(2A>] (h) 2-[tg(0 + I)] 
d x dx 


(d) ”[U + J' ; ’ «ng x)' s | (e) ~ 

dx dx 


(c) —[ \fx- x + cosscc x] 


dx 


\ _I_1 

U 3 + 2x - 3j 


(fi) Tomando n = 2x na fórmula generali/ada de deriva+ao de sen u, ohtemos 

— [5en{2x)l = — [scn «1 = cos^ — — cos 2 x ■ — [Zv) — eos2x ■ 2 = 2 cos 2 a - 
dx dx dx dx 

Solu^ao (b) Tomando u — x“ + I na fórmula generali/ada dc derivagño de ig u, ohtemos 


— [tg(v 2 + 1)1 
£7X 


d 7 du 

— [tgu] = sec u — 
dx dx 


sec 2 (0 + I) • U 2 + I ] 

tífX 


sec"(x" + 1) * 2x 


2x sec 2 {x 2 + I) 


Soluqao (c) Tomando // = x + cossec x na tormula generalizada de dcrivagao dc JTt > 
ohiemos 


d 

dx 


[Vx* + cossecxj 



I 

2 \/v ■■ + cossec x 


dx 


[*- 


+ cossec x) 


— ■■ = - ■ (3x“ — cossecx coígx) — 

2 vA' 3 + cossec x 


3x 2 — cossec.v cotgx 

•a.- 

2\/x } + cossec x 


Soluqao (d) Toniando u =■ 1 + x cotg x na í’órmula gcneralizada de derívacño de u'\ ohtemos 

+ [(1 +* 5 W)-*] = +[«-*] = -8« ^ 
dx dx dx 

= —8(1 + x S cotg x:) -9 ■ — [1 + X 5 colg x j 

dx 

— -8(1 + x 5 cotg x)~ 9 ■ (x 5 {— cossec 2 x) + 5x 4 eoig x) 

= (8x 5 cossec- x - 40x 4 cotg x)( 1 + x 5 cotg x)~ 9 
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OOMÍNIO DATECNOLOGIA 

Se o leüordispuserde um CAS, use-o 
para efeíuar a deriva^áo em (7). 


Sohicao { e) Tomantlo u = x ' + 2x - 3 na fórmula gencralizada da derivada com u \ ob- 
temos 


dx 


.v 3 + 2.v - 3 


- -|(.v 3 +2.v-3)- , | = 
dx dx 

= = -(.v 3 + 2.v- + 2,v - 31 

dx dx 


= -(v 3 + 2x - 3)- 3 (3a: 2 + 2) = 


3a- 3 + 2 


(.v 3 -I- 2x - 3)- 


\ 

As vezeSj prectsamos fazei ajastes na notagao ou aplícar mais dc uma vez a regra da 


cadeía para calcular uma derivada. 


► Exemplo 6 Encontrc 

(a) — [sen(V1 + cos x )] 
dx 






(w constante) 


Sofítgáo (a) Usando u — Vl H-~cosjí: na fónnuía generalízada de dcriva^ao de sen u, 
obtemos 

d ¡ - á du 

-— I sen w \ + cos x) \ — ~[ sen u \ — cos u -— 
dx dx dx 


— co$( VI + cos x ■) * — | V 3 + cos.v | 

dx 


= cos(Vl +COSJC) 


- sen x 


2VJ +cos x 
sen x cosfVí +cos.v) 


iVTT 


COS X 


Uiamos íí fonníi genomli^dn de 
dtrii r acii(j píifÉi Vií oom íí • - l -f-tosA 


Solugao (b) 


d jl 
dt 





— sec 



U;+trnüs. ii fonna geiit’niliwitb dü 
Uüri v;igiS(.i parn scc n com tt =- Ptoí 

Usanios- a Ibnna gencni 1 i m d¿i úc 
derivagño p;un v /!7 ít>m - J = ^ 


■ DERIVANDD COM StSTEMAS ALGÉBRICOS COMPÜTACIONAIS 

Alguns eálculos tfe derivadas podem ser muiio cansalivos quando feitos á máo, mesmo usan- 
do a regra da cadeia c as outras regras de dcrivagao, Para dcrivadas compHcadas, os engc- 
nheiros e eiemisias frcqücntemcntc utilizam algum sistema algdbrieo computacional (CAS), 
tal como 0 Müthemotica, o Mppie ou o Derive. Por exemplo, embora tcnhamos todas as 
ferramentas matemáticas neccssárias para calcular 


d_ 

dx 


(.v 3 + !) 10 sen 3 ( v /r) 


\ 1 + 


cossec x 


(7) 


a máo, esse cálculo ú suíicientemente complexo, a ponto de ser mais eíieiente (e inenos sujeí- 
to a éiio) usar uni sistcma algebrieo compuiacional. 
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EXERCÍCÍDS DE COMPREENSAO 3.6 (Verpágina 217para respostas.) 


1. A regra da cadeia alirma que a derivada da eomposta de 

duas tungoes é a derivada da ftrngao dc_eal- 

culada na fun^áo de vezes a derivada da furu¿ao 

de . 

2. Sé_y é uma liin^áo derivável de it e n é uma fimgáo derivável de 
v. eniao 

dy 

dx ' ' 


3. Encontre dyUlx. 

(a) y — (x~ + 5) ICk (b) v = VI + 6 .í 

4. Eneontre dyf<lx. 

(a) y — sen(3a' +2) (b) v = (a' tg x) 4 

5. Suponha que/(2) ~ 3, /''(2) = 4 . ¿(3) = 6 e [/(3) = -5. Calcule 

(a) //(2), onc\t h(x) — g(f(x)) 

(b) k'( 3). ondc k(x) — /(jg(.t)). 


EXERCiCIOS 3.6 Recorso Gráfico [c] CAS 


1. Dado c| lic / '(0) = 2, g (0) = 0 e y' r (0) - 3, en contre (/ o g ) r (0), 

2. Dado quc f r (9) = 5. g(2) = 9 e f(2) = -3, encontre (/ o#)'(2). 

3. Sejam f(x) — f c g(x) - 2.x - 3, 

(a) E nconi re {/ o g )(.v) e (/ o g )/.v). 

(b) Encontre (g o/ )(.v) e (g o / )'(.v). 

4. Sejam /(x) = 5 v (v e g(.v) = 4 + cos jr. 

(a) Encontre (/ o g )(,v) eí/og) r (a). 

(b) Encontre (y * / }(.v) e (j> o / )\x). 


ENFOCANDO CONCEITOS 


5* Dada a tabela a seguir, cncomre as dcrivadas indicadas cm 
(a) e (b). 


X 

f(x) 

f(x) 

S(x) 

g'(x) 

3 

5 

-2 

5 

1 

5 

3 

~4 

12 

4 


(a) F'(3), onde F(x) =/g(. t )). 

(b) G'(3), onde G(4 = g(/Tr)). 

6. iJada a Tabcla abaixo. encontre as derivadas indieadas em 
(a) e (b). 


X 

f(x) 

f(x) 


í'W 

-i 

2 

3 

2 

-3 

2 

0 

4 

1 

-5 


(a) r(-!),onde/'ü-) = /(í;(.t)) 

(b) G'(-]).ondeG(4 = £(/(4) 


7-26 Encontre fix). 

1. f(x) = (,v J + 2.v) 37 8. f(x) = fx 2 + 2x~) ) É 


9. f(x) = (j/ - ^ 

11 . m 4 

.3. /(.v) = /4 + Tlv 


1 


(3.v 2 - 2.v + !) J 


10 . /(.v) 

12 . m 

14. /Cv) = í/v (= JT/x ) 


( v s - X + 1 )‘ J 

V.v* — 2,v + 5 


15. f(x ) = scri 



16. f(x) = ig +7 


4 cos 3 ,t 


17. f(x) 

19. /CO 

21. /Cv) — 2sec 2 (,v 7 ) 


i 5 v 

cos“(3 a /.v. 


1S, /(.v) = 4.v + 5sen l ,v 
2Ü. f(x) 


~ tg 4 (,v 3 ) 


22. f(x) — cos 


(t+t) 


23. /ú) 

25. / (a ) 

26. /(.v) 


Vcos(5a') 24. f(x) 

f,v + cossecfjv^ + 3)] -4 
\x A - scc(4x 2 - 2)]” 4 


= v3jc — se 


sen (4-x ) 



27. y = v' serr(5x) 
26. y — .v 5 sec(l/jv) 
31* y = cos(cos.v) 
33. v = cosVscn 2,v) 


sen x 


28* y = V7tg 3 (v7) 

30. y 
32. y 
34. v 


scc(3.v + 1) 
sen(tg 3.v) 

1 + cosscc/v 2 ) 


1 — cotg(.v 2 ) 


35* y 

37* v 


< 


(5-V + 8) 7 (I 

j 


x - 5 


36, y = 


2x + 1 
(2x + 3/ 
(4x 2 - 1 ) s 


V7) 5 36. y 

38. v 


(x ¿ + _v/ sen' a j 
Ts 17 


,2 

I + 


5 ) 


1 — A' 

40. v = [1 + sen 3 (x 5 )J 17 



@ 41 , y = [xsen2.v + tg J (x 7 )J s 


@42. v = tg J [ 2 + 


(7 - jc) >/3.v 7 + 5 
.V 5 + sen ,v 
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43-50 Enconiro a equagao d:t rcta langcmc ao gráíico no ponio 
cspcdíicado. 


43. y = x cm 3,v, x — 7t 

44. y — scn( 1 -f- .r'j, x = — 3 


45. y — sec' ^ ^ 

-,).,. 

7Z 

~2 



),X = 2 

47. y 

= lg(4_í‘), x = ^fñ 

48, y ~ 3 cótg 4 

■■ 1 

J- 

13 

4H ^ 

49. y 

— x 2 \/5 - x 2 , x = 1 

50. v- 

= , -V - í) 




/1 — X 2 



51. y — _v cos(5.r) — serr.v 52. v = scn(3.:v 2 } 
1 + x 


53. v = 


3 — x 


54. v -- x 


«(;) 


55-58 EnconLreaderivada indícada. 


■í J y 

55. v — coíg' (tt — 9 ): cncontrc _ 

d9 

(au+bX^ dX 

56. A — l -——-; I ; cncomre — (a* b, c,d consiantcs) 

\CÍÍ+úf/ du 

(1 ’J 1 

57. — | a cqs - tuú H- b seir tfq>] (a. b constantes) 

fíÜJ 

M 2 / 71 \ 

58. x — cosscc |- v ); encoiure ■—. 

V 3 / dy 

•-- 59. (a) Usc um recurso computacioual para obtcr o gráfico da 

fuiKao f(x) — xV4 — x 2 . 

(b) Usc o eráíico dc (a) para la/cr um csbogo do gráírco dc 

/ ■ 

(c) Encontrc f f {x) e vcriíique seu trabalho em (b) usando o 
rccuTSO coitipuiacional para obtero gráfico de f. 

(d) Encon \ i e a equ aglo da re t a ta ngenie ao gráfico de / em.v = I 
e faca o gráfico de / jnnto com o da rcta tangente. 

60. (a) Use uin recurso computacional para obter o gráíico da fun- 
gáo f(x) = sen x" cos .v no intcrvalo j-rr/2. nil\. 

(b) Use o gráfico de (a) para fazcr um esbogo do gjátíco de f 
no intervalo, 

(c) Encontre /'(.*) c veTílique scu trabalho em (b) usando 
o rectirso compuiaeional para obtcr o gráíico dc f no 
imervaio. 

(d) Encünlre a equaí’áo da reta tangeute ao grálico dc / em 
x = 1 e ííK'á o grállco de / e da tangente juitios no inter- 
vaío dado. 

61. Um objcto suspcnso por mtia mola sofrc um poqucno dcsloca- 

mcnto veitical c dcpois é abandonado. 5e tbrem ignoradas a 


resisténcia do ar e a massa da mola, ertiáo a oscilagáo do objeto 
6 ehamada dc movimento fmrmónico simpíes. Sob condigdcs 
apropriadas. o deslocamentüy do cquilfbrio eni tcrmos do tcm- 
po í c dado por 

y = A cos o) t 

ondc A é o dcslocamentü inícial cm / = 0 c o> 6 uma constantc 
que dependc da massa do objcto e da rigidez da mola (ver figu- 
m abaixo). A constante \A\ c ócüomimúií (ímplitude do moví- 
mcnto c io.jreqüencia angular. 

(a) Mostre que 

d 1 V , 

— ~ú)'y 


dt 2 


(b) O período Té o tempo ncccssário para fazcr uma oscilagáo 
completa, Mostre que T = 27r/á>, 

(c) A freqMncia f da vibragao é o niimcro de óscilacócs por 
unidadc dc Lcmpo. Enconlre/em Lcrmos do período 7". 

(d) Encüntrc a amplitude. o perfodo e a frcqüénda de um obje- 
lü execmando um müvimetUo harmonico sitnples, dado por 
v = 0,6 cos 1 5í, onde / exiá em segundos e y em oentnnetrox, 

a r 



Eigura Ex-61 

62. Encontre o valor da consiante A de Idi ma quo y = A scn 3/ sñ- 
tisfaga a equagao 

f/’ v 

—- + 2v = 4scn 3/ 
dt 2 


ENFOCANDO CONCEITOS 


63. Considere a lungáo /cujo gráfico está na tigura abaixo. 
Calcu le 


y x + /(.v)] 


.V = -I 



“ Figura Ex-63 

64. U sando a fu ng ao / do Exercfc i o 63. ca I culc 


— [/(2senA-)l 
dx 


:=.t/6 
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65, A ñgm a abaixo mostra o gráfico da pressao atmosférica p (li- 
bras/pol' 2 ) versus a aliitudc h (milfias) adma do nível do mar. 

(a) A panír do gráfico c da rcta tangcntc cni h - 2 mostrados 
no gráíico, eíaimc os valores de p e dpfdh a uina ukiLndc 
de 2 mílhas. 

(b) Sc a altítudc dc um vcículo espacial aumcnta a nma taxa 
dc 0,3 milhas/s quando ole cstá 2 milhas acima do mar 
com quc rapide/ a prcssao variará em rela^ao ao lempo 
ncsie instacue? 



Figura Ex-65 


66 + A forga /■' (quilogramas) agindo em um ángulo 0 com a ho- 
ri/.outaf necessária paia airastar; ao longo de uma superfície 
hori/ontal e a uma veloeidade constante, um caixote que pesa 
Wquilos é dada por 

COS 4“ p sen 0 

ondc u c uma eonstaiue dcnominada coeflciente de atrito 
de escorregümento entre o eaixote e a superlTcíe (ver íigura 
abaixo). Suponha o eaixoie com 70 kg e p = 0,3, 

(a) Eneontre a ¿IF/dO quando 0 = 30°. Expressc stia rcsposta 
em kg/grau. 

(b) Encontrc dl-f dt quando 0 = 30", sc 0 cstá diminuindo a 
uiua taxa de 0,5°/s uesse instante. 



Figura Ex-66 


67, Lembreque 


~(UI) = 

(frX 


!, x > 0 

— I, .i < 0 


Usc esse rcsuítado e a regra da cadeta para encontrar 

(|sen x |) 


dx 


para x diferente de /ero no iniervalo {-jt, tt), 

68, Use a fórmula da dcrivada dc sen x e a identidade 


cos x = sen ^ “ — v j 


para obtei' a fórnuila da derivadtt de cos a. 




f(x) 


1 

x xcn —, 
x 

0, 


x 0 
x — 0 


(a) Mostre que / é Cüiitmua em x - 0, 


70, 


(b) Usc Ei Definigdo 3.2,1 para mostrar que //0) náo cxiste. 

(c) Encontre f*(x) para x ^ 0. 

('d) Determine sc lim f '(x) existe. 

a-í'Q 


m 


x 2 scn 


x 


0, 


.v ¿ 0 
x = 0 


(a) M ostre q ue / é coi u fnua ern .r = 0, 

(b) Use a Dcfinicáo 3.2,1 para cncomrar / f (0), 

(c) Encomre f T (x) pam x ^ 0. 

(d) Mostre que f' náo e conl ínua em x = 0. 


71, 


I íada a Tabela abaixo, enconlre as derívadas indicadas em (a) 
e (b), 


X 

f(x) 

/'(.V) 

2 

1 

7 

H 

5 

■3 


(a) g r (2), onde g(x) = [f(x)f 

(b) /i'(2), onde h(x) - /(.r ’) 

72* Dado que f f (x) = \/?>x H- 4 e g(x) - x" - 1. encontre F f (x) sc 

F(x) = f(g(xT)r 





76. 


X r 

Dadoque f%\) = - v — - e g(A) - */?x — 3, enconue F'(x') se 
F(x) = /feú)), Jf " + I 


Encontre f(x ) se — f/Cr r )| = x . 

dx 


Encontre i/( v)! íic — 
dx dx 


x ) | - hx. 


Lembre que umn funqao f é par sc f(-x) = f(x) c ímpar se 
f(-x) - - fix) para todo x no domínio de /. Supondo que / c 
d i Iciü nc i áve!, prove q u Ü: 

(ei) f f é fmpar se / for par, 

(b) f f £ par se / for íinpar. 


77* Fag a al gu n s esboqos para i lu siraa' os res u! tados do Exercfc i o 7 6 
c escreva uni parágrafo, dando tinia cxplieaqáo informal sobre 
o porqué de os lesultados serein vcrdadeiros. 


78. Sejam v = fOt), n — ffv). v - / ? (w?) e v- = / t (.r). Expresse dyf dx 
em Eermos de dy/dit, dwfdx, du/dv c dv/thr. 

79* Encontre uma formula para 

d x 
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*/' RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 3.6 


I. de fora; de dnitro:(íe demro 2. — 3. (¡i) m(.v 2 + 5)'' ■ 2v = 2(h(.r+ f<f (b) 

dlt tíx 


-6 = 


2v' ] 4- 6.v 4" 6.v 

4. (a) 3cos(3.V + 2) (b) 4(rtgx) , (2.vig.v + .r : sec ; .v) S. (a) g'(/(2))/'(2) = -20 (b) /'QíO)j ■ ^.?'(í) =-y 


3.7 TAXAS RELACIONADAS 


Nesta se$ño estudaremos problemas de taxas leíacionadas, Nesses probletnas, tentamos 
enconnara taxa segitndo a í/naf cena quantidade estú variando em rela^üo a outras, cttjas 
taxas de variagáo sao conhecidas. 



v 


h 




Figura 3.7»I 


■ DERIVANDO EQUApOES PARA RELAOIONAR TAXAS 

A Figura 3,7.1 moslra um líquido escoando airaves de um íiltro cdnico. A medida que o lí- 
quido escoa, stai volume V y a altura h e 0 raio r sao fungocs do tcmpo deeorrido r y e em cada 
inslante essas vai iávcis eslao relaeionadas pela equagao 


V = -r 2 h 
3 


Se estivéssemos interessados em encontrar a taxa de variaeáo do voiume V em relagáo ao tempo 
t, podcríarnos comeqar diferencíando ambos os lados dessa equaqáo em relacao a t para oblei 


dV 

~dt 


JT 

3 


r 


dh 

7t 


4* h f 2r 


dr 

dr 


) 


ji 

3 11 


dh 

~di 


4“ 2 rh 


dr 

dr 


Assim, para encomrar dVidt em uni instame específico / a pailir dessa equacáo, precísaríamos 
ter os valores de t\ h t dhídt e dr/dt naquele ínsiante. Ksse tipo de problema é chamado proble- 
ma de taxas rektcionadas porque o objetivo é encontrar uma taxa de varíacáo desconhecida 
relackmando-a a oulras variávets cujos valorcs c taxas dc variagáo no instantc t sáo conhcci- 
dos ou podeni ser cncontrados de alguma mancira, Comcccmos com um exemplo simples. 


► Exemplo 1 Suponha que x e y sejain íuncdes difereneiáveis de t relacionadas pela equa- 
cáo y = x-. Encontre dyídt no instante / = I se x = 2 e dxídt = 4 no instante / = 1. 

Soiu^ao Usando a regra da cadeia para derivar ambos os lados da equaqáo y = x em rela- 
qáo a t, obtemos 

dy d , 3 dx 

-r = -[.í | = 3.v — 
dt dt dt 

Assim, o valor dc dy/dt no instantc t = I c 


dy 

dt 


t=\ 


n > dx 

- 3<2 > 37 


— 12-4 — 48 < 


t =i 


► Exetnplo 2 Suponhamos cpje o óleo dcrramado atravcs da mptura de um navso-tunque 
sc espalhe em uma forrna circularcujo raio crcscc a unia taxa constante de 2 pos/s. Com que 
velocidadc a área do derraniamciuo cstá crcscendo quando seu raio for de 60 pés? 

Soluyáo Sejam 

i - segundos decon idos a paríirdo ínstante do denamamenlo 
;■ — raio do dcnamamcuio em pés t depois dc t segundos 
A - área do derramamemo em pés quadrados, depois de / segundos 
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Úleo 

espaEhado 



r 


Figura 3.7.2 


ADVERTÉNCÍA 


A palavra "Depois". no passo 5, foi es- 
crila em Itálico porque é um erro oo- 
murri substiluir os valores numéricos 
antes de efetuar a derivagáo, Assim a 
no Exemplo 2, se tivéssemos subsli- 
tuído o valor conhecldo de r - &0 em 
{1) antes de derivar. terianrios oblido 
ilA/di - 0, obviameriile errado. 



Base do batedor 
Figura 3.7.3 


(Fjgura 3.7.2), Sabemos a luxa segundo a qual o raio esiá créscendo e qucremos enconirar 
aquela na qual a árca está crescendo no ínstantc cm quc r = 60; isío c t queicmos encontrar 


dA 

~dt 


r~60 


dr 

dadoque — = 2 pés/s 


Isso sugere que procuremos uma equagáo relacionando A a r que possamos derivar em rela- 
cáo a t para obter uma relaqfio entre dAídt e drídt. Mas A ú a área dc um eíreulo de raio r, 
portanto 

A = jT r 2 (1) 

Derívando ambos os lados dc (1) em rclaqáo a t r obtemos 

dA dr 

— — lirr — 
dt dt 

Assini, quando /■ = bO, a área do dcrraniamcnio cstá ercseendo á taxa de 

dA 


( 2 ) 


dt 


— 2jt(6Ü)(2) — 24ürr pcs“/s 154 pds"/s 


r=h 0 


Coni variaqbes mínímas, o método usado no Exemplo 2 pode ser utili/ado para rcsoJ- 
ver uma varietlade de problemas de laxas relacionadas. O métcxlo consiste em cinco passos, 
espeeificados a seguir. 


Uma Estratégia para Resoíver Prohlemas de Taxas Reiacionadm 


Passo 1 Associc uma lcíra a cada quantidade que varia eom o tempo c ás demais quc 
possam ser relevantes ao problcma. Dc uma dcfinigáo paraeada lctm, 

Passo 2 Iderttiflque ¿ls taxas dc variagáo quc sáo conhecidas c a taxa dc varíayao quc dcvc 
scr encontrada. InLcrpretc cada laxa como uma dcrívada. 

Passo 3 Encontre uma equagáo que rclacione as variáveis cujas taxas dc variagáo foram 
ídcntiftcadas no Passo 2. Para isso T muitas vc/es é convenientc esbogar uma 
ñgura devidamente ctiquctada que ilusire as rcíagoes. 


Passo 4 Dcrive ambos os lados da equagáo obtida no Passo 3 cm rclagáo ao tempo para 
obter uma relagáo entre as taxas de variagáo eonheddas e a taxa de variagáo 
desconhecida. 


Passo 5 Depois de complctar o Passo 4 t substitua todos os valores conhecídos das laxas 
de vaiiagáo e das vartáveís, e só entño resolva a equagáo para a taxa de variagáo 
desconhecida. 


Exemplo 3 Uma quadra dc beísebol é um quadrado cujos lados medem 90 pés (Figura 
3.7.3). Suponha que um jogador correndo da segunda para a tereeira base lcnha uma vcloei- 
dade dc 30 pés/s no ínstante em que cstá a 20 pcs da terceira base. Qual é a taxa dc variagáo 
da distáncia do jogador á base do batedor naquele instante? 


Solugdo É dada uma vclocidadc constante com a que o jogador sc aproxíma da terceira 
base, e queremos encomrar a taxa de variagáo tla distáncia entrc o jogador e a base do batedor 
ern um dado instame. Assim, Lomamos 


/ - segtindos dccorridos desde quc o jogador deixou a scgunda basc 
x = dístáncia do jogador até a terceira base (em pés) 
y = distáncia do jogador atc a base do batedor (em pés) 
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A quamldade 

djc 

77 

é regaliva porque.v é decrasoente em 
relaQáoa t. 


Assiiti, queremos encontrar 



dy 

dx 

.¥=20 

dt 

sahcndo que 
,=2» dt 


■30 pcs/s 


.v =20 



Conforjne sugere a Figura 3.7.4 ; uma equagao reladonando as variáveis a e y püde ser obtida 
a partir do Teorema de Piíágoras: 

jt 3 4- 90 2 = v 2 


Dci ivando ambos os lados dcssa cquagáo em rclagao a f, obtcmos 


do quc seguc 


. dx 

dy 

2x — 

- 2v— 

di 

clt 

dy 

x dx 

dt 

y dt 


Quarido x = 20, lem-se a panir de (3) que 

y ~ v20 2 + W 2 = V8500 = I0v/K5 

assim, (4) resulta em 


dy 

dt 


20 


v=20 


I0085 


(-30) = 


60 


v/H5 




—6,51 pcs/s 


(3) 


(4) 


O sinal ncgativo na rcsposta nos dizquey ú dcerescente, o quc fisicamente fazscntido a partir 
da Fiüura 3,7A < 




Gamera 


► Exernplo4 Na Figura 3.7.5 mostramos uma cámcra montada cm um ponto a 3.000 
pés da basc de uma plaiafonna de lanqamemo de um foguete. Se o fogueie estiver subindo 
vcrticalmcmc a 880 pés/s quando estiver 4.000 pés acima da plataforma de Langamcnto, quáo 
rápido dcvc mudar o angulo dc clcvagao da cámcra naquclc insumle para quc sc rnamcnlm 
apontada para o foguetc? 

$ohí{ r ao Scjam 

t = segundos decorridos a partirdo instante do íancamento 
0 = ángulo dc clevagáo da cámera em radianos, após / segundos 
h = altura do foguete em pés, após r segundos 

(Figura 3.7.6). Em cada instantc, a laxa scgundo a qual o ángulo dc clcvaqáo da cáincra dcvc 
vanar ú d&fdt , c a taxa segimdo a qual o foguete eslá suhindoc dhfdt. Queremos encomrar 


d<p 

h=Mm 

A partir da Figura 3.7.6, vemos quc 


dh 

dado que — 
dt 


h 


— 880 pcs/s 


h =4000 


Ig é =-- 

v * 3000 


(5) 


Derivando amhos os lados de (5) em relaqáo a t Y obtemos 


/ 1 dh 
(sec“©i — ■ —- 

dt 3000 dt 


( 6 ) 


Quando h = 4000, segue que 


(sec ^)^- 4 Qoo — 


5000 

3000 


5 

3 


Figura 3-7.6 
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(ver Fígura 3,7,7), de modo que, por (6), 


4000 





0 mesmo volume foi drenad-Cf, mas u 
variagaa em altura £ rnaíor prOxFma 
da base do que prúxima do topo. 


Fijíura 3.7*9 


5 

3 


“ d<p 

i 

— - a ¡ 

dt 

3000 


h — 4CKwJ 

d<¡> 

22 9 

dt 

= 4000 ^5 ^5 


■ 880 = 


22 

75 


66 

625 


0. i l rad/s fitz 6.05 gráus/s 


► Exemplo 5 Suponha que um líquido deva ser purilicado por decantagao, através de 
um iiltro conico com 16 cm de aitura e raio dc 4 cm no topo (Figura 3,7.8). Suponha tam- 
hém que o Ifquido seja forg&do a escoar para Fora do cone a uma taxa consianie de 2 cm7 

min, 

(a) A profundidade do líquido ira dccrcsCCr a uitia taxa conslante? Dc um argumento 
informal quejustífique sua conclusao. 

(b) Encontre uma tormula que exprcsse a taxa de variayao da proiundidade do I íqui- 
do em termos de profundídade e use-a para detcrminar se sua conelusao em (a) 
está correí 


(c) Com que laxa está variando a profundidade do líquido no instante em que a profun- 
didade for de 8 cm? 

So/ugao (a) Para que o voíume do líquido decresga por uina quantidade fixa^ requer-se 
um maior deeréscimo em profundídade quando o eone está qimse vazio do que quando está 
quase cheio (Figura 3.75)). Isso sugere que, para o volume deereseer a uma laxaconstantc, a 
profundidade deve decrescer a uma taxa crescente* 

Solugao (b) Se jam 

r = tempo decorrido a parlír da obsei vagfio inicial (min) 

V= volume do líquido no cone no instante dc tempo t (cm') 
y = profundídade do líquido no conc no inslante de lempo t (cm) 
r-raio da superffcie do líquido no instante / (cm). 

(Fígura 3.7,8). Ein eada instante, a taxa scgundo a qaal o volume de líquido eslá variando é 
dV/dU c a taxa scgundo a qual a proíundídadc cstá variando é dy fdt. Qucremos cxprcssar 
dy/dt em icj^i’i’los de y, dado que dVIdí tem um s'ítlor eonstante de dVfdt = -2, (Devemos usar 
o smal menos aqui porque V decresce quando f eresce.) 

A partirda fórmula para o voluine de um cone, o volume V, o raio re a profundidade y 
estáo relacionados por 

V = \nr 2 y (7) 

Se difereneíarrnos ambos os lados dc (7) cm rclagño a t , o lado dircito írá envolver a quanti- 
dade drfdt: Uma vez que náo temos uma informagáo direta sobre dr/dt, é desejável eliminar 
í de (7) antcs de difercnciar. Isso pode ser feito usando scinelhangas de triángulos. A partir da 
Figura 3.7.8, vetnos que 

/ 4 i 

7 = tt ou r = -y 
y 16 4 

Substituindo essa expressáo em (7) obtemos 


V = — v* 

48" 

Difereneiando amhos os lados dc (8) em rclagao a r, obtcmos 


( 8 ) 


dV 


71 


d V 


— = — 3 v -r- 


dt 48 


dt 
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Oll 


dy_ = 

cít ttv 2 dt 7i v 2 


16 dV 16 

= —(- 2 ) = 


32 




,2 


( 9 ) 


a qua! cxprcssa dyfdt cm tcrmos dc y, O siua! cíc mcnos nos diz quc y dccrcscc coni o tcmpo, 


c 


dy 

dt 


32 


7l\- 


nos diz o quao rápido y dccrcscc, A paríir dessa formula, vcmos quc \dyfdt\ crcscc quando v 
dccrcscc, o quc confirma nossa conjccturacm (a) dc quc a profundidadc do iíquido dccrcscc 
a li ma taxa cresccmc quando clc escoa aíravds do íiliro. 

Sohtcüo (c) A taxa scgundo a qual a profundidadc cstá variando quando for dc 8 cm pí>dc 
slt obtida dc (9) com y - 8: 


d v 

7t 


)‘=8 


32 1 

—— = —0,16 cm/rnin < 

tt ( 8 2 ) 2 JT 


EXERCÍCIOS DE CGMPREENSÁO 3,7 ( Verpágina224 para respostas,} 


* „ 2 dx ÚA 

1. SeA-x $ — = X enconire —- 

di dí 


A-IO 


- , 2 dA . dx 

2, Scvl =x e — = 3, encoiUre — 
dt dt 


x— 10 


3, Uma escada de 3 m está apoiada ein uvn chao horizontal e uma 
parede veiticaL Use.r para denotar a distaucia ao longo do chao 
da parede atd o pc da cscada, c y para denotar a distáncía ao 


longo da parede do chao ate o topo da cscada, Se o |>6 da escada 
é arrastado para tonge da parede, eneonlre uma cquagáo tpie 
lelacione as taxas de varia^ao de x e dey em relagáo ao tempo, 

4. Suponha que um bloco de geJo com formato de eiliiidro cir- 
cular rcio dcrrcta dc lal modo qnc mantém sua forma cilín- 
drica. Encontrc uma equagáo qiic rclacionc a taxa dc varia- 
qáo do volume (V), a altura (/?) e o raio (r) desse bloeo de 
gelo, 


EXERCÍCIOS 3.7 


1-4 Ambos jf ty denotam fungoes de t que estáo relacionadas peía 
equagáo dada. Use essa equagáo e a informagáo sohre a derivada 
para encorurai 1 a derivada especificada, 

1, Equacao: y = Xx + 5. 

(a) Dado quc dxfdt - 2. cncontrc dyfdt quando x = 1 . 

(b) Dad o q ue dyfd t = -1, e ncontre dxldt <\ u ando x = 0, 

2, Equa^ao: .v + 4y = 3, 

(a) Dado que dx/di — I * encóíitre dyfdt quando x = 2. 

(b) I )ado q ne dyldí - 4. eiicontre dxfdt quando a = 3. 

3, Equaqáo: 4v 2 + 9y" = 1. 

(a) Dado q lic dx/dt = 3. eneo nt rc dyfdt quan do 

(*,y) = (jtjt STí)♦ 

(b) í)ado t|ue dyfd t = 8, eneontre dx/dr quando 

U, y) = ((, -^). 

■1 ■■j 

4 + Equaqáo: + y = 2r + 4y. 

(a) Dado tpie dx/dt = -5, cncontre dyidt quando (a% y) = (3, I). 


(b) l )ado q li e dyfdt = 6, encon tre dxídt q u ando 
(x. y) = (1 -f V2.2 + V3), 


ENFOCANDO CONCEITOS 


5. Seja A a área de um quadrado cujos lados iém comprimento 

x c stiponha que x varic com 0 tcmpo /. 

(a) Faga Lima figura do quadrado com os dados A 0 x colo- 
eados apro pri ad amente. 

(b) Ese reva u m a equagáo que rel ae i 0 ne A e . v. 

(e) Use a equagáo do (b) para enconuar uma equagáo que 
rclacione dÁ/dt e dx/dt: 

(d) Em Lim ceito instame. os lados medeni 3 em e crescein 
a tima taxa em 2 cm/min, Com que rapideK a área eslá 
cresectido naquele insante? 

6. Em (a) a (d), scja A a urca dc tim circulo dc raio r c suponha 

quc r cresga com o tempo t. 

(a ) Kaga umá ftgu ra do cvreu ! o coloca ndo A e r apropi i adi 1 - 
mente, 

(b) Ese reva u rna eq 11 aqño q ue rel ac i 0 ne A e r. 
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(c) Unc ;i equagíio dc (b) para cncontmr uma equa^áo quc 
rclacionc dA/dt c drfdt. 

(d) Em ccno Insumte, o raio é 5 cm e está crcscendo a uma 
taxa de 2 cm/s, Com qne rapide/ a drea está crescencio 
naquele imiante? 

7* Seja V o volume dc um cilindro de altura h e raio t\ e supo- 
nha quc h c r variem com o tempo. 

(a) Coino cstao relacionadas dVfdu dítfdt c dr/dP. 

(b) Em ccrto instante, a altnra á dc 6 cm e cstá crescendo a 
I eni/s, enquanio o raií> c dc 10 cm e está decrescendo 
a 1 cm/s, Com c¡uc rapidcz o volutne csiá varíando na- 
quele inslánte? O voUmie está crescendo ou decrescen- 
do naquete imtame? 

8. 8eja / o comprimento da diagonal de nm retángulo cujos 
lados terri comprimentos jc e v> e suponha que x e y variem 
com o tempo. 

(a) Como estáo iclacionadas difdt, dxfdí e dyfdtl 

(b) Sc x está crescendo a urna taxa constante de i cm/s e y 
cstá decrescendo a uma taxa constante de i cm/s, com 
<.|uc rapiduz o comprimemn da diagonal eshtrá variando 
quando x = 3 cm e y = 4 cm? A diagonal está crescendo 
ou está decrescendo naquele instante? 

9. Seja 0 (em radianos) unt fuigulo agudo de um iriángulo re- 
tágulo, e sejam x c y m respectivamente. os cotnprímeinos dos 
lados adjacente c oposto a 9. Suponha, tambcm, que x c y 
variem com o tentpo, 

(a) Como se relacionam dOfdi T dxfdr e dyfdt? 

(b) Em um ceito ínstamc. x- 2 unidadcs e cstií crescendo 1 
unidade/s, enquáiHo y - 2 umdádese eslii decresccndo 
i unidade/s, Com que rapidez 9 estíirá variando naque- 
le instante?# está crescendo ou decrcscendo naquele 
ínstante? 


10, Suponha que ' = a 'y". onde x e y estao variando com o tempo. 
Em utn certo ínstame, quando x = ] c y = 2, x cstá decrcsccndo 
a utna taxa de 2 unidadcs/s e y está crescendo a uma taxa dc 3 
unidades/s, Com que rápide/ xestará variándo naqude instan- 
te? z é crescente ou decrescente? 

11. O ponteiro dos minutos de um relógio lem 4 cm de compri- 
mento. Comegando do momentoem que está apontandodire- 
mtncntc para eitna, com qttc rapidez cstará variando a área do 
setor que é varrido por eie durantc uma rcvoluqáo? 

Í2. Uma pedra jogada em um lago produ/ uma onda cireutar, cujo 
raio cresce a uma taxa constante dc I in/s. Com que rapidcz 
cstará varíando a árca cnglobada pcla onda cresccnlc ao final 
de 10 segundos? 

13, Pcla ruptui a de um navio-taiique. uma maucha de dleo espalha- 
se em forma de um círeulo ctija área cresce a uma tasa cons- 
tante dc 6 knVVJu Com que rapidez. estará crcscendo o raio da 
mancha quaudo a área for de 9 kin 2 ? 

14, Utn balao estérico é inílado de tal lorma que seu volume cresce 
a uma taxa de 3 cm/inin. Com que rapide/. o diámetro do baiao 
estará crescendo quaudo o raio for de E cm? 


15. Um balfio esférico é esvaziado de lal forma quo seu raio de- 
crcsec a unta taxa constante de 15 cm/min, Com quc taxa o ar 
estará sendo removido quando o raio for de 9 cm? 

16. Uma eseada de l .7 m esiá apoiada em uma parede, Se sua base 
for puxada ao longo do cháo, al'astando-se da parede a uma 
taxa cotistante dc 0.5 in/s. com quc rapidcz o topo da cscada 
cstará se movendo pam baixo na parede quando estiver 0,8 m 
adma do solo? 

17. Uma escada de 1.3 m está apoiada cm uina parede. Se seu topo 
desli/.a sobre a parcde para baixo a uma laxa de 0,2 m/s t com 
tgjc rapidez a base da escada estará se afastando da paredc 
quando o topo estiver 0,5 m acima docháo? 

18. Uma prancha de 10 m eslá upoiada em uma parede, Se, em um 
ccrto insiante. sua base está a 2 m da parede e sendo empnrrada 
em díreqño a esta a mna taxa dc 0.5 m/s. eom qne rapidez estará 
crcscendo o ángulo agudo quc a pmncha faz com o solo? 

19. Uma quadia dc softbüil c um quadrado cujos lados mcdcm 60 pcs 
de comprimento. Suponha que um jogador correndo da primcira 
parti a .scgundá byse tcnha uma veloeidadc de 25 pés/s rto instante 
ein quc cstá a 10 pés da scgunda basc. Com que laxa estará va- 
riando a distáncia do jogador á base do baledor naquele insumte? 

Um foguete subiudo verlícaímente é acompanhado por uma 
estagáo de radar no solo a 5 kin da rampa de lan^ameiHo, Com 
que rapídez o foguete estará subindo quando sua aitura for de 4 
km c sua distáncia da csta^ño do radar cstivcr crcsccndo a urna 
taxadc 2000 km/h? 


21. Para a eámera e o foguete da Figura 3,7.5, a que taxa cstará 
variando a distáncia entre camcra e foguete, quando de estiver 
a 4.000 pcs dc aitura c subindo vcriícalmente a 880 pés/s? 


22. Para a cárncra e o foguete da Figura 3.7,5, a quc taxa cstará 
subindo o foguete quando o ángulo dc devagáo for dc n'M ra- 
díanos e se esliver creseendo a uma laxa de 0.2 rad/s? 


23. Um satélite está em uma órbiia díptiea em lorno da Terra, A 
sua dísláncía r (ein mílhas) do cemro da Tcrra é dada por 

4995 

I + 0.12 cos 0 

onde // é o fmgulo medido do pomo da óibita mais próximo da 
superfície da Teita (veja a figura abaixo), 

(a) Encontre a ahtmde do satélite no perigeu (ponto maís prú- 
ximo da superffcie da Terra) e no apogeu (ponto mais dis- 
tanre da supcrtície da Terra), usando 3,960 rmlhas eomo o 
rüio da Terra. 

(b) No instante em que 9 for I20 y , o átigulo //esiá creseendo 
a uma taxa de 2,7 í 7intn. Encontrc a aUitudc do satélitc e 
a taxa segundo a qual a altitude eslaiá variando naqucle 
insLiinte, Expresse a mxa em unidades de milhas/min. 


Apogeu 



Perigeu 


Fíguru Ex-23 
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24* Um aviáo está voando horizontalmente a uma altitude cons- 
tamc de 4.000 pés acíma dc um ponto dc obscrvagáo lixo (vcr 
ii¿ZLirn abíiixo). Eni urn certo instantc, o ánguJo dc devagáo 06 
de 30° c cstá tlccrcsccndo, enquanto a vclocidade do aviáo 6 de 
300 mílhas/h. 

(a) Com quc vclocídade csiará 0 decrescendo naquelo ínstan- 
te? Expresse o resultudo em graus por segundo. 

(b) Com que rapidez estará variando a distáncia entre c> aviáo e 
o ponto de observagilo naquele ínstante? Expresse o resul- 
trtcío em pés/s. Use I inilha = 5.280 pés. 


* 



Figura Ex*24 


25* Uin tanque dc água cdnico com o vértíce para baíxo tem urn 
raio dc 10 m no topo c uma altura dc 24 m. Sc a água IIuSr 
dedro do tanque a uma taxq de 20 m7min t com quc velocidade 
sua prot'undidadc estará crcsCCndo quando ela tiver 16 m cle 
profundidade? 

26* Graos caem de unmcalha de cscoamento a nmataxa dc 8 m'Vmin. 
Ibnnando uma pílha conica cuja ahura é sempre o dohro dc seu 
raio. Com que mpidez a altura da pilha cstará crescencio no nto- 
mento em que sua altum for dc 6 m? 


27* Arcia cai dc uma calha de cscoamcnto l'ormando uina pilha c6- 



a uma taxa constame dc 5 pés/mím a que taxa a areia cstatá 
escoando quando a pilha tivei j 10 pés dc aitura? 

28* Tfígo está saittdo através dc uma calha de escoamento a uma taxa 
de 10 pésVmin c caindo cm nma pílha conica cujo raio da hasc c 
scmprc a inetadc da alíura. Com quc rapidczeslaráaumentando a 
circunferencia da base quando a altura da pílha for de 8 pés? 

29. Urri aviáo cstá subíndo a um ángulo do 30° com a horizontal. 
Com quc rnpíde/ o aviño cstará ganhando alltira se sleíí veloci- 
tladc Jbr dc 5(K) millias por hora? 


39* U rn bote é puxado para uma doca por mdo de u rna cordá Ugada 
a uma pt>lia na doea (ver figura abaixo). A corda está ligada á 
proa do hote em um ponto 10 pés abaixo da polía. Se a corda 
for pitxada através da polia a uma taxa dc 20 pés/min, com quc 
taxa csvará o hotc sc aproximando da doca quando icstarcm 
125 pés de corda? 


Poüa 



31, Para 0 bote do ExerCÍcio 30, eom que rapide/ deve a Corda ser 
pnxada se quisermos que o bote se aproxiine da doca a uma taxa 
dc 12 pés/niiru no instante em que restarem 125 pés dc corda? 

32* Um homcm com scis pés dc altura cstá caminhando a uma taxa 
de 3 pés por scgundo cm dircgáo a um postc dc iluminaqáo, 
com 18 pés de altura (ver Hgura a seguir). 


(a) A qne taxa está variando o comprimento da sombra? 

(b) Com que rapídcz cstá sc movendo a cxtrcmidadc dc sua 
sombra? 



Figura Hx-32 


33* Um fanil faz uma rcvohigáo a cada 10 s c eslá localizado em 
um navio, ancomdo a 4 km dc uma praía reta. Com quc rapidcz 
o facho de luz do farol cslará sc tnovendo ao longo da praía* 
quando lizcr com cla um ñngulo dc 45 J ? 


34* Um aviáo está voando a uma alliiudc constante e com uma ve- 
locidade constanre de 600 km/h. Um míssil antiaéreo é dispa- 
rado cm urna linha reta perpendículai á trajetóría dc voo do 
aviao, dc Lal fonna que írá atingi-lo em uin ponto P (vcr ligura 
abaixo), No insLautc em que o aviáo está a 2 km do ponto dc 
impacto* o mfssíl esiá a 4 km dcle e voando a E .200 km/h. Na- 
quele ínstante, com que rapídez estará decrescendo a distáncia 
entrc o míssil c o aviáo? 



Figura Ex 34 


35. Resolva o Exercfcio 34 considerando a hipótese de que o án- 
gulo entre- as duas trajetórías de vóo seja de 120% em vcz de 
pcrpendicular, \Sugestdo: Use a leí dos cosScnos, ] 


36* Um helicópLero eslá voando em diregáo ao norte a 100 km/h 
e a iima altiiLLdc consiantc de 0 t 5 km. Abaixo, um carro viaja 
para o ocstc cm utna cstrada a 75 km/h. No momcnto cm que o 
helicóptero cruza íi cstrada. o carro cstá 2 km a lcsLc dclc, 

(a) Com que velocidade esíaré mudando a distánda entre o 
carro e o helicóptero, nt> momemo ctn que o helicóptero 
crnza a estrada? 

(b) Naquele momento, a distáncia cnlrc: o carro e o hcíicóptero 
cstará cresccudo ou dccicscaido? 


37. Uma parLícuta move-se ao íongo de uma curva cuja equagáo é 



1 + y 2 5 


Suponha quc a coordenada x estcja cresccudo a uma taxa dc 
6 unidades por segundo, quando a partfcula esliver uo ponto 

(U2). 

(a) Com quc taxa cstará variando a coordcnada v do ponto na- 
queíe instante? 

(b) Naquele instante, a pamcula esiará subindo ou descendo? 

38. Um ponto P move-se ao loogo de Lima curva cuja equagáo é 
y = +fp +17. Quando P está em (2, 5), y está crescendo a 
urna taxa de 2 unidades por scgundo, Com quc rapidcz x cstá 
variando? 
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Um potito P osiá movondo-se no longo de umíi reta cuju equa- 
gáo 6 y = 2.v, Com que rapidez esíará variando a distáncia cnuc 
P c o ponto (3, 0) no instantc em quc P estivcr em (3, 6) se 


,v estivcr decrcsccndo a uma taxa de 2 unidades por segundo, 
naqucte mstante? 


4<) + Um ponto P move-se ao longo dc uma curva ctija equagao é 
y = v^- Snponha que esteja ciiescendo a uma taxa dc 4 uni- 
dades por segundo quando .v = 3, 

(a) Com que rapide/ estará variando a distánda enirc P c o 
ponto (2. 0) naquele ínsmme? 

ft>) Com quc rapidez estará variando o ángulode snclinapáo do 
segmento dc reta de P a (2,0) naqucle instantc? 

41. Uma partícula move-se ao tongo da curva v = ,v/U" + 1). Encon- 
tre iodos O-S valores dc x uos qiiais a taxa de variagáo de .v em 
rclacáo ao tcmpo c trés vczes a de y. [Stiponhaquc dxldt nunca 
é nula.j 

j ii 

42. Uma partícula movc-se ao losigo da curva 16.v" + 9_v ; = 144. 
Encontre todos os pontos {x, v) nos quais as taxas de vai iagáo 
de.ve de y em i'iela^üo ao tempo sáo ignais. [Suponlia que dxUit 
c dyídi nimca sao nulas no mcsmo ponto.] 


43. A equagao das lentesfinas cm Física C 

1 I 1 

s + s “ / 

ondc s é a distáncia do objcto á knte, S é a distáncía da ímagem 
á lcntc e / c a distáncia focal da íente. Suponha quc uma ccrta 
lente tenha um compríniento focal de 6 cm c que um objcto sc 


move em diregáo a ela a uma taxa de 2 cnt/s. Com que rapidez 
cstará variando a distáncía da imagcm. no msíantc em quc o 


objcto cstivcra 10 cm da Icnte? A imagcm cstará ufastando-sc 
ou uproximandose da lcnte? 


44. Água cstá sendo annazenada cm um reservatório cOnico (vérti- 
cc para baíxo) Supondo que a ágtia evapora a utna taxa propor- 
cionaf á área da superftcie exposta ao ar, mostre que sua pro- 
fundidade irá decrescer a uma laxa conslanle que náo depende 
das dtrnensóes do reservatório. 


45. IJm meteorito enira na atmoslcra da Terra c qucíma a uma taxa 
que, cm cada instantc. ú proporcional á árca dc sua supcrí'fcic. 
Supondo que o mcteorito 6 sempre esférico, mostre quc o raio 
decresce a uma taxa constante. 


46. Em Lim rclógio, o ponteiro dos minutos tem 4 em de compri- 
mento c o das horas. 3. Com quc rapídcz estará variando a dis- 
láticia cnirc as extrcmidadcs do ponteiro ás 9 horas? 

47. Cafc cstá scndo derramado a uma taxa uniforme dc 20 cntVs 
cm uma xicíitu em forma de cone truncado (ver figura abaixo), 
Sc Os raios superior c ínfcrior da -vícara forcni dc 4 c 2 cin o a 
altura for dc 6 cm + com quc rapidcz cstará subindo o nívcl dc 
café quando de csiiver na metade da xícara? [Sugestáo: Esien- 
da a xícam para baixo para formar um cone.j 



Figura 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 3.7 


1. 60 



dx dx 
3. x— + v 


dt 


dt 




„ t dr -ydh 

= iTzrh -b Trr — 

dr di 


3.8 APROXIMAgÁO LINEAR LOCAL; DIFERENCIAIS 

Nesta segao mosirarcmos como as dcnvadas podem scr utilizadas para apwximarfiutgoes 
nüoAineares por fnn^oes iineares, Até atpti interpretamos dyfdx como uma única entidade 
que representa a derivada. Nesta seqáo definiremús as quantidades dx e dy por si sós, 
pennitindo, assim, interpretar dyldx como uma mzao etutinticet. 


Lcmhrc, da Scgáo 3.2, quc sc unia fiingáo/for difcrcnciável em jc, Jt entáo uma porgáo suñcicn- 
tcmentc ampliada do gráfico de/centrada no ponto P(x ü J{x c i) tem a apaicneia dc uni segmento 
de rcta, ísso e ilustrado na Figura 3.S. 1 em vários pontos do gráfico de v = a + I. Por essa razáo, 


Cóslumá-se dizcr que nma l’unqáo difcrcnciávcl cru.v l!( é localmente iinear cm x lh . 

A retá que melhoj aproxima o gráíico de/na vizinhangade P(x.^f( a;,)) é a reta tangente 
ao gráfico def em .v (Jt dada pcla equagáo 


V = f(xo) + f\xo)(x - Xo) 


[ver Fórmula (3) da Segáo 3.2]. Assim, para valores de a próximos de x 0 , podemos aproximar 
os valores de/f.v) por 


f(x) r f(x Q ) + f'(x Q )(x “ x Q ) 


(I) 
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Ampi^ndo partes do 
gráftco de v = ,r + 1 


Figura 3.8,1 



Figura 3.S.2 


Os Exemplos 1 e 2 üustram idéias 
importántes e óáo tém o obielivo de 
suyerir que devamos usar aproxima- 
goes lirioares locais para cáiculos que 
uma calculadora faca com facitidade. 
A principál apticacáo da aproximacáo 
linear iocal reside nos probiemas de 
modeiagem em que é útii para subsli- 
luir fooíéos compjicadas por furxtfes 
mais siiriplos. 



Figura 3.8,3 


ÍSSO é dejiomínado aproximaqm linear laml de/em x. r Essa lormula lambém pode ser ex- 
pressa em teimos do incremento Ax - x - x 0 como 

f(x 0 + Ax) & f(x o) + f(xo)Ax (2) 


► Exemplo 1 


(a) Encontre a apmximacao linear local de/U) = *Jx em ,v n = 3. 

(b) Usc a aproximagao linear local obtida cm (a) para aproximar vTT e compare sua 
aproxima^ao com o rcsultado obtido com umacalculadora. 


Soluqm (#) Como f*(x) = 
loeal de *Jx no ponto .r r! c 


l/(2y/x), Lem-se, a partir de (IX que a aproxima$3o linear 


sf* ^ yTo + T—=(X - Xq) 


Assim, a aproximagáo linear local em x a - 1 é 

^ 1 + |(a - 1) 


(3) 


Os gráfieos de y = s /x e da aproxima^ao linear local y = 1 + ^(,v- I) aparecem na Figura 
3.8.2. 

Sohigao (b) Aplieando (3) com x = 1,1» obtemos 

v/TT?» i + ¿(u -1) = t,05 

Como a rcia tangeme y = I + - I) na Figuva 3.K.2 está aeima do grá 

podenamos esperar que cssa aproximaeao ó ueii poueo grande demais, 
confirmada pcla aproxíma^áo vTT ^ 1,04881 dadapclacaleuíadora. < 


de fix) = Jx, 
cxpeeiativa c 


► Exemplo2 

(a) Encontre a aproximagáo Hncar local de f(x) = scti x em jq, = 0. 

(b) Usc a aproximagáo Hnear local oblida cm (a) para aproximar scn 2° c compaic 
sua aproximaqáo com o resultado obiido dirctamente com uma calculadora. 

Soluqao (a) Uma vc/ que f\x) = cos x, tcm-sc, a partír de (1X d Lte a aproxima^So linear 
k>cal dc scn v no ponto a,, c 

sen x ¡=5f sen x (i + (eos .v„)(,¥ - x 0 ) 

Assim, a aproximagáo linear local em x a - 0 é 

scn x scn 0 + (cos 0)U - 0) 

que símpMca para 

sen x zz x (4) 


Solu(áo (b) Em (4), a variávcl x está medida em radianos. Assím. devemos primeiro con 
verter 2" para radianos, e somente depois aplícar essa aproxirnacáo. Conio 


2° = 2( -• ) = 
V 180/ 


i r 
90 




0,0349066 radianos 


segue por (4) que sen 2° w 0,0349066. Comparando os dois gráficos na Figura 3.8.3, pode- 
ríamos esperar que essa aproximagáo é um pouco maiordoque o valor exato. A aproxímaqáo 
sen 2 H> fts 0,0348995 dada pcla calculadora mostra que isso realmenie ocorrc. < 
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■ ERRO NA APROXIMApÁO LINEAR LOCAL 

Como uma regra geral, a precisao da aproximagáo linear local de/Cv) em .v 0 se deteriora á 
mcdida quc a se afasta de x ü . Para ilustrar isso com a aproximagao scn a ■-- .v do Excmplo 2, 
fagamos o gráfico da fungüo 

E(x) = |sen x - x\ 

que 6 o valor absolulo ck> erro na aproximagao (Figura 3.ÍL4). 

O gráíico na Figuia 3.8.4 mostra como ercsee o erro na aproximagáo linear Íocal de sen 
x quando x avanga mais para longe de 0, lanlo no senhdo posiiivo quanto no sentido negativo. 
O gráfico também nos diz que, para os valores de x entre as duas linhas tracejadas verticais, 
o erro absoluto é menor do que 0,01. Assim, porexemplo, poderíainos usar a aproximagáo 
linear local scn x & x para todos os valorcs de .v no inlervalo -035 < x < 0,35 (em radiunos) 
com a ccrtcza de quc a aproxtmagáo estará entre ± 0,01 do valorexato, 


a y 



M DIFERENCIAIS 

Quando Newton e Lcibniz publícaram suas dcscobertas de Cálculo, ulilizarani notagoes disiín- 
tas e, assim, acabaram críando urna grande divísfio notacional cntre a Gra-Brctanha c o conti- 
nente europeu, que tlurou mais de 50 anos. A notagao de Leibniz, a sabcr, dytdx, aeabou preva- 
lecendo por naturalmcnte sugerir fórmulas corretas, como, porexemplo, a regradacadeia: 

dy dy du 
dx du dx 

Até este ponto, seinpre interpretamos dyidx como uma tíníca entidade, representando a 
derivada dc y cm relagáo a x\ os simbolos “dy ” e '\ix\ que sao denomitiados diferenciais, náo 
tinhain sentido algum associado. Nosso próximo objetivoédefinii esses símbolosde tal modo 
que dyídx possa sei tratado como uma auténtica razáo. Para isso, vamosconsiderar que / seja 
diferenciável em um pontox definirdx como variável independente que possa ter qualquer 
vaior rcal c vamos defimrdy pela fónnula 


dy - f (x) dx 

Sc dx ^ 0, cntáo podemos dividir ambos os lados de (5) por dx para obtcr 

dy 

~ = / <*> 
dx 


(5) 


( 6 ) 


Assim, alcangamos nosso objetivo de definir dy e dx de tal forma que sua razáo seja / (.v). 
Eievaíio = dy Dizemos que a Fórmula (5) expressa (6) em forma diferendai 
Avango = Para intcrpretar (5) geometricamcnte, observe que f \x) é a incíinagáo da reta tangente 

_ l ao gráfico dc/cm x. As difcicnciais dy c dx podem ser vistas conio uma corrcspondcntc ele- 


.r 


x + dx 


Pigura 3.8,á 


vagao c avango dcssa rcía tangente (Figura 3,8.5), 



► Exemplo 3 Expresse a derívada em relagáo a x de v ~ x em forma diierencial e discuia 
a relacáo entre dy e dx em x = 1, 

Soíugáo A dcrivada de y em relagáo a x 6 dyfdx - 2x, que pode ser expressa em fonna di- 
ferencial por 

dy - 2a dx 

Tomando x = 3, resulta 

dy - 2 dx 

Isso sígriífioíi que, se percorrermos a reta tangente á curva y — a" em x — I, enláo uma varíagáo 
dc dx unidadcs cm x produz uma variagao dc 2 dx unidades cm y. Assíny por cxcmplo, um 
avango de dx — 2 unidades produz uma elevagáo de dy — 4 unidades ao íongo da reta tangente 
(Figura 3.8,6). < 
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E ÍTnporlante compreendír a distingao cnirc o incremenlo Ay e a diferencial dy. 
Para vcr a diferenga t vamos atnbuir ás varíávcís índepcndentcs dx c Ax o mcsmo vptoy 
logo dx = Aav Entao + A y representa a variagáü ocorrida em y qunndo comegamos em jc e 
nos movemos ao íongo da cttrm y = /(a), alc que sejam pcrcorridas A.v (- dx) unidades 
na dircqáo a. Já dy rcpresenta a vanacao em y quc ocorrc quando coincqamos cm x c nos 
movemos ao longa da reta tangente utc t|iic dx (= A a) unidadcs tenham sido pcrcorridas 
na dírcqáo v (Figura 3.8,7). 


► Exemplo 4 Scja y - fx * Encontre dy e Ay cm x - 4 com dx = Ax - 3, Faga, cntáo, um 
eshogo de y = ^fx, mosirando dy e Ay na figura, 

SolugQO Com/(.v) = /a* obtcmos 

Ay = f(x + A.r) — f(x) — \f:x -f Ax — ^fx = \fl — \/4 ftü 0 t 65 
Se y — yfx, cnláo 

*-57f’ ‘'■ V = 57?‘' A ' = 575‘- ,)= J = "- 75 

A Figura 3,8.8 mostra a curva y = fx junto com dy c Ay ^ 


■ APROXtMAQÁO ÜNEAR LOCAL DO PONTO DE VISTA DIFERENCÍAL 

Mesmo que Ay c dy scjam geralmente diícrcntes, a difcrcnciaí dy ó uma boa aproximagáo dc 
Ay no caso cm quc dx - A.v estcja próximo de 0. Para isso, lcmbrc da Sccao 3.2 quc 


ffx) — lim 


Av 


Ax ->G A.X 

sSeguc que, se Avestiver peno tic (X entáo teremos f\x) ^ Av/Av ou, cquivalentemente, 

Ay & f f (x)Ax 

Se coneoidarmos em tomar dx = Av, emáo podemos reescrever isso como 

Ay ftí f (x) dx — dy 


(7) 


Em palavras, isso afirma que, para valorcs úedx próximos dc /ero, a difereneial dy aproxima 
muito bcrn o ínercmento Av (Figura 3.8.7). É claio quc isso devc scr cspcrado, pois o gráfico 
da reta langente e a aproximaqáo linear local do gráfico de/. 


■ PROPAGApÁO 00 ERRO EM APLICAgOES 

Nas apiicai?óes, pequcnos erros ocorrein invariavclmeme quando quantidades sáo medidas. 
Quando essas quanlidades forem usadas em coniputagóes, aqueles erros seráo propagados 
para as quanlidades computadas c isso é chamado dc prapagaqáa de errós> Vamos mosti ar, 
agora t como usar a aproximaqao linear local para estimar o cm> cni uma quanlidadc com- 
putada a partir das estimalivas dc eno nas quantidades medidas. Para cssa íinalidadc, vamos 
suporque 


jV[. é- o valor cxato da quantidadc scndo medida 
y rt =/(.v (l ) e o valor exato da quantidade sendo calculada 
x ó o valor mcdído dc x V) 
y —f(x) c o valor calculado de y 


Deíinimos 


dx (= Av) = .v - A'u como o erro de medi^ao de x 
Ay =f(x) -fi.X\. i) como o en a prúpagado dc y 
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Observe que o orro cfe medlg&o sorá 
posiiivo se o valor meditlo íor nnaior 
do qye o valor exato, e negativo se for 
menor do que o valor exato. O sinal 
do erro propagado transmite uma in- 
formagáo semelhante. 


Segué de (7), troeando x por x íp que o erro propagado Ay pode sei’ aproxímado por 

Ay sw dy — f\xo)dx 



Infeli/mente, há uma dilieuldade práitca na aplíca^áo dcssa fórmula, já que é dcsconhecido 
o valor de x iy (Lernbre que o pesquisador soniente conhece o valor medido x.) Por eausa 
disso, é pi ática comum na pcsquisa usar o vaior medido x em vcz de,r„ em (8) e usar a apro- 
ximaqáo 


para o erro propagado. 


Ay zs dy — f{x) dx 



Expfique por que é razoável uma o$li- 
mativa de erro enire ±¿¡ do contime- 
tro para uma régua que é callbracta 
em décinrtoe de camimetros. 


► Exemplo 5 Suponha que com uma régua meqamos o lado de um quadrado como sen- 
do de 10 cm, corn um erro de mcdicáo entre ± ~ cm. Estime o erro na área calculada do 
quadrado. 

Sofitgdo Seja x o valor exalo de um lado e v a área exata, de modo que v - ,v", Segiie de (9), 
cotn f(x) ~ x\ que, sc dx c o crro de medigáo, cntáo o erro propagado Av pode ser aproximado 
por 

A y ss dy — 2x dx 


Substítuíndo o valor mcdido x = 10 nessa cquagáo, obtemos 

dy — 20 dx 

Dizer que o erro de mediqáo está emre ± ~ significa que 

I , í 

- < dx < — 

20 " “ 20 

Mtihíplieando essas dcsigualdades por 20 c aplicando (10), obtemos 

20 ( —^i ) - dy < 20 (^) ou, equivalcntcmcntc, — I < dy < 1 

p ^ ^ 

Assim, cstímamos o ei ro propagado no valor calculado tia área cnlrc ± I cm'. <4 



Se o valor verdadeiro de uma quantidade é q f e uma medida ou um cálculo produz um 
crro áq, cntáo Aqlq c chamado dc erro relativo na medida ou no cálcuio, Quando expresso 
como uma percentagem, Aqfq é chamado de erro percentuaL Na prátíca, o valor verdadeiro 
q 6 geralmcnte desconhccido; assim, cm vcz disso c usado o valor medido ou calculado dc q. 
e o crro relativo é aproximado por dqíq. 


A Fórmula (11) nos diz que, gfosso 
moGfo, o erro perceniua! no volume 
calculado deuma esfera é aproxima- 
damente trés vezes o erro percentual 
no valor nnedido do raio dessa esfera. 
Em termos vagos ? qual é o erro per- 
centnal na área calcuiada de um qua- 
drado em reiagáo ao erro percenlual 
no vaioF rnedido de um lado desse 
quadrado? 


► Exemplo 6 O raio dc uma esfera é medído com tim erro percenlual entrc ±0,C 
mc o erro percentual no volume da esfera calculado com o raio medido, 

> ^ 

Sohtgao O volume V da esfera éV— , portamo 

dV 


Vc. Esti- 


dr 


— Attv 


e segue que dV = 4irr“ dr. Assim, o erro reiativo em V é aproximadamente 

dV 4 nr 2 dr y dr 

~ = ixr* = 


(ÍD 


O erro rdativo na medigáo dc r está entre ±0,04%* o que signiíica que 

-0,0004 < — < 0,0004 
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Multiplicando e.ssas desjguuldades por 3 e aplicando {31), rcsulia 

dV dV 

3(—0*0004) < — < 3(0.{X104) ou t equivalentcmente» -0,0012 <y< 0 ? CX> 12 

Assim, estimamos o erro percemual no valor calculado de V dentro de ±0.12%, * 


m MAiS NOTAQÁO; FÓRMULAS DIFERENCIAIS 

O símbolo df ú uma ouira notaQÉo comurri para a diícrcncíal dc uma fun^ao y — f{x). Por 
excmplo, scj(x) = sen culao podemos escicver df — cos x dx. Tambcm podcmgs ínterpretar 
o simbolo como um operador quc age sobrc uma fungáo para produzír a diferencíal cor- 
respondente. Por exemplo, d[x ? \ — 2x dx, í/¡ sen x¡ - cos x d\\ e assiin por diante. Todas as 
regras gerais de derivagao ténc emao, versóes dilerenciaís eorrespondentes: 


FÓRMUI-A PARA DFRIVADA 


FÓRM U l -A PA R A O IFER FNCIA! „ 


i m ■ 0 

- 1*1 
iW **í 


d 

/ 1 



/i 

dx 

IB 

sr 

Cí 

Is 


íi[c\ = 0 
d[cf) = cdf 
d\jdg] = df+dg 
d[fg\ = fdg +g df 

gdf-fdg 


Por exemplo, 

d[x 2 sen _v| = (jc" cos.v + 2.v sen x ) dx 

— x 7 (co$x dx) + (2.v dx) sen a 
= A-c/| sen x | + (sen a) d[x 2 \ 

ilusira a vci sno diferencíal da rcgra do produto. 


^ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 3,8 (Verpágina 232para respostas.) 


1 . A aproxímat^o íi neur tocal dc f em A- If usa a reta _ __ _ 

ao gráfico de v ~ jix) em x = x\. puru aproximar os valores de 
___ por valores de x próximós de__. 

2, Encontre uma equa^áo para a aproxima^áo linear local de 
v = 5 - r v J ' em a 0 = 2. 

■> 

3* Seja v — 5— v . Encontre dy e Av eni u — 2 com dx — Áv = 0* l. 


4* A intertsidnde tíc luz do uma fonie luminosa é uma fun^áo / = 
fix) da disláncia x üeí fome lurninosa. Suponha que a distáneia 
(le uma pequena pedra até a fonie seja de 10 m,fi 10) = 0,2 W/m“ 
e /'(10) = -0*04 W/m\ Se a distáneiu x = 10 m foi obiida com 
um erro de mediqao detitro de ±0.05, estímc o erro percentual 
na intensidade da fontc luminosa calculada na pcdra. 


EXERCÍCJOS 3.8 Recurso Gráfico 


L (a) Use a Fórmula (I) paia obter uma aprox e ma^áo Itnear locaí 
de a em = I. 

tb) Use a Fórmula (2) para reeserever a aproxíma^So obiida 
em (a) em termos de á.v. 


(c) Use o resuhado obtido em (a) para aproximar (1.02) 3 e 
confirmc que a fórnuila obtída em (b) produz o mesmo re- 
suliado. 
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2. (a) Use a Fórmula (! ) para obier a aproxiinag3o linear Iocai de 
Ux em jv () = 2, 

(b) Use a Fórmula (2) para recserever a apioximagao obtida 
em (a) em lermos de Ax. 

(e) Use o resultado obtido em (a) para aproximar l/2 h 05 e 
eonfirmc que a tórmula obtida cm (b) produz o mesmo 
resultado. 


EWFOCANDO CONCEITOS 


5. (a) E ncomrc a aproxima^áo lineítr local da fungao f(x) = 
yi H- _t em x u = 0 e u&e-a para aproxímar s/ÍL9 e >/171. 

(b) Fa^a o gTáfieo de/e de sua rcta tangente em c use-os 
para ilitsirar a relagáo eiHrc os valores exatos e as apro- 
xi magócs de >/0,9 c VTTT. 

4* (a) Encotitrc a aproximagüo lincar local da tuncüo /í.r) = 
1/VT em .v 0 = 4 c use-a para aproximar 3/VT9 c 

uJU. 

(b) Faca os gráíicos dc / e dc sua tangente em x t) e nse-os 
para iluslrar a rclagáo cntre os valores cxatos e a.s apro- 

xima^óesde 1/VX9 e l/VTTT. 


5-B Coníirtne quc a fórmula dada 6 a aproximagao líncar loeal 
em x ti = 0. 


5, (3 + ,v) 3S ss I + 15.v 
7. tgxss.v 


, 1 , i 

6, —I H- ~JC 

VI — -V 2 


8 . 


í 


1 -j- x 


I — ,v 


9-12 Confirme que a fónnuta dada é a aproxhna^áo ] inear local dc 
/ cm x í} - 1, onde Ax = x - 1. 


9, 

10 . 




f(x) ~ x 4 : (1 + Ax) 4 sa i + 4 A.v 
/Ú) = v/v; VI + A.v ^ 1 + ¿ Aa 


/ (v) = 


1 I 1 

_ . _ _ 

2 + x ' 3 + Ax 3 
f(x) = (4 + xy , : (5 + A.r) 3 s 



125 + 7í Aa' 


13-16 Confirine que a fórmula dada c a aproxíma^áo iincar lo- 
cal em x i} = 0 e use um recurso cotnpuiacional para estimar um 
intervalo dc valorcs de x no qual o erro na aproxima^áo é dc, no 
máxmio, ±0J. 


■ ■ ■■• 13. V x + 3 >/3 + —%-i .v py| 14 


2VT 


•■-=■15. tg 2 i ftí 2.v 


1 . I 1 

% — + —V 

V9^7 3 54 

016.-— - - 1 - lOx 


(1 +2 jl -) 5 


(h) Como deve ser escolhído x u para aproximar sen 44^? 

(e) Apraxiinc sen 44" c eoinpare a aproxima^áo ao resuliado 
praduzido diretamente por scu recurso coinputacional, 

18. (a) U sc a a prox 1 niacáo I ¡ ncar I ocí 1 1 de tg x c m .v„ = 0 pa ra apro - 
ximar íg 2°e compaic a apraximagáo ao resuitado produzi- 
do diretamente por scu recurso computacíonal. 

(b) Como devc scr escolhido jr 0 para aproximar tg 61"? 

(c) Apraxime tg 6í" e eompare a aproximagao ao resultado 
produzido dirctamentc por seu recurso cómputadoiml. 


19-27 Use uma aproximagáo linear local para estimar o vaior da 
quantidade dada. 


19. (3.02) 4 20. ( 1 ,97)* 21. Vfi5 

22. 755 23. V8Ó3> 24. 736.03 

25. senO.I 26. tg0,2 27. cos3P 


ENFOCANDO CONCEITOS 


28, A aproximagáo (1 + xf' = I +kxé freqtientenrerue usada 
por engenheiras para cálculos rápidos, 

(a) Dcduza esse resiiltado e use-o para faxcr uma estimati- 

1*7 

va grassclra de (1.001)’ . 

(b) Compare sua estimativa com aquela produzida dircta- 
inénte por seu recurso compuladonaL 

(c) Moslre q uc cssa l'órm ul a produ /. u m a esl i mati va m ui Lo 
niim de (1,1)'" e explique por que ísso ocorre. 

29, (a) Seja y = _\7 Encontre dy c Avem x = 2. sendo dx = A.v = ¡. 
(b) Esboee o gráfico de y = .r'. tnostmndo dy e Av na figura. 

30, (a) Scja y = .v\ Encontrc dy c Ay cm x= 1, scndo dx = A.v = ]. 
(b) Esboce o grá11 co de v = .r\ most ran d o dy e Av na H gu ru. 

31, (a) Scja v = I /x, Encontre dy e Av em .v= L sendo dx = A.v = 

”0,5. 

(b) Esboee o gráfíeo de v — i /x , mostrando dy e Ay na 
figura. 

32, (a) Scja y = fx. Encontrc dy c Ay cm x = 9, scndo dx = Av = -! 

(b) Esboce o gráfico de y = V”, mostrandü dy e Ay na 
figura. 


3 3 -3 c Eneon lic as lórm u f as para dy c Av. 


33. V = r 

r 

34. y — 8.\ - - 

35, y — V - 2v + I 

36* v = sen x 


37-40 Encontre a difercneial dy. 


Í7* (a) Use a aproximagáo línear local de sen x ein Jt lt = 0 obtída 
no Exemplo 2 para aproximar sen r e compare n aproxi- 
ma^áo ao resultado produzido diretamente por seu rccurso 
eomputacional. 


37. (a) y - 4.v’ - 7 jc 2 

38. (a) y = 1/v 

39. (a) )■ — .v V 1 — x 


(b) y = jrcosje 
(b) y = 5 tg.t 
(b) y = (1 +x) 
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40, (a) v = 




41-44 Use n difereiidfil dy para aproximar Av de acordo com as 
mudangas de ,v. 


4J, y — y/Hx — 2; tle v — 2 para x — 2,03 


42. v = y/c 2 + 8; de a = I para x — 0,97 

x 

43. y — “-; de x = 2 para x = 1,96 

x* + 1 

44. y = X\/$x + 1, de jr = 3 para x - 3,05 


45. O lado dc um quadrado inede aproxímadamerUe 10 m, com 
citü possível de ±0. ] m. 

fa) Use diferenciais para esiimar o erro na área calculada, 

(b) Esiime o cito percentual m lado e na área. 

46. O lado de tim cubo mede aproximadameiue 25 cm, com en'o 
possível de ±1 em 

(a) Use d i ferenc i aí s pa ra esl i m ar o e rro no vo í u me e al c u I ado. 

(b) Esiímc os erros perceniuais no lado c no volume. 

47. A bipoiennsa de uni triSngulo rci&ngulo mcdc exaiameme 10 
cm, e uin dos angulos agudos mede 30°, com erro possível de 
±1°. 

(a) Use díferenciais para estimar os eiros nos lados oposto e 
adjacente ao angulo mcdido. 

fb) Estime os enos percentuaís nos iados. 

4S, Um 3ádo de unt trianguio retángulo mede exatamenie 25 cm. 
O ángulo oposto a esie lado mede 60eom erro possfvei de 
±0,5°. 

(a) Usc difercnciais para estimar o crro no lado adjaccnte c na 
hípotcnusa, 

(b) E s i ¡ me os e rro s percentuai s n.o I ado adjacen tc e na hi pote- 
nusa. 


49, A resistcncia elctrica R de um fio 6 dada por R = k/r , onde k c 


u ma conslante e r, o raio do íio. Supondo que o raío tenha uin 
erro possfvel de ±5%, use diferencials para estiniar o cno per- 
cenlua! em R (supondo k exato). 


50, Uma escada com 12 m está apoiada em uma parede e fa /. um 
ángulo 6 com o dtáo. Se o topo da escada eslá a uma altura de 
h m na pai ede, cxpresse h cm termos de 0 c. entao. usc dh para 
cstimar a variagáo em h sc 0 variar dc 60* a 59 r) , 


51, 


A área dc um ti iáiigulo retansulo eom uma hipotcnusa H é 

jf «Ti 

cuicuJada pda fórmuia A = | H~ sen 20 , oñde 0 é um dos 
Srtgulos agudos. Usc diferendais para aproxtinar o erro no 
cálculo dc A sc H = 4 cm (exataniente) c 0 - 30* coin erro 
possfvd de ±15', 


52, O lado de um quadrado é niedtdo com um possívei erro percen- 
tual de±l %, Use diferenciais paraestiinaroerro percentual na 
área. 


53. O lado de um cubo é medido com um erro perceniual possfvel 
do ±2%. Usc diterencíais para cstimar o erro percentual no vo- 
lume, 

54. O volume de uma esfera é computado a partir do valor medido 
<ie seu raio. Estime o máxirno erro percentual possível na mc- 
dida sc o erro pcrccmual no voJume devc scr mantido ctn náo 
mais dc ±3% (V- é o volumc de uina esfera dc raio /■). 

m? 

55. A árca de um circulo é compuíada a paitir do valor mcdido de 
seu diámetro. Estíme o erro percentual máximo permilido na 
mcdida sc o crro pcrccntual na árca dcvc scr mantido cm nao 
mais tlc ±1%, 

56. Um cubo de aqo com ! cin de lado é cobcrio com 0.01 cm dc 
cobre. Uscdiféreueiais para estimar o volume dc cobre na co- 
bertura. ISugestao: Seja AV a variagáo no voJume do cubo] 

57. Uma barra de metal medindo 15 em de comprimento e 5 cin de 
diámetro esíá cohcrta, exceto nas pontas, por uma camada dc 
isolante com uma espessura dc Ü.l cm. Usc diferenciais para 
estimar o volunie do isolantc. [ Sugesído: Seja AV' a varíagáo no 
volumc da harra.J 

58* O tcmpo nccessáiio para uma oscilagáo complcta <lc nm pcn- 
dulo é dcnominado período. Sc o comprimento /, do pcnduio 
e a oseil aeáo forcm pcqucnos. entáo o período será dado por 
P = 2ijyjt/gy onde g é a aceleragáo constante devida á giavi- 
dade. Use diferenciais pam mostrar que o erro percemual em 
P c aproximadamente a mctade do erro pcrccntual em L 

59. Sc a tcmpcratura T dc uma barra dc mctal medindo L de com- 
primcnto variar poruma quantidadc A'/j entáo o comprimento 
irá variar por uma quantidado A L = aLA'L on.de a é denomina- 
do coeficiente de expansáo tinear. Para variagñcs moderadas 
na icmpciatiii a. ct pode ser constderado constaiue. 

(a) Suponha que a barra tem 40 cm de eomprimento a 20° C 
e, quando a temperatura passa a ser 30°C\ o comprimento 
cncontrado é de 40,006 cm, Encontre a. 

(b) Se um poste de alumínio tem um comprimento de 180 cm 
a I5 , ‘ : 'C, qual será seu comprimemo sc a tcmpcratura for 
elcvada para 40° C? [Tome & = 23 x 10 /°C,| 

60, Se a tcmpcratura T de um sólido ou ííquido com volumc V for 
altcrada por uma quantidade A i\ criláo o votume irá variar por 
uma quamidadc AV = fíVA'T, onde fi ú denorninado cmftdeníe 
de expansao volumétrica* Para variagdes moderadas na tcm- 
peratura, /J pode ser considerado constante, Suponha que um 
caminháo-tanque carregue 4.000 galftes de áleool etíiico a mna 
tempcratura dc 35' C e cntrcguo sua carga, inais tardc. a utna 
tcmperatura dc 15 Q C. Usando fi = 7,5 x 10 ?'€ para o álcool 
etílico. enconlrc o número de galóes enlregues. 
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*/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 3.6 


i. tíingente; fix): x ti 2. y = 1 + (—4>(_r - 2) ou y = -4x + 9 3. dy = -0.4; Ay — -0.41 4. enire ± I % 


EXERCÍOIOS DE REVÍSAO DO CAPÍTULO H Recurso Gráfico EH OAS 


1. Ex p I it¡ ue ¿i di feren qn c n ire t axn de vari ag ao médía e ius ui n Lanea 
c dísaim como eías podcm scr ctilculadas. 

2. Complete cada pane piira a timgao v — |.v 2 . 

(a) Eneomre a laxa dc variagáo média dey em reíaqao a x no 
intervalo [3 t 4|. 

f h) Enc on tre a taxa de vari nq So 1 3ist aniánea de v e m rei ag ao a _v 
em x ~ 3. 

(c) E nc ont re a taxa dc vari ag ao i nstantanca dc v e m relagao a _.v 
em um valor qualqncr de x+ 

(d) Esboce o grábco dc v — kx 2 junto com o da reta sccante 
cuja iticiínaeao é dada pclo resuliado de (a) e índíquc gra- 
ficamente a iticltnaeao da rcui tangeme que corresponde ao 
resullado obtido em (b). 

3. Complete cada parte para a funeao fix) =.v" + I. 

(a) Encontre a inclinagao tia reta tangente ao gráfico de/ em 
um valor qualquer de 

(b) Encontre a ínclinayíio da rcta langontc ao gráfico dc f em 
x = 2. 

4. Um carro percorre uma estrada rela com 120 km de comprí- 
mento. Nos primeiros 100 km. ele tem uma velocidade média 
dc 50 km/h. Mostre C|iie, nlo importando a rapidez com que 
percoiTC os dltimos 20 km, cle nao podcrá ter utna vclocídade 
médiade 60 km/h para íodo o peicurso. 

5. No instunte í = 0, um carro ultrapassa um caminháo lento. A 
velocídadn inédía do carro de t - 1 a t — l 

3(/í + l j 2 5 + 580/t - 3 

Um_ m 

Estíme a velocidade ínstantánea do carro em t = L onde o tem- 
po cstá cni segundos e a distáncia em pés. 

-• 6* Utna pám-quedísta pula de um aviáo. Suponíia que a dístáncía 
que cle cai dtirante os pi imetros t segundos antes de abrir o 
pára-quedas é de s(í) = 97ó((ü,835) r - 1) + 3 76r, onde s está 
em pés. Píit;a o gráfico de s versus i para 0 < ; < 20 e use-o pani 
estimar a vcloddadc itistanlanca em t =15. 

7* Uma partfcuia inovc-se sobre utna linha reladc tal modoquc, 
depois de / horas, esiá a s = 3r + / km de sua posigáo inicia]. 

(a) Encou t re a vel oc i d ade méd ía d a p ail ícula sob re o i ulei va lo 
ÍU3L 

(b) Encontre a veloeidade irisiantáneaem/= L 

8. Dé a deíinigáo de derívada e duas inierpi'etagées para ela. 

9. U se ñ dc I ¡ ni gáo de dc ri vada pa ra eneon trar dy/dx e veri 11 q ue $u a 
resposta calcuhmdo a derivada através tlc fdrmulas apropriadas. 


(a) y - - 4x 


(b) y — 


x 


10. S u ponha q tje f(x ) ™ 


f * 2 -L 7 

k(x - I), 


Para quais valores de k f é 


a- < I 
x > \ 


(a) contmua? 


(b) diferenciável? 


11. A ftgura abaixo inostra o gráfico de y = f'(.v) para uma fungáo 
náo-especilicada f. 

(a) Ptua quais valorcs de x a curva y - f(x) tcm ttma rcta tan- 
sente horizontal? 

h_r 

(b) Sobre quais intervalos a cuj va y = /Uj tem reias Langentes 
com inciinagáo positiva? 

(c) Sohrc quats ítitervalos a curvay = f(x) tem retas tangcntes 
com inclinacao negatlva? 

(d) Dad o que g(.v) = /(.v) sen x r eneon l re g "(0) 



12. Esboce o gráfico de uma funqáo/tal qtie fiú) = I, f( 0) = 0, 
f f (x) > ü sc x < 0. e f(x) < ü sc x > Ü. 

13* De acordo com o Bureau do Ccnso dos EUA, a poptilacáo 
mtmdíal /V (em bilhóes) estimada e projetada para os meados 
dos anos de 1950, 1975, 2000, 2025 e 2050 é, respectivamenle. 
2,555; 4.088; 6,080; 7,841 c 9JÜ4. Emhora o creseimemo po- 
pulacional nao seja uma funqaoconlínua do lempo (, podemos 
aplicar a idéia de derivada desenvoivida na Seqáo 3,2 se con- 
eordántios em aproxímar <> gráfico de N versus t por uma curva 
contínua, como a da figura a seguir. 

(a) Use a reta tangcnte em 2000 mostrada na ligura para 
aproximar o valor de dNfdt nessc pomo. íntcrpiete o resul- 
tado como uma taxa de variagáo, 

(b) A tíixu de crescimenti} i n stan tá nea é de fi n ída por 

dN/dt 

N 
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Use a resposta de (a) para aproxiinar a laxa de cresdmento íjis- 
taniánea no início do ano 2íXX>. Expi\:ssc o resultado como uma 
percontagem e inclua ás unidades apropriadas. 



Tempo i íanos) FiguraEx-13 

14.1 [ se um recurso coinpjLacional para í’a/cr o gráfico da fungáo 


fW = |a- 4 - x- í í - x 


e estímc os vakues dc x onde a derivada dcsta fungáo nao existe. 


15-18 (a) Use um CAS para encontrar f '(x) usando a Ddiníeáo 
3,2, H; (b) eonfira o resultado encontrundo a derivada a mao; (c) 
use um CAS píiraencontrar f\xf 


[cllS. f(x) — x 2 sen x 

2 x 2 - x + 5 


mn. f(x) = 


3,v + 2 


¿116. f(x) — -Jx + cos : v 
Ei«. f(x) = 


tg V 


1 + X 


í*A A qtianüdade de água em um lanque t minulos apds de come- 
gar a ser esva/iado é dada por W= \00U - 15)" litros. 

(a) Com que taxa a água está ñuirtdo no final de 5 minuios? 

(b) Qual é íi taxa médía segundo a qual a água ílui durante os 5 
pnmdros mínutos? 

20* Usc a fórmula V = f ! para o volnmc rlc um eubo de lado / para 
encontrar 

(a) a taxa média scgundo a qual o voUime do cubo varía com / 
qtiando / eresce de 2 para 4. 

(b) a taxa dc variagao instantánoa sceundo a qual o volurnc dc 
u m cubo varia com / quando / - 5. 

21-22 Faca uin zoom do gráíico dc/cm um intcrvalo contendo 
x = x 0 atc que o gráíico parega uma linha rota. Esíimc a inclina- 
cáo dcssa reta c, entáo, vcritique sua resposta, eneontrando o 
valor exato de /'(.v f> ) 


21. (a) f(x) = x 2 - 1, xq = I, 


(W f(x) = 


x 


x-2 
3 ..2 


AO = 3,5 


0 22. (a) f(x) -■ ,v' - a d- 1, = 2 t 3 

(b) f(x) = ■ ■> xü = -0,5 

x ¿ + 1 

23* Suponha que uma fungáo/seja diferenciável em x- i e 

,. /o i *>) , 

imi-= 5 

h 1> h 

Encontrc /(Í) e /'(l ) r 


24. Suponha que / lenha a propriedade f(x + v) - f(x)f (v) para 
todos os valores de x e y e que /(Ü) = / (0) = I. Mostre que / 
c di fcrcnciávcl e f'(x) = f(x). \Sugestao: Comecc cxpressando 
fXx) como um límile.] 

25. Encontrc u$ equagdcs de lodas as reius que passam pela origeni 
quc sao íangcntes a curva y = v 3 - 9x z - 1 6x. 

26. Éncontre todos os vaíores de x para os quais a reta tangcnie a 
y = 2x' - x' é perpendicular á rcta .v + 4y - 10. 

27. Seja /í.v) = x~, Mostre quc. psira todos os valores distintos de a 
c h, a indinagáo da retíi tangcntc a y = f(x) em x — | (a + h) c 
igual á inelinagao da reta sccantc que passa pclos pontos Ui, a 2 ) 
e (b f b 2 ). Faga uma figura para iiustmr esse resuliado. 

2H. Em cada paiie, calcu le a exprcssáo. dado quc /(1) = 1. g (!) = -2. 
/'(]) = 3 c = “k 


(a) ~[f(x)g(x)] 
dx 

<°> í y™ 



(b) 

r/wi 

JC=1 

íf X 

L st»') J 


,t=i 


(<i) ^-i/(i)s’(i)i 

ílx 



-3 


2<J. (a) f(x) = .v ! ' — Jtyfx + 5.v 

(b) /( x) = (2.v+ - 

(c) f(x) = C3.V + 1 (v - 1)‘ 

(d) /(v) = 


3.v + í 


x 2 


30. (a) /(-v) 
(b> f(x) 


2cos/ 

(1 + sec .v)(..v 2 — tg.v) 


sen.v + 2 cos .v 


/ cosseclv 
(c) /U) = cotgí -= 


3 + 5 


(d) /U) = 


I 


2x + sen 3 .v 


31 -32 Encontre os vaiores de ,v nos quais a eurva y = flx) tcm uma 
reta tangente horizontal. 

31. /(v) = (2,v + 7/(v - 2) í 32. /(v) = 2 

x 1 + 2x 

33. Encontre todas as retas que sáo simultaneamente tangenies ao 
grálico dc y — v + I e ao gráíieo de y = -x~ — 1. 

34. (a) Seja n um mlmero inteiro positívo par. Generalize o resul- 

tado do Exercícío 33 encontrando todas as rctas quc sáo 
simultaucamente tangentes ao gráfico de y = x 1 + n - 1 eao 
gráfico de y = - x A — n + L 

(b) Scja n u m número ínleíro posELivo ímpar. Existcm i ctas quc 
sáo simultaneamcntc tangcntcs ao gráíieo dc y = /' + n — J 
c ao gráíico dc v = -v r ‘ - n + 17 Expliquc. 

35. Encomre todos os vaiores de x para os quaís a neta que é tan- 
gente a y = 3.v - tg .v é paralela á reía y - x = 2. 
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■ 36. Aproxíme os valores de _v nos quaís a reta langente ao gráfieo 
de y—x 3 - sen a c horízontaL 

37* Suponha que/ (x) = A/ sen .í + N cos .r para eertas constantes M 
c N. Sc/(.rr/4) = 3 e / ,r Crr/4) = I. ericomre uma equaqao paia a 
rcta tangentu a y = /(,v) em x = 3tt/4, 

38* Suponha que/(,v) = M tg x 4 A' see v pava eertas consiantes M 
e A f . Sc/(.t/4) = 2 c 7 /t/4), cncontre uma equagao para a rcta 
langenle a y = /(.v) em .v = 0. 

39* Suponha que f\x) 2x f(x) e/(2) = 5. 

(a) Encontrc g/;r/3) se gCr) =7'(sec .c). 

(b) Encontre /2) sc /t(a) = |/(x)/(.v - l )J 5 , 

40. Sob eenas condiíoes, o período 7‘do penduEo de uni nelógio 
(isto ó, o tempo necessárío para urn inovimento de ída e volta) é 
dado em termos de seu coniprímemo L por T = 2kJ L/g* onde 
g é a constante gravitacional. 

(a) Supondo que o comprímento do péndulo possa varíar 
(por exemplo, devido a variaqoes na teinperatura), en- 
contre a taxa de variaqSo do periodo T ein relaqao ao 
compri mento L. 

(b) Se L cstrícr cm mctros c 7'cm scgundos, quaís sao as uni- 
dades para a taxa dc variagáo em (a)? 

(c) Sc o péndulo estíver atrasando, seu comprimento deve ser 
aumcmado ou diminuído para corrigir o prohlema? 

(d) A constante g decresce com a altítude. Se mudarmos o 
relógio a parliv do nível do mar para altiUides maíorcs, o 
péndulo andará mais rápido ou maís devagar? 

(e) Supondo que o comprimento do péndulo seja. constante, 
encontre a laxa de variagáo do pcríodo T em rela^ao a g. 

(0 Supondo que 7'cstá em segundos e g em metros por segun- 
do por segundo (m/sri* encontre as unidades para a taxa de 
variagao ein (c). 

41* Uma inaneha de óleo em itm iago está ceicada por uma E>ameira 

K 

de eoritcticao circular flutuante. A medida quc a barreira e en- 
coJhída- a área circular da niancha diminui por bombeamento. 
Se a baireira está sendo encolhida a uma taxa dc 5 meiros por 


minuto, a í|iie taxa estará diminuindo a área da mancha qtiando 
essa árca tíver um diámetro de 100 m? 

42* A hipotenusa de um triángulo reiánguio cresce a uma taxa 
constante de a centímetros porsegundo e um cateto decresce a 
uma taxa constante de b centímetros por scgundo, Qual é a taxa 
dc variagáo do ánguLo formado pela hlpotenusa e o outro catcto 
no instante em que anibos os ealetos medem 3 cm? 

43* Em cada parte. use a informagao dada paia cncomrar Av. Ay c 

dy. 

(a) y - I f(x - I); a decrcscc dc 2 para 1.3, 

(b) y = ig x; x cresce de -t/4 para 0, 

(c) y - V'25 — A": x cresce tle 0 para 3. 

44* Usc uma aproximaqao linear Local adequada para estimar o va- 
lor de cotg 46* c compare sua resposta com o valor obtido com 
u m recu rso co m pu lac io naL 

45. A basc da Grandc Pirfunidc dc Gi/a ú um quadrado com 230 rn 
dc lado. 

(a) Conforme ilustrado na figura abaixo. stiponliaque um ar- 
queólogO em pé no cenlro de um Íadü medc o ánguio de 
elevagáo do ápice de & - 51°, com um erro de ±0,5°. O 
que e razoávd que o aiqueólogo diga sobre a altura da 
pirámide? 

(b) Usc difcrcnciaís para estimar o erro pcrmitido no ánguto 
de devagao qtie resultará cm um erro na altura de. no má- 
ximo* ±5 m. 


Figura Ex-45 




Expandindo o Horizonte do Cálculo 


Nao seria o máximo sc dispuscssemos dc um robó que exccutasse todas as nossas turc- 
fas e obri gagóes básicas tnas enfadonhas, de modo que pudéssemos nos concenli ar em 


estudar? Quáo fácil seria projetar um tal robó? Para aprcnder mais sobre a matemática 


da robdlica, e Lanibem aplicar o quc foi aprendido nesle capilulo, visile 


www.bookman.com.br 
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q u a t r o 



Quem rUlo ficou maravdhado 
üú apretufer que a fiincáú 
y = e\ como uma fémx 
rvmscendo das ciuzas, é 
sua própria derivada? 

—“Frangois ie Fiormais 
Etisafatü Científico e 
Mestre de Xadrez 


FUNQOES 
EXPONENCIAIS, 
LOGARÍTMICAS E 
TRIGONOMÉTRICAS 

INVERSAS 


esta capítuio dfacutireüms íungóes determínadas por equagóes e*n x e y que sao dífí- 
cei® ou impossíveis de resolver algebrfcamente para y em termos de x IWostraremos 
como derivar essas fun$óes usando uma eqaagáo em vez de afguma fórmula explici- 
ta para a própria funcáo. Também voltaremos ao estudo cie fungoes irwersas, corn o objetivo 
de estabetecer ume rela^ao entre a derívada de uma fun?áo e a derivada de sua inversa, Essa 
conexáo nos permitirá desenvolver algumas novas fórmulas de derivadas, que íncluem as 
derivadas de fungoes logarítmícas, exponenciais e trigonométrlcas inversas. Por fim, discuti- 
remos a regra de L'HópÜal, uma poderosa ferrementa para cafcular limites. 


Foto: O crescimento e o decHnÍo de papulagües animais e recursos naturah podem ser modelados usando ftmgaes es- 
tudadas no Cáículo. 

4.1 PERIVAQÁO IMPLÍCITA 

Até aqui estivemos ocupudos comfmtgoes diferenciáveis qae eram dadas por equaqóes da 
forma y = fix'l Nesta se^ao comlderaremos métodos para diferenáarfunqoes para as quais 
é inconveniente ou tmposstvel a expressáo dessa fonm.L 


■ FUNgÓES DEFINIDAS EXPLÍCITA E IMPLICITAMENTE 

Di/cmos quc unia cquagao du forma v - f(x) dcfinc y explicitamente conio uma fungao dc 
x, pois a vai iávcl y aparccc sozinlia dc utn lado da cquagao. Entictanió, algumas vc¿cs t as 
fmtQdes sao dcdnidas por cquagocs nas quais y náo cstá sozínho dc um lado; por cxcmplo. a 
cq uagáo 


yx + y+\ = x (i) 

náo cstá na formay = f(x)> Contudo, aindn dcfinc y como uma fungao dc x, uma vcz que pode 
scr rccscrila cpíno 



x - I 

.v + I 


Assim, dizemos que (1) detine ) implicitamente como uma fungáo dc a, sendo essa fungáo 



x - 1 

x + I 
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,r + v“ = I 




= -Vl - -r 


Figura 4J.I 



■■v 

Figura 4.1 .2 O gráfico dc x = y~ 
nao passa no testc da reta venical, 
mas o$ de y=^e^=^ 
passain. 


Uma equagao em x e y pode ímplieUameme deftnir maís de uma funeao de x isso pode 
ocorrcr quando o gráfico da equagao nao pnssa no tcstc da rcta vertical, c portanto nao c o 
gráfico de uma fuaqao* Por excmpky se resolvermos a equaíáo do círeulo 


■T , 2 I 

X~ + V = I 


( 2 ) 


para y cm tcrmos de v. oblcmos y = 1 — r v 2 ; assiriy cncontramos duas ftmgOes quc cstáo 

delinidas impliciiameme por (2), íslo é: 


/] (-0 = v 3 - x 2 e h(x) - -V I - -r' 


(3) 


Os gráficos dcssas fungóes sáo os semicírculos superiore inferiordo cfrculo x“+y - 1 (Figu 
ra 4 r 1,1), Isso nos teva á definigáo seguinte. 

4,1.1 í>j:f[NH;áo Di/cmos que uma dada equaqáo em x e y define a funcáo / implicita- 
mente se o grafico de i l' = f(x) coincidir com alguma porgáo do giáíico da equagáo. 


► Exemplo 1 Ü giálieo da cquugáo _v = y' náo é o gráíico tlc uma fungáo de v, pois náo 
pas.sa no lesie da rcia \ r cnicaí (Figura 4.1.2). Coniudo> rcsolvcndo cssa cquagáo para y cm 
tcrmos de x„ obtemos as equagóes y = yfx e y = - fx , cujos gráíicos passam no teste da reta 
vertical e sáo porqoes do gráfico de x = y 2 (Figura 4.1,2). Assim, a cquagáo x — y 2 define im- 
plicitamente as fungóes 

AOc) = Xx e / 2 (.v) U—Jx < 


Embora lcnha sido elementar resolvcr a cquagáo .v - y 2 do último cxcmplo para y 
em termos do .v, para outras cquagócs isso podc serdifícil ou impossível, Por exemplo, a 
oquagao 

x* -f y 3 = 3,v v (4) 

podc scr rcsolvida para y cm teitnos dc v, mas as fórmulas rcsultantes sáo por demaís compli- 
cadas para ter alguma utilidade prática. Outras equagóes, tais cotno sen (xy) = y> náo podem 
scr resolvidas para y em termos de x por quaisquer mctodos elemcntares. Asstm, cmbora uma 
equagáo possa delinir unia ou mais fungoes dc x, pode náo ser possível ou prálíco encontrar 
fórmulas explícitas para essas fuucocs. 

Felizmente, programas CAS eomo o Marhematíca e o Mapie tém capaeidade para 
tragar ^gruticos implícitos k com o que eonsegucm csbogar gráficos dc equagocs como (4). 
O gráíico Jcssa cquagátg denominada/fiííVj de Descartes, está esbogado na Figura 4.1.3 a. 
As partcs (h) e (c) dessa figura mostram os gráficos em a/ul de duas íungoes definídas ini- 
plieitarnentc por (4). 





(a) (h) (e) 


Figura 4.1.3 
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■ DIFERENCíApÁO IMPLÍCITA 

Eni geral, nao é necessário resolver uma equacao de y em termos de a tim de diferendar 
as fungóes definidas implicitamente por cla, Fara ilustrar isso, consideremos a cquagao 
simples 

xy = i (5) 


Uma maneira de encontrar dy/dxé reescrevendo-a como 

I 


v = 


da qua! tem-se que 


A J 


dy_ 

dx 


x 


m 


<j) 


Contudo, há uma outra mancíra de oblcr cssa derivada. Pcxlomos dííerenciar amhos os lados 
dc (5) antes de resolver para v ern termos de a\ iratando v como urna fungáo (por cnquanto 
nao-especiíieada) difereneiável de x* Com essa abordageni, ohlemos 

4~[xy] = ~[l I 
dx dx 

d d 

x — LvJ + y—UJ = 0 

dx dx 

dy 

x~ + y — 0 
dx 


dy 

d^ 


v 

x 


Se agora suhstiíuimios (6) na úitima expressao, obtemos 

dy _ £ 

“ -2 


dx 


X 


o que está de aeordocom (7). Esse mélodo paraohterderivadas é denomínado diferenciüqáo 
On derivagáo implícita. 


► Exemplo 2 


Use a difercrteiaqao implícita para cncontrar dy/dx sc 5v 


■ + scn y- a : . 


d 7 + d j 

—f5y- + süny3 = —[jTI 
dx dx 

5 - 7 ~lj 2 l + - 7 -lsen v| - 2x 
ax ax 


5 ( 2 y — ) + (cos y)j- = 2x 
\ dx / dx 

dy dy 

10 V — +ÍCOK v)— =2x 
dx dx 


í\ rcgra hJll cadda foi nsaJíi squi 
¡jonquc y é uiull lui^ao dc x 


Dvscoríes (15%*t6S0) Descaries t umadstocrata 
Irancés, era íilho dc um oficial do governo. Graduou- 
se em Dircito na Universidade dc Poíticrs aos 20 atios, 
Após experi inentar brevemente os pra/cres de Paris, tor- 
nou-se erigenheíro mHitar, primeiro püra 0 Príncipe de 
Nassan e. dcpois, para o Duque da Bavária. Fos duratue 
sen servico como soldado quc Descartes comccou a dedícar-se 
seriamcme a Matemática c a dcscnvoi vcr sua Geomctria Analí- 
tica, Apos as gccrras, retcmou a Paris, onde sc cxibia excentri- 
camcnte com uma espada na ciniura c um chapcu cniplumado. 



Levava uma vida despreocupada* raramente levantando-se an- 
Ees das 11 horas da rnanha e dedicando-se amadoristicamente á 
Fisiologia humana. á Fiiosofia, ás geleiras, aos meteoros c aos 
arco-íris. Posteriormente, mudou-se para a Holanda, onde pu- 
hlicou o Discunío sühre 0 Méttido, e fmalmente para a Suécia, 
onde morreu enquanto trabalhava como professor particular da 
Rai n Eia Cri st i na. Descartes é coti síde rado u m génio de prí me i ra 
grandeza. Alcm da grande comribuigáo para a Matemática e a 
Filosofia, c considemdo, junto com Witliam Harvcy, 0 fundador 
da Fisiología modemn. 
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Resolvendo pura dy/dx, obtemos 


d v 


2.v 


dx JOy + cos _v 


( 8 ) 


Nctie que essa fórmula envoíve ambos x e y. A fim cle obter uma fórmula para dy/dx que envol- 
va apcnas terfamos de resolver a equagao originaS paray em termos de xc, entao, substituir 
em (8). Erüretanto, issoé impossível de ser feiio; assim» somos forgados adeixar a fdrmuía 
dy/dx cm tcrmos dc .v e y, < 


► Exemplo 3 Use a difereneiagao ímplfeiia para encontrar d yidx^ se 4U - 2>“ = 9. 
Soíugáo Diferenciando ambos os lados de 4x 1 - 2f - 9 implicitamente, obtém-se 

dy 

8a- 4v— 
dx 


dc onde obtemos 


dy 2x 
dx y 


(9) 


Diferenciando anibos os íados de (9) implidtamente, obtém-se 

d 2 y (v)(2) - (2x)(dy/dx) 


dx 


■ 2 


■ r 

y- 


( 10 ) 


SubstiUiindo (9) dentrode (10) e simpllíkando, usando a equagao oiiginal, obtemos 


d 2 y 2 y — 2x(2x/y) 2 y 2 — 4x 2 


9 


dx 2 


v 2 






Nos Exemplos 2 e 3, as lónmilas resullantes para dy/dx envolvem ambos x e \\ Embora 
scja usualmente mais desejável ter a fórmula para dy/dx expressa somente em termos de v, te- 
ía em termos de x e y náo é um impedimemo para encontrar as iticlinagoes e as equagóes das 
retas tangentcs, desde que as coordenadas x e y do ponto de tangencia scjani conhccidas. ísso 
está ilusrrado no exemplo seguime. 


► Exemplo 4 Encontre as inciinagóes das retas tangcntes nos ponfos (2 t -1) e (2, 3) da 
eurva y'“..v+ 1 = 0. 



Sohtyao Poderíanios proceder resoh endo a equagáo para y em terrnos de a e, entáo, eal- 
culando a derivada de y ~ ^fx — I em (2, I) e a derivada de y = — \fx — 1 em (2 t — 1) (Fígura 
4.1.4), Entretanto, a dilerendagáo ímplídta ó mais eficiente, uma vez que dá as inclinagóes de 
ambas as relas tangentes. Diferencíando iniplieitatneme, resutia 


Em (2, -1) tetnos y 
pontos sáo 


-f [rl - 

dx 


x H- 11 = “|0] 
dx 

4 w+ fm 

dx dx 


d-m 

dx 




dy I 

í/.v 2y 

— [ e, em (2, 1), y — 1; logo, as incllnagóes das retas langenles naqueles 


dy 

dx 


I. — I 


1 


2 


e 




■T - '2 

,I=J 


1 

2 
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► Exemplo 5 

(á) Usc a dU’CFCnciagao iírtplfciLa para cncomrar dy/dx para o Fólio dc Descartes 
x* + y' “ 3 av. 

(b) Encontic uina equagao para a reta tangente ao Fólio de Descartes no ponto 4)- 

(c) Enr quaís pontos do primcíro qnadrante 6 a reta langcnie ao Fólio dc Deseartcs 
horizontal? 


Soluqao (íí) DiFerencíando ambos os lados da equagao dada implicítamente t obtemos 

i f/ 

—[x ' + y- i - - 


d x 


dx 


t t d v d v 

3x 2 + 3y 2 ~ — 3a “ t3v 
dx ax 

2 , 2 dy dy 

x + y — = v -—F v 


dx 


dx 


/2 \ 2 

(r - x )~r = y~ x 

dx 

dy _ y - x 2 
dx y 2 — x 


01 ) 



Solu^áo (b) No ponto (4, femos x = 4 c y = assim, a partir de (II), a inclina^ao m 
da rcta tangente nesse ponto é 


= 


dx 


_ (3/2) - (3/2) 2 

_ onr- - (3/2) 




Assim, a cquagao da rcia tangeníe no ponto í'|, |) c 


y — 2 = -1 (x — ou x + >■ = 3 


que está em conlbrmidade com a Figura 4.1.5. 


Sofiujdo (c) A reta tangente é horizomaí nos pontos em que dy/dx - 0, e a partir de (II) isso 
ocorre sotnente quando v - x 2 - 0 ou 


V ™ X ■ 


Substituindo essa expressao para v na equa^ao x ? +y' = 3 xy da curva, obtemos 


( 12 ) 



a' 3 + ( x 2 y = 3x J 
.v 6 - 2x J = 0 
jr'(.v 3 - 2) = 0 


cujas syluqdes saox =0c x = 2 L '\ F’or (12), as soluqoesx = 0ex = 2 lí fornecem os pontos 
(0, 0) c (2 1 ' \ 2 - ' 1 ), respeetívamente. Desses dois, apenas (2 1 ”, 2" ,v )cslá noprimeiro qundrante. 
Subslituindo x = 2 V ' e y = 2^' em (II), obtemos 


dy 

dx 


0 


SS ' 2«-2** ° 


l/í 

Concluímos que (2 \ 2 ) ft¡ (1,26; 1,59) é o únieo ponto do Fólío de Descartes no primeiro 
quadranie em que a reta tangenle é horizonlal (Figura 4.3.6), < 
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A Fórmita (11) náo pode ser aplieada 
eiíi (0, 0] Q, porianto, náo íorneco in- 
forma^áo algunna oobre a do 

Fóüo de Oescarte$ na origem r Com 
Pase no$ gráf¡co$ da Figura 4.1.3, 
o quo podemos dizer sobre a dife- 
renciabilidade das lunífóes dafinidas 
implicilamente e esbo^adas em azui 
nas partes (b) e (c)? 


■ DIFERENCIABILIDADE DE FUN?DES DEFINIDAS IMPLICITAMENTE 

Ao diferenciar implicitamente, supoe-se que v representa uma fungao difereneiável de x. Se 
nao for assirn T entao os cálculos resuitantes podcm nao ter senfido. Por exemplo, se diferen- 
ciamiós a equagOo 

A- 3 + y 3 +]= 0 (13) 

obtemos 

x 
v 


dy dy 

2x + 2v— = 0 ou 

' í/.V í/a- 


Contudo, essa derívada carece de sentido porque nao existem valores reais de x e de y que sa- 
tisfagam (13) (por que?). Isso nos á\/. que (13) nao possui gráfico real e, portanto, ccilamentc 
náo define qualsquer fungoes implieilamente. 

A conclusao scm scmido dessas contas transmitc a importñncia de saber sc uma dada 
equagáo em v e v que deverá ser derivada implicitamente dc fato dcíme implicítameme al- 
guma fimqáo diferenciávcl de a\ Intelizmcnte, isso podc scr um prohlema díffciL portanto 
deixamos a discussáodisso para discipiinas mais avauqadas de Análise Matemática. 


■ DERIVADAS DE POTENCIAS RACIONAIS DE x 

No Teorcma 3,3.3 c nadiscussao quc o scguc, mostramos quc a tormula 


— [*"] - nx íl ^ 
ax 


(14) 


c válida para todos os valorcs inteiros dc n c para n - ^ Usarcmos agora a difcrcnciaqáo 
implícíta para mostrar queessa fórmula é válida para qualquer expocnte racional. Mais preci- 
samcnle, moslrarcmos que, se r íór um númcro racional, enláo 

d . 

(15) 


X | _ -r-1 


dx 


[x* \ - rx 


sempre que x r cx ' estivcrem definidas. Por ora, admitireitios sem prova qiie/c diferenciá- 
vel; u justificaLiva para isso será dada postedormente. 

Seja y = x\ Uma vcz quc r c um nümero racional, pode ser exprcsso como uma razáo dc 
íiUeiros r = m/n, Assini, y = x = x'^' pode scr cscriia conio 


- r v' M 


lügü —- [ v” I = - [.v'") 
dx dx 


Díferendando implicitamciitc cm relagáo a,v c usando (14), obíemos 

dy 


Mas 


v 


dx 


^í-3 = 


(16) 


Dessa fonna, (16) pode ser escrita como 


dx 


logo 


nx m-{mf n ) J_ _ 
dx 


_ ^^(m/fO-l _ 


dx n 


o que demonstra (15). 


► Exetnplo 6 Á puriir dc (15) 


— |y 4 ^]== Íir^/S)- 1 _ 

dx l 5' 5 







Capítulo 4 / Fun^oes Fxponenciais, Logaritmicas eTrigonométricas Inversas 241 


“ - -7/a-t _ ? ^ -, 5 /g 


— lx - fí *] = --x 
dx R 


_ 8 A 


4~í^] = d. [x ^ ]= '^ = ' 

dx dx 3 3-¡^2 


Se u for uma fiinqüü díl’ereneiávc! de x e r for um nümero lacional, enlao a regta da 
eadeia dü lugar a seguinte gcneráli¿agño dc (15): 


07) 



► ExempioZ 


^ r 2 i tiV4 

\x — x -E- 2} 




~[ísec jta j )“ 4/ ' v | ~ 

ÜX 


= -{x 2 -x + 2)- ,/4 - \x 1 -x + 2] 

4 d x 

= j{x- - x + 2T UA {2x - \) 

*T 

— — (sce jta) - ^ 5 ■ ~ | scc 7zx | 


dx 


4 


—-(sce 7 TX) 9/5 ■ SCC 7TX \g 7 TX ■ JT 

4ít ,■ 

(sec 7TA ) _ 4y 5 Ig 3TA ^ 


5 


EXERCÍCiOS DE COMPREENSAO 4.1 {Verpágirta 243 para respostas,} 


L Encontre dyídx. 




(b) y = 



(b) Contirme que o resultado em (a) confere com o rcsultado 
obtido resolvcndo íi equagao dada paríiy como uma fun^ao 
de .v c cntfio derivando. 


(C) v = f/4x - I (d) y = <tg’ xf 

2. A equagao ay ' = 1 define y implicitamente coino uma fungao 
de jr. 

(a) Derivando a equagao implicitamente, obtcmos 
dy/dx = , , . . 


3. Eneontrc dyidx por dcrívagao i itipífcíta. 

(a) jf - y 1 = .vy (b) sen a cos y = tg y 

4. A equapao da reta tangente ao gráíico dc x + y + yy = 3 

no ponto (U 3) é _ . 

5. Use derivaqao implícita para cncontrar d'y/dX para scn y = .v. 


EXERCÍCIOS 4.1 [c]CAS 




1 -8 En eo ntre dyid.w 

■ 


11 -20 Encontre dyidx por derivaqao írnplfcita. 


1. 


3* 



5 + y = .,-V5.U+ if* 
7. y= [scn(3/v)f- 


2, y — v 2 + Ig(.v 2 ) 


■V ~ + I 

A “ “ 5 
^2a ~ 1 

r X 

8- y=tvos (A)] u:: 


4. v- 


6* v = 


9-10 (a) Encontre dy/dx por dcrivacao implfcita, (b) Resolva a 
equa^ao para y como uma fun^ao de.v e obtenha dy/dxd cssa cqua- 
QáO- (c) Confirme quc <>s dois resultados sño consistcntes cxprcs- 
sando a derivada dc (a) como uma fungáo somenle de x. 

9. x + xy - 2a ! - 2 10, +y - scn x — 2 


11. ,r + y 2 = 100 

'■d‘ 

II 

r li 

+ 

rí 

13. ,v" r v + 3,vy' - x = 3 

14, /y 2 - 5rv +.x= 1 

15. + — 1 

16. x*- :X + y 
x — y 

17, senCv+U = x 

18. eosgvy 2 ) = y 

!9. tg'X.vv" + y) = x 

20. Xy3 = I + v 4 

1 + sec y 

21 -26 Encon irc d \fdx~ 

por derivagao implfcita. 


21. Zx 2 - 3y" = 4 22. f + y = 1 

23. x*Y - 4 = Ü 24. at + v' = 2 

r -r r 
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25, v + sen y = x 26. x cos v = y 

27-28 Enconire a ínclina^áo da reia tangeiHe ít curvn nos pontos 
dados de duas maneíi'as: primeiro, resolvendo para v em termos de 
.v c dcrivEmcío; dcpois, por deriva<¿áo implfcita. 

27. x 2 + r = L; (1/2. ■SH), (1/2, -V3/2) 

28. v J - a- + 1 = 0; (10. 3). (10. -3) 

29-32 Use dilerencíagao implfcita para enoontrar a inciína^ao da 
reta tangente tl curva no ponio especilkadoe verilique se sua res- 
pcsta esiá dtí acordo com o gráfico. 


(a) Use a eapaeidade de plotageni ímplfdta de uin CAS para 
fazcr o gráfico da ctlbica bipartida _v J - ..vf.v - ] )(.v - 2), 

(b) Em quais pontos da curva cm (a) passa uma reta tangcntc 
horizontal? 

(c) Resolva a equaqáo de (a) para v em termos de x, e usc o 
resultado para explicar por que o gralico consiste ein duas 
partes scparadas (i.e,. bipanida). 

(d) Paca o graíico da cquagao de (a) sein usar a capacidadc de 
plotagem implíciia do CAS. 


39-40 Esttís tíxercfcios tratam da eiipse girada C de equaqSo 

1 2 i 

X - .V V + Y = 4. 


29, x A + y 4 = 16; (l.v'TJ) [quártica especial de ijuné] 

30, y' + y.v' + x 2 - 3y J = 0; (0. 3) \trissectriz I 

31, 2(.v" + y")" = 25(.v" - >"); (3. 1) [lemniscata\ 

32, ,v : '" + y ' fí =f 4; (- U 3 vT) [hipocidóide de quatro cúspides J 






Pigura Ex-32 


33-36 Use dtfcrencia^áo ímplícita para encontrar a derivada es- 
peeilicada. 


39. (a) Use o recurso de tra^ar gráficos ímplíeitos de um CAS para 
esbo^ar o gráfico de C. 

(b) Use o gjáfico para esliinar as coordenádas x de todos os 
pontos onde o gráíico tem uma neta tangeiHe horizontal. 

(e) Encomre os valores exatos das coordenadas x em (b). 


[c~140, (a) Use o recuiso de tra^ar gráfieos implíeitos clc utn CAS para 
esbogar o gráfico de C. 

(b) Use o gráfico para estimar as coordenadas x de todos os 
ponlos onde o gráfico lem uma rcta tangente vertical. 

(e) Eneontre os valores exatos das eoordenadas v em (h). 


ENFOCANDO CONCEITOS 


41-42 Esíes exercfcíos tratam da elipse girada C de equa^ao 

2 2 , 

.r - x v + y -4. 


41. Mostreque a reta v = x mtersecta C em dois ponlos Pc Q c 
que as retas langenies a em P e Q sáo paratek-is. 

42. Provc qtie, se Picu h) á uni ponto em C. emáo também 
Q{-a, -b) é um ponto em C e que as retas tangentes a C 
por P e Q sáo paralelas. 

43. Encontro os vafores de a e b para a curva dc equagáo 
xy + af - h paraquc o ponto(1, ]) cstejanogrüíico dessa 
curva e para que a reta tangente em {L 1) tenha a equa^áo 
4.v + 3y - 7, 

44. Em que ponto(s) é a reía tangente á ctirva y* = 2v" perpendi- 
cular á reta ,v + 2y - 2 = 0 ? 


33, a A - t A = 6 a 2 n da/di 34, Q'li + Qv = 5; dtddv 

35. í/'cí)" + h~},~ = 1 («, h constaiUes); dw/dl 


36, v - sen x; dx/dv 

t r 


37. (a) Use o rceurso de trciear gráficos implícilos de um CAS para 
esboíar o gráftco da cquaqáo y 4 + y' = v( v - I), 


(b) Use dcriva^ao implfcita para ajudnr a explícar por que o 
grálico em (a) náo tem retas tangenles honzontais, 

(c) Resolva a equayáo y + >” = x(x - I) pata ,v em lennos de 
y e explique por que o gráfico em (a) consiste em dtias 
parábolas. 


[c]38. As curvas com equacoes da forma y 2 = x{x - a)(x - h), nas quais 
a < b sáo ehamadas de cúhicas hipartidas. 


045. (a) Use o recLirso de mu¿a: gráftcos ímplfcitos de um CAS para 
eábo^ar o grálico da curva C cuja equagáo é ,v - 2xy + y = 0, 

(b) Use o gráfico de (a) para estimar a coordenada x de um 
ponto do primeiro quadrante que está em C e no qual a reta 
tangente a C é paralda ao cixo .U 

(c) Encontre o valor exato da eooidenada x em (b ). 


[c]46, (a) Lfse o recurso de tráQár gráfieos implícilos de uin CAS púra 
esboqar o grálico da curva C cuja equagño é x - 2xy + y' = 0, 

(b) Use o gráfico de (a) para dar um palpite sohre a coordena- 
úax de um ponto do piímciro quadrantc que está cm C’ c no 
qual a rcta tangentc a C é paraída á reta y - -x. 


(c) Usc derivagao implíciíü para verificar a conjectura cm (b). 
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ENFOCANDO CONCEITOS 


47, ('i'O Líse Ge ometria Ana \ ít i ca para encont rar ast equa^oes de 

duas reras pda origcm qnc sao tangcntes ao círculo dc 

"T T 

equagáo + “ 4x + y“ +3 = 0. 

(b) Use derivaíáo implícita para encontrar as retas solicita- 
dás ent (a), 

48, Encon tre as equu^óes de duas reta s pcla or i gem que sáo t an - 
genies ii elipse de equagao 2.v~ - 4.v + v' + l = 0. 

4*>, Sejam a. h ec constantes, com /> ^ (X c seja r um número 
racional náo-nulo, Use derivagáo implfcita paia inostrar que 
a reta tangente á curva av' + by = c em (.v n , y lh ) é dada por 
m;, x + hy it y = r . 

50, Prove que, para qualquer nuniero raeional náo-nulo r, a 
rcla tangcntc ao gráíico dc x + _v r = 2 no ponlo (1, I) lcm 
inclina^áo -!. 


51, E nc On tre dy/dx se 

2yV + r\v = 1 c 


dt 

dx 


1 

COS 1 


SX (a) Mostre qucj(x) - x A: ' 6 difeTenciávd em 0, mas nao é duas 
ve/es diferenciável em 0. 

(b) Mostre que f(x) - x'" ’ é duas vezes di lerenciável em 0, ma$ 
náoé trés vezes difcienciável cm 0. 



Encontre o cxpocnte k tai qne f(x) = x k é n - 1 vczes dife- 
icnciávcl em 0, mas náo n vezes difcicndável cm 0. 


53-54 Enconlre todos os valores radonáis dc r, tais quc v ~ x r 
saüsfaga a equaqáo dada. 


53, 3x/y H ' + 4 xy — 2y — 0 54. ló.sr y" + 24.v_v' + y — 0 


55-56 Dizemos que duas curvas süo oríogonais se stias retas lan- 
gcntcs lorcm perpcndicuiarcs em cada ponto de intersccqáo, c 
dizcmos quc duas famílias de curvas sao trajetórim ortogonais 
umu da ouíra se cada membro dc uma famíüa for ortogonal a cada 
membro da ouLra. Essa tcrminologta é usada nesies excrcícios. 


55, A Figura Ex-55 mostra alguns mcmbros típicos das famíiias 
dos círeulos x r + (y - c) 2 = c (curvas cscuras) e (x - kf + y' = A r ' 
(curvas cinzas). Mostre quc cssas cui vas sáo irajetórias orto- 
gonaís uma da ouiot. [Sitgestciú: Para as rctas langentes serem 
perpendicvilares em um ponto dc intersecQáo. as inclina^oes 
dessas retas tangentes devem ser recíprocas negalivas uma da 
outra,] 


56. A Figura Ex-5ó mostra alguns membros típicos das famflias de 
hipciboJes vy - c (curvas prctas) e x : - y '- k (curvas cinzas), 
ondc c x 0 c k ■■?■ 0. Use a sugestáo do Excicício 55 para mos- 
trar que cssas famílias sáo trajetdrias ortogonais uma da outra. 


ky 



Figura Ex-55 



Figura Kx-56 


I/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCiOS DE COMPREENSÁO 4.1 


1. (a) 


2. (a) 


dy 

~dx 

dy 

dx 


\ x m (b) ~~r~ 
3 dx 


dv 4 m , , 

- = (c) — 

3 dx 


= -(4jt - ir w (d> — = -ak^s^x 
3 dx 5 k 


dy 


1 


§m..m-~*- m - 

3.v dx 3 


4/3 


V 


3.v 


3.v 


3. 00 


d V 2_v 


dx 


+ 3 y 1 


v . dv 

(b) 


COS X cos V 


dx sec~ v + sen x scn y 


4. V = 2 - v 


5. 


d 2 x 


dx 


.2 


— scc ? y tg y 


4.2 DERIVADAS DE FUNgÓES LOGAñÍTMlCAS 

Nesra se{áo obteremos fórmulas das dermulas defmiydes logarítmicas e explicaremos por 
que , em Cálcuto, a j'imcao logantmo naiitral é prefenda em detnmemo dos logantmos de 
outras bases. 


M DERfVADAS DE FUNpÓES LOGARÍTMICAS 

Esíabclcccrcnios qucffx) - ln .v c diicrcnciável para x > 0 uplícíimki íi dciiniqáo dc derivada 
a/( v). Para calcular o limitc resuliantc, utilizaremos o fato dc quc ln x ú contínua ctn a > 0 
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(Exemplo 2 da Seqáo 2,6) c também que 0 limite 

lini (I + v) ]/v ~ é (]) 

13 0 

Esse limite pode ser obtido dos liniites (7) e (8) da Segáo 2.3 fazendo a subsiiiuígao v - ]/x 
e usando o fato de que v — > 0 + quando jv — * + oo e tí —> 0' quancío x — > - íxj. Isso produz dois 
liniites laterais que f juntos, implicam (1) (ver Exerefcios 71 e 72 da Scqao 2.3), 


— [Injr] = lim 

dx h -> 0 


ln(jc + /() — ln x 


1 


= lim - ln 
h ^0 h 


h 

x + h 
x 


íi„('i + * 

A—5-0 /í \ 

= Iim — 3n(] + v) 

l'Jf 

t I 

= — lim — In(I + u) 

X u->0 V 


I 


= - lim ln(1 + u) I/l ’ 

JC u-*Ü 

= — ln I"lim (1 +w) l/ d 
x Ltf —> o J 


= — In e 
x 

I 

X 


A propríiidade do quodcmo dos 
Jogjriiiiiíís iioTeorema I .Cu2 


Síja i? - h/x e noto que 
v -> 0 quíindo /i —> 0 


.v esEá liso ne&sa corita, portanlo \fx pcde 
ser riovido alravés do sinal do limile 


A propiiedade da potÉnda dos 
logaritJinos doTeorema 1.6.2 


]« .v é cónlfiHij em (0, +cc). portiinto pKXlémOs 
oiovero limite alravés do símlxalo da fuiisulo 


Pois In é* ~ I 


Assim. 


— [Jn .vj — > 0 

dx x 



Uma fórmuta da derivada da fungáo logaritmo gcral log t .v pode sci’ obtida dc (2) usando a 
Fórmula (8) da Segáo 1*6 para escrever 


Seguc disso que 



1 n x 
In h 


I n h dx 


[ln.vj 


d_ 

d^ 


[logfr.r] 


I 


x In b 


A J > 0 




y = ln x eom reias tartgeiites 


Observc quc. demrc todas as possíveis bases, a basc b = e é a que produz a tormula mais 
simplcs para a dcrivada dc log^ a. Essa e uma das razóes pclas quaLs o logaritmo natural é 
prefcrído aos outros ém Cdlculo. 


► Exemplo 1 

(a) A Figura 4,2.1 mostra o gráfico de v - In x e suas relas tangentes nos pontos ,v - I ? 
U 3 e 5. Encontre as inclinagoes dessas retas tangcntes. 


Figura 4.2. J 



O enlEtco de y — tn x tem alguina reta tangente hori/ontal? Use a derivada de ln x 

<%.- K S_- *i_- 

para justificar sua resposla. 
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Solugdo (a ) A panir dc (2) t as inciinagoes das retas tangentes nos pontos \ , 
1/a = 2, 1 , | e L respeeLÍvumente, o que eslá de acordo eom a Figura 4. 2. L 

I. ■' V 


L 3 c 5 sao 


Solugáo (b) A partir do gráíieo de y - In .v t náo parece haver qualquer reta tangente hori- 
zonlal. ísso é confirmado pelo lato de que dy/dx = \fx nao é igual a zero para qualquer valor 
rcal de .r, < 


Se // for uma lungáo difeienciávd de x e se u(x) > 0, eniáo a aplieaqáo da regra da cadeia 
em (2) e (3) produz as seguintcs fórnuilas generalizadas da (Jerivada: 


d_ 

dx 


[In if ] = - * 
u 


du 



dx 




I 

u I n b 


du 

dx 


(4-5) 


► Exemplo2 Eneontre — [ln(.r 2 + I)]. 

dx 

Sohigao A pardr rle (4) eom u = 1, obtemos 


—lln(x 2 + 1)! - 
dx 


1 d , 2 . n 1 

* :■ ■ ~r~ I v + M — "~T~r 

x 2 +3 dx x- + ] 


2x — 


2.v 


+ I 



Quando possíveL as propriedadcs dos logaritmos do Tcorcma 1.6.2 dcvcm ser usadas 
para converter prodmos, quoeiemes e expoentes em somas, díferen^as e nuiliíplos dc cons- 
tantes, antes de dííerenciar unia fungáo envolvcndo logaritmos. 


► Exemplf>3 


d 


d ' 

dx 

lv/1+.+ J 

1 

i — 


1 

2 In x + ln(sen x) — — ln( I + x) 


1 


2 cos x 
x sen A' 2(! + x) 

2 1 

= -+COlgJC - —— 

x 2 + 2x 


A Figura 4.2,2 mostra o gráñco dc f(x) = ln [v|. Essa fun^áo é importantc por "cstcnder” 
o domínio da fungao logarítmo natural no sentido dc os valores de In |a| c In x scrcm ok mes- 
tnos para ,v > 0, mas In \x\ eslá dcdnido para todos os valores nño-nulos dc cnquanto In T v só 
cstá dcfmido para valorcs posítívos dc v. 



Figura 4.¿1.2 
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A derivada do ln \x\ para jc 0 podc sci’ obtida consíderando os casos x > 0 c .v < 0 sc- 
puradaniente* 


Caso x >i\ hfesse caso, |.v| = .v; logo 

d d I 

— Un Uc|J = —lliurl = — 
í/a j dx x 

Caso x < 0 Ncsse caso, \x\ - - v; logo, a partír de (4), temos 


■7-fln W1 = = —i — 

clx dx (-x) dx 


4-i-x}=- 

X 


tima vez que resulta a mesma fórmula eni ambos os casos, mostramos que 

-=[ln \x\] — — se x^ 0 

ílx x 



► Exempio 4 A partir de (6) c da regra da cadeia, 

d 1 d tos x 

— [Jn | scnAdl = —— ■ — [sen a | — -= cotgA < 

dx senA dx sen a 


■ DIFERENCIAQÁO LOGARÍTMíCA 

Considcremos agora uma tdcnica chamada diferenciagdo (ou derivacao) logarítmica, que c 
útil para derivar funqoes compostas de produtos, quocíentes e poténcias. 


► Éxemplo 5 A derivada de 


x * 1 í/lx - 14 
(1 4- *-) 4 



6 rdativamente diiYeil desercalculada díretamente. Contudo» se prímeiro tomarnios o logarit 
mO natural de ambós os lados e, enlao, üsumms suas propriedades, podemos escrever: 


In v = 2 Ín x 4- 1 ln(?A - ] 4) — 4 ln(l + x 2 * ) 

Diferenciando ambos os lados em reiagao a.v, resulta 

I dy _ 2 7/3 &a 

y dx x lx ^ ! 4 ] + x 2 

Assi m, resolvendo para dy/dx e usando (7), obtemos 


dy _ x 2 </lx - 14 (2 1 8.v ~ 

dx (i 4- -í J ) 4 [x + 3x -6 1 + x 2 _ 


Conno In v está definsda somente para v > 0, os cálcolcs no Exemplo 5 sáo válidos somonte para x > 2 
(verifique). Contudo, como a derivada de In y é iguaE á de ln [+ e como ln [v| está definida tanto para y <0 
como para y >0, segue que a fórmula obtida para dyidx é válida taoto para x< 2 como para j > 2. Ein geral^ 
aempre que obtsvermos oma derivada dyfdx por derivagáo logarítmica, a fórmula da derivada que resultar 
aerá válida para todos valores de x para os quais y >' 0. Nesses pontos também poderá ser válida, mas isso 
oáo pode ser garaotido. 
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■ DERIVADAS DE POTÉNCIAS 1RRACI0NAIS DE x 

Pela Fómiula (\5) da Segao 4.1, sabemos que a fórmula de difereneiagao 


d_ 

dx. 


|V] = rx 


r— I 


( 8 ) 


6 váíída para valores radonais de t\ Agora usaremos a diterenciagáo logarítmica para rnostrar 
que essa fórmula 6 válida r for qualquer número real (racional ou irracional). Em no$SO$ 
cálciilos, vamos supor que x é uma íuugáo diferencíável e que as leis conhecidas dos expoen- 
ics sfio válidas para os cxpoentes rcais. 

Seja v - x\ onde /■ c uni número real. A derívada dy/dx pode ser oblida por difereneia- 
gáo logaiitmicacomo seguc: 

ln |>'| — ín |A r ¡ = r In |a | 

d d 

—iln |} ? l! = ~[r ln \x 


d x 
] dy r 

y dx x 

dy r 
dx x ^ 


dx 


—x r = rx 1 


► Exerrtplo6 

d 


dx 


[a: 1 | = JTX 


. jT— ] 


~[x'-] = v 2x \ ~{x r ] = 

dx dx 


ex 




EXERCÍCJOS DE COMPREENSÁO 4,2 [Verpágirta 248 para respostas.) 


*$ 

1, A cquagao da rcta tangente ao gráfico dc y - lti x em x = e 

3, Usc dcrivagáo logaiítmica para encontraf a dcrívada dc 

é 

2, Encontre dyldx. 


y-V + 1 
/('•) = TF= 

■V-V — \ 

If 

Í5 

cn 

_c 

II 

í-*. 

(c) y = ln+7 

(<!) )' = log(l/|.x!> 

A r !u(l+/í) 

4. Iim -- = 

EXERCÍCIOS 4.2 


h Ü /j 


1 -26 Encon t rc dytdx. 


I, v = ln 5\ 

X y - ln ¡ 1 + x\ 
5 , y = ln |.v 2 - I 


7, y = En 



9, y - In x 2 
11 . >'= Vlii x 


13, y = jclmr 

15, y = x 2 log ? {3 - lv) 


2. )■ = !n - 

4, y = ln(2 + */x) 

á, y = In \x' - 7v 3 - 3| 

v , 1 + x 

8. v = En - 

I - X 

10, y = (liiA) 3 

12, y = ]n 

14, y = jr' t lmr 

i(í, >■ -.viiogj(,r-2v)f 


[ + log X 
19. y — ln(ln jc) 

21, y = ln(tg x) 

2X y = cos(ln x) 
25. y = lüg(sciT x) 


18, y = 


x 

1 + log x 


20, y — ln(ln(ln .r)) 


22 , y = Ín(cos .v) 

24, y = scn"(ln x) 

■) 

26. y - )og( t - scn" x) 


27-30 Usc o método do ExempJo 3 para ajndar a efetuar a deriva- 
gáo índicada. 


27. ~\M(x - ])Vh-1) 4 )I 
dx 

1 

28 , J _ [[n{(cos 2 x )v' 1 + a 4 )J 
dx 
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29* 


dx 


In 


COS .V 


JA — 5x 2 m 


— 

dx 


in 


*x - I 

7TT 



31* v = jl- Vl + x 2 


Jx — I 

“ r -Í7 


33* v = 


(.V 2 - : 8) !/ Vjc 3 + 1 
,v 6 - 7.v + 5 


34. v = 


+ I 


sen .v cosa" tg ■' a 




í/v 


35* Enconirc fXx) se f{x) = x' 36* Encomre —— sc v = 


37* Encoíitrc 


d: 


v 


- d EO 


X 


(a) -p[log r e] 
dx 


(b) — [log,2] 


dx 


44. E x pl ique por que o pon io do c orte no c i xo v d a rcia Ííi ngcnle 
á curva v — ln x dex'e ler unia unidade a menos do que a co- 
ordcnadn v do ponto dc tangcncia, 

45. Encom re u ma fórrnula para a área A ( w) do t ri un gu 1 o del i m i - 
iado pela reia tangentc ao gráñco tie v = ln x em P(w. In «;), 
a reta hori/omaí por P e o eixo v. 

46. Enconire uina fdnnuUt para n área 4(ti;) do Lriangulo dclimi- 
lado pela reta langente ao gnílko de _v= In ,v' em P(w, ln ur), 
a reta liorizonlal por P e o eixo y. 


47, Veritique quc y = Jn (.v + e) satisfnz dy/dx - e \ com y - I quan- 
do x = 0. 

4fj* Veriliquc que y = -3n(c' - x) satiftfaz dy/dx = com y = -2 
quando x = 0. 


38* Encontrc 
c/ 

(a) -Tytog u/.o^’J 


(W /g'Ogílnr!^ 


49* Encontre uma íttncao/tal que y ~f(x) satisfaz dyídx = e x com 
y = 0 quando x = 0. 

50. Encontne uma ftin^Io/tal t]uc y =/(,v) satisfaz /vMv = e\ com 



41* fix) = ln(-v); x 9 = -e 


ENFOCANOO CONCEITOS 


42, f(x) = ln|4; Jf 0 = ~ 2 


rí . , .. 1n(e 2 + Aa) — 2 Jn w 

51* (a) lnti --- (b) lim -- 

¿i.x—f' 0 A.V vt ] U? — I 


43* Hnconlrc a cquagao de uma rcia pcla origcm quc scja tan- 
gentc ao gráíico üc y — 1 n ,v. 


„ / v r ki(cos-v) 
s2* (a) Iim ■—-- 

x —> 0 X 


(b) lini 

h-*i) 


(i + /j) v/2 ~ i 


h 


53* Modifiquc a dedmjíio da Equagao (2) para obtcr outra prova da 
Eqnaqáo (3)* 


^ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 4,2 


X 


i* y = — + I 


¡ dE±ir_ 

#¡=U2C* 


dy r~ fi. t íty i a v 
2. (a) f- = (b) — = - (c) — 

(JX ÜX . 1 ' dX 


dy 


dv 


I dy 

(d) -f- 
2x dx 


1 


+ 1) 3{,v — I) 


4* I 


i 

.TíiTTó 


4,3 DERIVADAS DE FUNQOES EXPONENCfAIS E TRIGONOMÉTRICAS 
[NVERSAS 

Nesta se<y.ao y estabeleceremos condiyoes sob as quais a inversa de uma funyao injetora 
diferenciáve/ também é diferenciáve/ e mostraremos como aderivada de ttmafun^áo injetora 
pode ser usada para obfer a derivada de sua inversa. Ísso nos permitirá obter fórmuias 
para as derivadas de fumydes exponenciah a partir das fórmidas das derivadas das fiuuyoes 
logantmicas e fórmuias para as derivadas de fuuyoes trigonométricas inversas a partir das 
fónmtlas das derivadas de funeóes tngonométrícas* 


Ver a Segao 1.5 para uma revisáo de 
funcoes injetoras e invcrsas. 


Nosso primeiro objetívo nesia seqáo é esrabelecer condíqoes sob ns quais a inversa de uma 
funqao injetora diferencíável lambém será diferenciável. Geomeiricanienie, uma funqáo é 
diferenciável naqueles pontos em que seu giáíico tem uma reta tangeme náo-vertica] e, como 
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Retas horizontais se 
refletern em ratas verticais 


Fiííiira 4.3,1 



o giáfico dc y é a rellexao do gráfico dc y pela retay = x> decorre que os ponios 

em quc/ nao c clifeicncnívcl sao rcílcxocs dos pontos cm quc o gráfico de/tem uma rcta 
tangente hori/ontal (Pigura 4.3,1). Enunciado algcbiicamcnlc./”' dcixa de ser difcrcnciável 
em um ponto (/;, a) dc scu grálico se f'ía) = 0. 

Supondo quc /seja difcrencíávci no ponto («, b) c quc f f (a) s 0, tcntenios cncontrar 
uma relacáo enire a inclina^áo da reta tangente no ponto (¿r, h) do gráfico dc/c a inelina^áo 
da reta tangente no ponto (h, a) do gráfico de/ c . Sabemos que a equaqao da reta tangente ao 
gráfico de/no ponlo («, h) é 

y ~h - f(a)(x - a) 

Uma cquaqao da refiexáo dessa rcta pela retay - x podc scr obtida pda troca de x por y, por- 
tanto. segue que a reta tangente ao gráficode/” 1 no ponto ( b, a) c 

x -b- f(a)(y - a ) 

quc podc ser reescríta como 

1 


v - a = 


™ ¡ . ■ j 

Essíi cquai¡'ai) di/. quc a índinai'ao (f )(b) da rela tangente ao gráfieo de/ no ¡xmto (b, a) é 

1 ... . , . . I 


f'(a) 


(x - b) 


."1 


(f Y(h) — ■-- ou t cquivalcntemcnte, (f~ Y(h) — 

f(a) 


f(f-Hh)) 


(Figura 4,3.2). Resumindo, temos o resuitado seguinte. 


4,3,1 TFOREMA (Diferenciabilidade da Fungáo Inversa) Suponha que odommiodc 
liinafnngáo f seja um intervaio aherto í e que fseja diferemiúveí e hijetora nesse iníerva- 
io. Enklo, f é diferenciávei em quaíquer ponto da imagem defno c/nal f'(f É (x)) ^ 0 e 
sua derivada é 


4 -\f ,, 

dx f(j '(x)) 



A Fórmuia (1) pode ser expressa de uma forma menos ímponentc íntroduzindo a vari- 
ável dependente y = f~\x) e reescrevendo essa cquagáo como x =f(y). Os dois lados de (1) 
podem enlao ser escrifos como 


d 


S/ _, (.OJ = 


dy 

dx 


1 


i 


1 


c 


/'(/’’ (■*)) f f (y) dx/dy 


Assim, obtemos a scguintc versáo alternativa da Fórmula (I); 


dy = i 
dx dxldy 



► Exemplo 1 Confirme a Fórmula (2) para a funqáo/ú) = x h + 1, 


Sohtqao Mostramos na Scqáo ] .5 que f resoivendo y —/(.v) = x* + ] para x cm temios dc y, 
obtemos x=f \y) - ty'y — 1. Assinu 


y- = -—[X } + 1] = 3.V 2 
dx ax 


dx 


d y dy 


- I] = 


— [(y- l) ,/3 ] = -{> - 1) 
d v 3 


I 


-m 
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A V 



Figura 4.3.3 O grííico dc uma fun- 
cHo cresccnte t>u decrescente é cona- 
do no ¡niíximo uma ve/. |5or quaiquer 
retíi hori/ontíil. 


Em geral. uma vez estabelecido que 
/ é diferenciável. temos a opgáo 
de calcufar a derivada de/" 1 ou pelo 
uso das Fórmulas {1J ou ( 2 ) ou r en- 
táo, por derivagáo ímplícita, como no 
EKemplo 2 . 


Suhstituíndo, agora, a: “ g /y - I na cxpresslo dc 

dy 


— 'ií -fd 


dx 


dyídx, obtcrnos 
í 


y - I ) 2 = 3(v - 1) 2/1 = 


dx /dy 


que confirma a validade dc (2) nessé caso. < 


M FUNQÓES CRESCENTES OU DECRESCENTES SÁO INJETORAS 

No Excniplo I, eonscgtiiinos cncontrar tima fórmula cxplícita para/ ~ : rcsolvcndo a equaqao 
v ™ f(x) para x em tcrmos de y. Contudo ? a vcrdadeira importanciadas Fórirmlas (1) e (2) apa- 
rccc nocasocm quc sabcmos quc/c uma funqao direrenciávcl injetora mas nao conseguiinos 
resolver v —fix) para x em termos de v. iNesse caso t podemos usar a Fórmula (1) ou (2) para 
obter propriedades de/ 1 sem lej rnos uma fórmula explicita dessa inversa. Nosso objetivo é 
desenvoh er um leorema que nos pemiita fazer isso. 

Se o gráfico de uma funqao/é sempre crescente ou sempre decresceme no domínio de 
/’ cntáo uma rcla horizontal cortará o gráfico de/cm no máximo um ponto (Figura 4,3.3), 
de modo que/devc ter uma funqáo inversa. Uma mancira de vcrifkar sc o gráfico de uma 
fungáoécrescente ou dccrcsccmc em um intervaloc examinando sua inclinagáo. Provaremos 
no próximo capituío quc /é crcsccntc cm qualqucr íntervalo no quaí f f (x) > 0 (pois 0 gráfico 
tein inclinagáo posiliva) e que f é decresccnte em qualquer inlervalo no qual f r (x) < 0 (pois 
0 gráfico lcrn ínclinagáo negativa). Essas obscrvagocs ínluilivas, junto com o Tcorema 4.3.1, 
sugereEtí o teorema seguinle, qne enuneíamos sent prova formaL 


4.3*2 tjorema Suponha que o domfnio de uma fungdo f seja um hitervab aherto 1 no 
qual f r (x) > 0 oit no qaal f f (x) < 0. Entdofé injeiora,f (a) é diferenciúveí em cada valor 
x da imagem defe a derivada de f~\x) é dada pela Fónmtia ( I). 


► Exemplo 2 Consídere a firngáo fix) = + + x + I. 

(a) Mostrc q uc / é injeto ra n o i nter v a 1 o (—oo, + oc). 

(b) Mostrc que/ 1 é dífcrcnciável no íntervalo +cx>). 

(c) Bncontrc uma fórtnula para/ ! usando a Fórmula (2). 

_ ■ 

(d) Encontre uma fórmula pa raf usando derivagáo implíeita. 


Soltigao (a) Como 


f(x ) = 5.1- 4 + 1 > 0 


para todos os valores reais de a, segue pelo Teorema 4,3.2 que/é injetora no intervalo 
(“OO, +oo). 

Sola<:áo (b) Como/ é um polinómio dc grau ímpar, sua Ímagem é (-oo, +oo). (Por qué?) 
Assim, segue peloTeorema 4,3.2 que/” 1 é diferenciável no intervalo (4oo, +oc). 


Soíucao (c) Tomando >*=/ \x)> obtemos 

= f(y> = y 5 + y +1 

do que scgue que dxidy - 5y 4 + 1. Entao, pela Fórmula (2), 

dy 1 1 


(3) 


(4) 


dx dx/dy 5y 4 -f I 
Como náo sabcmos rcsolvcr (3) para y cm tcnnos de \, prccísamos dcixar (4) em lerrnos dc y 
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Na Sefáo 1.6 alirmamos que t — t é 
a única base para a qual a indinaíáo 
da reta iangente á curva >■ - t/ 
qualquer ponto F da curva é a coor- 
donada >■ F |v&r página 68). Vertli- 
que ossa aírrmaéáü. 


Sofugao (d I Dilcrcnciando-sc (3) ímpliciiamerttc cm rciaQao a x, resülta 

7-Uí= “-[/ +>H- 1] 

cix ax 

¡ =(s/+ i A 

dx 


dv 


dx 5 v 4 + ! 


que cstá dc acordo com (4). < 


M DERIVADAS DAS FUNpOES EXPÜNENCIAfS 

Nosso próximo ohjciivo é mosirar quc a funqao exponencial geral b' (b > 0, b + 1) é difercn- 
ciávcl em toda partc c enconírar sua derivada. Para isso, usarcmos o i'atodc quc b x é a itiversa 
da Í unQao f(x) = Iog¿ x. Vamos supor quc b > 1 e dcixar o caso em quc 0 < b < ! eomo uin 
exercfcio [Exei cício 6(d)] + Com essa hipótcsc, temos in b > 0 c, portauto, 

f {x) ~ “flog/. x] = —!— > 0 pára todo x no íntervalo (0, + oo) 
dx x I n /; 

Segue do Teorema 4.3.2 quc/” ] (jc) = b y c difereneiável cm cada x da imagem d vf(x) = log, x. 
Mas, pcla Tabela 1A3, sabemos quc a imagcm dc log ft x c (-oo, +oo); portamo, cstabclccc- 
mos quc // 6 diferendávei em toda parte. 

Para (.>btcr uma fórmula para a dei ivada dc t>\ recscrevemos y = f/c omo 


x = y 

c díferenciamOxS impücitamemc usando a Fórmuia (5) da Seqáo 4.2 para obter 

I I dy 
y In b dx 

Resolvendo para dyfdx c substituindo > por b\ obtemos 

dv 


dx 


— v ln b — h in b 


Assini, toi mostrado que 


— [b x ]=b x \ab 
dx 


(5) 


No caso especial em que b - e, teinos ln e - 1; assim, (5) torna-se 


—M = ff* 
dx 

Alcm disso, se u for uma íungáo dilcrcncíávcl dc r, ciuáo tcm-sc a panir dc (5) c (6) quc 


( 6 ) 


d du 

- [//] -b lt In - 

dx dx 


d , „ du 

— [k" ] = e“ • — 
ax ax 


(7-8) 
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É irnporiante distinguir emre a üenva- 
da de uma funijáo expünencial h x (ex- 
poente variável e base constante) e 
uma luncáo poténcia x (base variável 
e expoente oonstante). Por exemplo, 
compare a derivada 

~|.í 3 I = 2x 

f/.T 

com a derivaría de 2 1 no Exemplo 3, 


► Exemplo 3 


üs cálculos a scguir usam as Fórmulas (7) e (8>* 
d 


dx 


[2 X | = 2' r ín 2 


~[e 2t ] — e 2x ■ — f—2 a - 1 = —le^ 
dx dx 


d _ x a 


dx 

d 

dx 


[e x ] — e x ■ -^[x*] = 3x~e 


* + 


dx 


[é> cosa ' | = f> 


cos x 


dx 


[cos,í] - — (sen x)e 


cos 


Fungoes da forma /ÍA) - u \ em que u e v sáo fungoes náo constantes de a j , náo sáo nem 
íungoes exponenciais nem fungdcs potencias, Fungdes dcssa tbrma podcm scr dcrivadas com 
der í vagáo I Ogarftm i ca. 


► ExempSo 4 Use derívagáo logarftmica paraencontrar “L(.r _ + I)*" 


Solugáo Tomandoy - íx" + 1 /' r t obtemos 


In y = 1it[(jc 2 + 1)™] = (senx)ln(x 2 + I) 


Dcrivando ambos os lados cm relagao ar, obtemos 

I ( j y C¡ 

— — [(sen a j ) In (x 2 + i) ¡ 


Assim, 


y dx d x 


— (sen x) 


I 


A 2 + I 


) + (cosx) in(x 2 + I) 


dy 

dx 


= >’ 


Zvsenx , ■> 

+ (cos.v) ln(..v + 1) 


x 2 + ! 


= (x 2 + 1) 


sen x 


2x sen x 
a j2 + I 


+ (cosx ) ln(x" + I) ^ 


] 


■ DERIVADAS DAS FUNQÓES TRIGONQMETRIGAS INVERSAS 

Para investigar a diferendabíiidade das funcoes trigonoinétricas ínversas e para obter as fór- 
mulas de suas derivadas, utiiizaremos algmnas das idemidades dadas nas Fórmulas (10) a 
(16) na Secáo 1.5. Em vez dtí memorizar essas identidades, recomendamos uma revisáo da 
"técmea do triángulo 15 quc foi usada em sua obtengáo. 

Comecemos investigando a di ferenciabilidade da fungáo arc sen x. Tomando/(.v) = son x 
(~7iI2<x< Jií 2) t scguc doTcorema4.3.1 quc/"'(.v) = árc scnxscrá dífercnciável cm cada ponto 
x em quc cos (arc sen x) 0. Isso é equivalci+e u condigáo 

, 7T 71 

arc sen .v t= — c arc sen x 3= — 

2 2 


dc modo que arc sen xc diferendávcl no intervalo (~U 1)- 
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Obs&rve que arc sen ,v só é diferenci- 
ável no íntervaio (-1. u, mesmo que 
seu domíeio seja | -a, I]. [sso ocorre 
porque o grálico de >■ - se« x íem re- 
tas taogeníes hqrizontais rtos pontos 
(tt/2, ]) e (~jrf2, -\), de modo que o 
gráfico de arc sen x tem retas tangen- 
tes verticais em.i - LL 



VI - ? 


eos íarc scn x) — Vl -.v' 


Figura 4.3,4 


Uma derivada para are $en x em (-1, 1) pode ser obtida usando u Fórmula (J) ou (2) 
ou, entao, derívando implicitamoiite aequagáoy = urc sen x\ Utiliíaremos esse mctodo, Re- 
escrevendo a equaguo y = arc sen x como x = sen y e derivando implicitamente em relagáo u 
x, obtemos 

d , , d 

j-UI = —-Lscnyl 
dx dx 

. dy 

] cos V ■ — 
dx 


d v 


I 


I 


dx eos y co.s(are sen x) 

Aid este pomo, l'omos bem-sucedidos em obler a derivada; porém, essa fórniula de derívada 
pode ser símplificada aplieando-se a identidade indicada na Figura 4,3.4, rcsultando: 

dx 1 


dx yrr 


Assim, mostramos que 


d ! 

■—-farc sen x I — , 

dx 


(-1 < x < I ) 


Mais geralmenle, se u for uma fungáü difereneiável de x t entáo a regra da cadeía produz a 
seguintc versáo generalizada dessa fórtnuia: 

d I du 

— |urc sen u J = -- —- (“I < u < í) 

dx Vl - ii- dx 

O método usado para obter essa fórniula pode também ser usado para obter fórmulas genera- 
lizadas de derivadas das dcmais fungocs trigononiétricas inversas, A seguir, aprescntamos a 
lista completa dessas fórmulus, cada uma dus quais váüda no domtnio natural da fungáo que 
multiplica dtddx. 


d I du 

—larc sen u] = , — 

dx dx 


d ] dn 

“[arecos u] — — ■ ■ - — 

dx sfl-u 2 dx 


(9-10) 


d 

~dfx 


[arctg u 1 = 


1 du 
\ + u~ dx 


dx 


[arc eolg u] — 


l du 


I + u ~ dx 


(11-12) 


d l du 

—rare sec «1 —- ,_ — 

dx \uWit 2 - f dx 


d r , i 

—[are cossec u\ — -- 

dx \u\yfli 2 - I dx 


du 

— (13-14) 


► Exemplo 5 EnconUc dy/dx se 


■.. v , 


(a) y = arc senú ) 


(b) v = arc sec(/) 


Solu^áo (a ) A part ir de (9), 

dy 


d* \/! - ( v í ) : 


*> 3.v 

(3a 2 ) = 


v/'nrL 


Solugao (b) A partir dc (f3), 

d v 


(e x ) = 


dx e 1 J(e x ) 2 - 1 y/e 2 * - 1 
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EXERCÍCÍDS DE COMPREENSÁO 4»3 (Verpágina 256para respostas.) 


1. Suponha que uma fungao injetora/tenha uma reta tangenie 
v - 5x + 3 no ponto (J, 8). CalcuJe (f l )/S). 


2* Em cada caso, usando a dada derívada. detennme se a fim^ao/ 
é Ínvertível. 


(a) Av) = r+ I 

(c) f\x) - sen .v 


(t>) f(x) = X 2 - I 
(0) f'(x) = y + arc ig ,v 


3. Cúlcule a dehvada 
<a) — íCl 




(b) — f7'¡ 


(c) 


fCOS(í rf I ) | 


(d) 


¿ 7a 


.J.v-2 


I 


c/u í/.V 

4. Sejajiv) = < >P ' ' J . Use /’/v) para verífícar se/é injeiora. 


EXERCÍCIOS 4.3 Recurso Gráfico 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1* Seja/u) = .í' + ..ú + u. 

(a) Mostre que/é i njctora c con finne que/t 1} - 3. 
(h) Encontne (/ -1 /(3). 

2, Sej a/l.v) = x + 2é\ 

(a) M ostre que/ e i nj etora e e on fi i rrle q ue /(0) = 2. 
(h) Eneomre (f V(2). 


3-4 Encontre í/" V(ej usando a Fórmula (!.) é conlira sua resposta 
derí vando d i retamente / 1 . 


3* J[x) = 2/(x + 3) 


4. /Cv) = In(2.t + 1) 



5, (a) /,v) - ,v" + 8.r+ l 

(b) /U) = 2r' + y + lc+2 

(c) /Cv) = Zí + seii x 

(d) A) = (4)" 

6, (u) /í-v) - .v’ + 3x 2 - 8 

(h) J\x) = A s + 8/ + 2v - ] 


(d) fix) = log^ v. 

0</j < 1 


7-10 Encontre a derivada de / 1 usando a Fórmula (2) c confira 

scu resuttado com dcrívacao Ímplicita. 


7. fx) = 5C + .e - 7 

9. /ú) = 2x' + C + 1 

8. A>) = lAr\ 

x>0 

10, fix) - 5..v - sen Zv, 

,T ,T 

“ 7 <jr < 7 

4 4 


11 -22 Encontre dyídx* 

r "íj 

n 

m 

P**N 

■TK| 

■íú 

II 

# 

ri 


13. y = AV T 

14. v = e Vl 



e x -e * 

15. y = - 

e x + e~ x 

16, y - scn (<?j 

17. y = ¿** 

18. y = -- 

In x 

19. y-f-*' 

20. y= exp(Vl + 5,v*) 

21. y = ln (1 ~xe~ s ) 

22, v = In (cos e) 

23-26 Encontrc ffx) pcla Fórrmila (7) c, cntao, por diícrenciacño 
logarílmica. 

23. f(x) = 2 X 

24. f(x) = y* 

25. f(x) = Jr™* 

26. m = * ít£T 


27-30 Encontre ¿/y/í/.v usando o método da diferencia^ifo loga- 
rírmica. 


27, v = (x - l.x f " 28, y = jt” 1 * 

29, y = (In jr) ls ' 30, y = (x 2 + 3)" 1 * 

31, Eneont rc f"\x) se /Uj = x 

32, (a) Expiiquc por que a Fónnula (3) nao pode scr usada para 

encontrar (dfdx)\x'] r 

(h) Encomre essa derivada por diferenciagao logaritmica. 


33-48 Eneontre dytdx. 


33. y- are sen (3.v) 

35. y= arc scn (l/.vj 
37. v = are tg (x) 

39. y = (tg.r)' 1 

41, v = e arc scc x 
43, y = arc sen x + arc cos .v 
45. y = arc sec x + arc cosscc x 
47, v = arc eotg (.^fx) 


34, v = arc cos 


x + I 


36, y= arccos(cos .v) 
38, y = arc sec(/) 

4«, v =— 1 — 

arc tg x 

42, y = ln(aTccosjc) 
44, y - .v"(arc sen. xf 
46, y = arc cossec(e ) 
48. y = Vare cotg x 


49. (a) Líse o Teorema 4.3.1 para provar quo 


— [arc cotg x¡ 
dx 


jc=0 


I 
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(b) Use a parte (a) aiuerior, a parie (a) do Exercício 50 na Se- 
9 Ü 0 1.5 c a regra da cadcia para mostrar quc 

d f I 

[arc cotg .r j — — 


f/u 


1 +jr 


para —00 < x < +co. 

(c) Conclua da parte (b) que 

[arc cotg u ¡ = 


I dit 


dx 


I + u~ dx 


para - x < u< +d<j. 


50, (a) Use a partc (c) do Exercício 50 ua Secao 1,5 e a rcgra da 
cadcia para mostrar que 

d 1 

“farc cossec Jtl ~- - ■ 

&x \x\VsT=\ 

para l < [v|. 

(b) Conduada parte (a) que 
d 

[arc cosscc nj — 


dtt 


dx 

para 1 < |m|. 


| u ¡ v'u- — 1 d x 



51, ..v' + x arc tg v ™ e S2. arc sen Uv) = arc cos (x - _v) 


ENFOCANDO CONCEITOS 


53. (a) Mostre qvie f(x) = x* - 3.v 2 + 2x náo é injet.ora em 

+ 00 ). 

(b) Encoritre o maior valor dc C tal que/c injctora no in- 
lervalo (~k, k). 

54. (a) Mostre quc /ú) = / - 2o ; ' nao é injctora ern (- 00 , + 00 ), 

(b) Eivcontrc o tnenor valor dc tai que /é injctora no in- 
Ecrvdo [A\ +no). 

55. Seja ytv) = ,v J ++ + 1,0 < x < 2 , 

(a) M ostre q ue f e i nj etora. 

(b) Seja g (.0 =/ ! (a : ) e dcii na / (a) =/2g (.v)), Encontre uma 
equagáo para a reta tangcnic a y = F(x) etn .v = 3. 

56. S^Av)+ + l-- v :> ..v>0. 

.V 

(a) M ostrc que/é Í nj e tora. 

(b) Scja i>(_v) = f' l (x) c dcíina F(x) = /í[gú)]‘). Encontre 

Ff (í)- 

57, Sejam /(,v) = c ; ' eg(,v)= e kl " Encontre 

p) /%') (b) g%) 

58, Encontre dyfdt se y = e 'fA sen wf + B cos onde A t B, X e tt> 
sao constantes, 

59, Eneontrc / ; (.v) se 



60. M ostre q u e, para q u aisq u er constantes A e k, as fungóe s y = Áe ' 
satistazcm a equa^áo dyfdt - ky , 

61. Mostre t|ue, para qtiaísquer conslanles A e í/. a lungao 

y = Ae 2,1 + ZÍ£“ 4a 


satislaz a cquacáo 

/ + 2/ - 8y = 0 

62, Mostre tpie 

(a) y = ,ve" L satisfaz a equaqáo uy' = (I “ x)y. 

(b) y — xe 'satisfa/ a equa£áo xy' = (t - ,v“)y 

63, Mostre que a taxa de variacáo de y = KH)c !l " L em relaíáo a ,v 6 
proporetonal a y. 

64, Mostre que a taxa dc variagSo dc v “ 3 íS ' L ' 1 '4' ^ ' em rela^áo a .v 
6 proporcional a y. 

65, Mostreque 

60 . . dy / v \ 

V = --- satisíaz ™ = r 1 - — ) v 

5 + 7i?“ ? dr V Kr 

para ccrtas eonstatites /■ c K „ e determinc o valor dcssas cons- 
lantes, 

■■ 66. Suponha que a populagao de hactérias aeróbicas em nm peque- 
no lago seja modelnda pela eqüapao 



60 
5 + 


ondc P(i) é a poputaq&o (em bilhocs) t días depois da observa- 
qáo ínicíal no tctnpo t =í). 

(a) Use um recurso computacional para fazer o giábco da 
ftmqáo P(tf 

(b) Desereva h tpie acontece com a popula^áo m> decorrer do 

leinpo, Verifique sua conelüsáo encomrando P(i). 

(c) Dcscrcva 0 quc acomcce com a iúxu dc ercscímcnto po- 
pulacional no dccorrer do tenipo. Vcnfique sua condusao 
fa/endo o gráilco de P'(t), 


ENFOCANDO CONCEITOS 


67-72 Eiiconirc o litniie dado Enierpretando a exprcssáo como 
uma derívada aproptiada. 


Tl r 10 * - 1 
67. lim - 

h^o h 


68, lim 

0 


are Lg (I + h) - jt/4 


h 


69. |im 

ji.T 0 


arc scn 


^+A, 




— 7T 


A.V 


70. 


(2 + Ax)® +m - 4 

!im -———■——-— 

A.r -f 0 A.v 


3 arc sce u? — jt 
71. lim --- 

1F—F 2 1¿| 2 


72 [iin 4 ~ ilrC tg u,y " ~ w 

feri —► L U> — | 


ondc p e ít sao eonstamcs c o ^ 0 . 
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»f / RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 4.3 

1. f 2. (a) stm (b) nao (c) nSo (d)sim 3. (a) e (b) 7 L ln 7 (c) -d sen(/ + 1) (d) 3f'~' 
4, f(.x) = / +T ■ (3jT + i ) > 0 pm todo a. 


4.4 REGRA DE UHÓPITAL; FORMAS INDETERMINADAS 


Nesta sefio díscatitemos tut¡ método gerai de usar dcrivadas para obtcr limites. Esse método 
irá nos capacitar a estabeíecer, com certcza, limhes que até aquifomos capazes apenas de 
conjccturai: usando evidéncias numérícas ou grdficas. 0 método que discunremos nesta 
secao é ama fenamenta muito podetvsa, tisctda internamente por diversos programas de 
computadorpara caícular vdnos tipos de limttes* 


■ FORMAS IWDETERMINADAS DOTIPO 0/0 

Lembre que um límite no formato 

m 


lim 

g (x) 


(I) 


em que f(x) > 0 c g(x) > 0 quando .v —* a é denoininado forma indeterminada do tipo 0/0. 
Alguns exemplos visíos anteriormente sao: 


2 i 

lim I_L 

.r-> ! x — \ 


wnx 

— 2, lim -— L 


1 I-OOSJT _ 

hm -— 0 

x 0 X 


x-*Q X 

0 primeiro limite foi calculado algebricamcnte, fatorando o numerador e cancclando o fator 
comum de.v- i } eos dois outros limitcs foram obtidos usando métodos geoméíricos. Contu- 
do t há muitas fornias indetcrminadas nas quais ticm os mctodos algcbricos nem os gcomctri- 
cos produ/em o límítc, dc modo que precisamos descnvolver um método mais gcral. 

Para motivar um taf mctodo, suponha quc (1) scja uma forma indctcrminada do tipoO/Q 
em quc f c f sáo contínuas cm x = a c g'ia) 0. Como/c g podcm scr muilo bem aproxí- 
madas por suas aproxima^oes lineares locais pei'lri de a, é ra/oável espcrar que 


, f(x) r f(a) + f(a)(x-a) 

lim - = Iim - 

#(*) *-*« gút) 4- - a) 

Como estamos supondoque f f c g f sáo eontínuas em a j - a, temos 

lim f(x.) = f(a) e lim g'(x) = g(a) 


m 


x —*■ tí 


x —«<■ a 


x • ■ il 


e como a dílcrénciabilidade de/e g cm x - a impliea a conlinuidade de/c g em x = a, rcsulia 

f(a) — íitn f(x) = 0 e g(ü) “ lim g(x) =0 

x —* a 

Assim, podemos rccserever (2) como 

lim - 


r f(a)(x-a) r f(a) r f(x) 
= ttiíi - = lim -= Imi - 

x (i g (x ) x -m g f (a ) ( x — a ) v -> <t g f (a ) x it g 1 ( v ) 


(3) 

Esse resultado, eonhecido como regra de UHdpitaL convcrte a forma indeterminada dada em 
utn limite envolvendo derivadas, que muitas vezes é mais fáeil de calcular. 

Embora tenhamos motivado (3) supondo que/e g tenham derivadas contínuas em x - a 
c que fia) o resultado c vcrdadciro sob condigoes mais brandas, bem como para limitcs 
tatcrais e limites cin +oo e -oo, Omitircmos a prova do enundado preciso da rcg.ru de L’ Hdpital 
seguintc. 















Capítulo 4 ( Fun^oes Exponencrais, Logarítmicas eTrigonométricas Inversas 257 


4.4.1 i ¥i )r k\ i \ (Regra de Ufíopital para a Indeterm inagcio 0/0} Sitpori ha qtte f e 
g sejam ftm^des diferenciáveis em um tntermío aberto que contenfm x - a, exceto, possi- 
veímente, em x = a* e que 

im f(x ) = 0 c im £(.v) = 0 

j “> á x-*t i 

Se existe im [ f f (x)/g f (x)] t ou se esse Hmite é -Foo oit “'X-. entüo 

. m . ro) 

im = ttn 
x^e g(x) ■*-*« g (x) 

Além disso , essa afirmaqao também vale »o caso de tim limite quando v —> a , x —> a*, 
X —> —Oüj Oli x +oc 


ADVERTÉMCÍA 


Note que na regra do L f Hópital o nu- 
nrteíador «e o denomifiádoi' aao dife- 
ronciatío* sepafadamente. o que náo 
ó o mosmo quo dif&reociar / x x 


ró im C cm 
c tre d ; 


, á icarcm a rcgra c ' o íla u an 


cguintc r cc 


ApUcando a Regra de UHopital 

Passo 1 eriii ue ue im f x ig x é uma rmain etermina a li 0/0 
Passo 2 Di erencie e ara amente f e g 

Passo3 Ene ntre imite ef'xfg' x See c Ímite rtink ,+oo u-oc.ema cc 
é igua a imite e / A‘ !g x 


O íimtíe no Exemplo 1 pocíe sef inter- 
prélado como o limtte de uma ceria 
derivada, Use essa derivada para cal- 
cularo limite. 


► Exempio 1 Enc ntre imite u an a regra c J 6 ita e c nfira re u ta 
at raga 

2 A 

lim A " 4 


-v -> 2 X — 2 


Sofugáo numera rc en mina rtémum imitc zcr rtant , 
in etermina a ú 0/0 iean a regra e T 6 ita , btem 

d 

x 2 - 4 T~ 

lim - — = lim 
.v —*■ 2 X — 2 x 2 d 


U - 4] 

= lim — =4 

r-2 I 


dx 


[ í - 2] 


c n ere c m ca cu 


imite e uma rina 


J-’ 2 - 4 (x - 2)(x + 2) 

lim --— = lun ---- = lim (x + 2) = 4 M 

x~*2 X — 2 x-+2 X — 2 


x ->2 


Guitldume Frangoís Antolne de I/Hüpitul (16^1- 
1704) atemátic rancé 4 6 ita na ceu e aí 
a a ta n hieza rance a e tinha liiu e ar ue e 
Sainte e me mte ’ utremem em ee m tr u 
ta ent matemáric e. a 3 5an . re eu um iicl 
r bcmac ca rPaca brecicói c uan 
em, er tu bie ementec m fida aca a aria. ma e i 
tiu r er mí e anh u ama em eu tem e in aut r 
rimeir i r ub ica bre á cu Di crencia , L'Ánaiyse 
des tnfinímenfe Petits pour Pitnelligence des Lig/tes Courbes 


1 regra e s ó Íta a areeeu e a rimeira cz nc 

e I r a er a e. tanl a regra e ’ ó ita c m a niai r 
arte matería i r bre ú cu erain e am ria e 

Im ern u i, ue i' r e r e 5 6 íla : ó íta e 

í tiu e eu an e um i r bre cá cu integra uan 
eibniz in rm u he ue tambéni iriae cre er bic a un 
t 7 0 iia eraa arentementegener ebema e a ,e 
cu má ti e ntat c m im rtantc matemátie rnece 
ram um cíeu ara i eminaga a gran e eo berta 
á cü r t a a Eur a 
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► Exemplo 2 Ern cada parte, coniinne que o liniile é uma forma indeterminada do tipo 
0/Ü, e calcuJe-o usando a regra de L Hopílal 


(a) lim 


sen 2x 


x -> 0 x 


(d) !im 


to r 


.T —> 0 X 


-2 


(b) lim 

.ír ttll 

(e) 1 i m 


I — sen x 


cos x 


(c) lim 


í* - 1 


;t -> 0 X 


4/3 


x —> 0 


X" 


(0 l*m 


-v-> +* sen( J/x) 


Soíugáa (a) 0 numerador c o dcnominador tcm limítc zero, clc inodo que o iimitc c uma 

indeténrmiaguo do lipoO/O* Aplicando a regra tie L’ Hopital, obtenios 


[scn 2x) 2cos2i 

-= hm --?-~ 2 


scn 2.V dx 

lim — — 3im ——t 
r-*o x .f-+o d 


dx 


[Al 


J! 0 


] 


Obscrve quc cssc resultado concorda com o obtido por sisbstituicao no Excmplo 4(b) da Se- 
gao 2 . 6 , 


ADVERTEWCIA 


Podeoios obter resultados incorretos 
se aplicarmos a regra de L'HópitaE a 
limites que náo sáo formas indetermi- 
nadas. Por eKemplo, a conta 


d . 

—L + 6 | 


ítm ~ = lim ~ -- 

x^ox + 2 ^«± u + 2i 

tíx 

= lim - = I 

.t y 0 I 

ttüo é válida, po¡s o Ifmite náo é uma 
forma fndelerminacJa, O rosultado Cúr- 
reto é 


x +6 0+6 

I uii -- = — - = 3 

x —> íí x H t 2 Ü + 2 


Solu^Üo (b) () numerador e o denominador tem limilc zero, de modo qae o liinile é uma 
indeterminagao do tipo 0/0, Aplícando a regra de L 7 Hópital, obtemos 


d 


1 -senA c ¡ x 

lsm -= lim 

J“*jt/2 COS.í ,v ,t/2 d 


11 — sen x | 


dx 


[cos X I 


-cosa Ü 

= hm -= — = ü 

x jt/2 — sen v — 1 


Solu^áo (c) O tmmerador c o denominador tém limite /ero, de rnodo que o limile é uma 
indeterminagao do tipo 0/0. Aplicando a regra de V Hopítal, obtemos 


e 


o _ 


lim 

v —> Ü x' 


- = lim dx 


4-u 1 - n 


,.v 


— 3im 


.í —> ü 


dx 


[A 3 ] 


■o 3.V 3 


=• 4-cc 


Solu^ao id) () numerador e o denominador tém limite zero, de modo que o limitc é uma 
tndeterminagao do tipo 0/0, Aplicando a regra de U HopitaL obtemos 


tgx sec 2 x 

3im -—“ = lim +-— = —^ 


x -4- 0" X - 


0 - 2x 


Solu^áo (e) O mimerador c o denoininador lém limite /cro, de modo que o limile é uma 
indeíennina^ao do tipo 0/0, Aplicando a regra de L' Hopital, obtemos 

I — cos x senx 

Itm ~s= lim 


i -'0 x ¿ 


o 2 .t 


Já quc o novo limitc c outra forma indctcrminada do tipo 0 / 0 , aplicamos novamentc a regra 
de L' Hopital: 


] — cos x sen x cosx 

liin ———5 - — 3im - — hm 


x-»0 A“ 


a" —► o 2x 


.V 


■o 2 


! 

2 


Solugáo (f) O numerador e t> denominador tém limite zero, de modo que o limíte é uma 
índetcnninagao do tipo 0/0, Aplicando a rcgra de L' HopítaL obtcmos 


Eini 


x 


--4/3 


= lim 


_4 r -7/3 

3- 


4 ..-1/3 
~ lim 3 


0 


v => sen(l/ x ) x +x (— [ /x 2 ) cos( I /x) v — +* cos( í /x ) I 


ü < 
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■ FORMAS INDETERMINADAS DOTIPO oo/oo 


Quando qucrcmos indicar quc o limitc (ou limitc laicral) dc uma fimgao c +oc ou —oo f stiin 
serrnos cspccíñcos sobrc o sinaU dircmos quc o límdc c oo. Por cxcniplo: 


lim f(x) = » 

sigmfica 

lim f(x ) = q-x 

OU 

lim f(x) = -x 

X —y (O 


Y->ÍT+ ' 


.r-*«+ 

lirn f(x) = x 

significa 

lim f(x) = +» 

ou 

Jim f(x) = —x 

X “+ +í* 


X — * +'-t 


v — > +K ‘ 

lim f(x) = x 

X —* fl 

signiíica 

lim /(a) = ±x 

X ti ■ 

e 

liin f(x) — ±oe 

.r — > íj 1 


O limile da ra/ao f{x)/g(x)i no qual o numerador tem limile oo e o denominador Leni 
limite oo, é chamado de forma indeternünada do tipo oo/oo. A versao scgirintc da regra dc 
L'Hopital* quc enundamos som prova, pode frcqücntcmcntc scr usada para calcular limitcs 
dcssc tipo. 


4.4,2 teorema (Regra de UHopital para a indeterminacdo ooioo) Suponha que 
f e g sejam fitngdes diferenciáveis em um intervaio aberto que contenha x — a, exceto , 
possivelmente, em x - a, e que 


üm f(x) ~ x e lim g{x) = sc 

Jt X tl 

Se existe lim I f'ixVgíx)], ou se esse timhe é +oc. ou - oo, entao 


.V ii 


iim m _ I im LW 

‘-“íM g'(-v) 


Além disso, essa afirma^ao também vale no caso de iiin limite quando x —> a , .v — > u*, 
x —> —oo ou x —> +OC. 


► Exempio 3 Em cada parte, confirme que o limitc c uma forma índeterminada do tipo 
oo/oo e apliquc a regra de L’HopitaL 

, v I n x 

(a) lim — (b) lim 

r Y-*+5í ¿O Y-fO+ cosscc x 


Solugáo (a ) O nu merador c o de nom i n ador tém limife +oo; 1 og l\ tem.os u m a forma i n de- 
terminada do tipo oc/oo. Aplicando a regra de L Hdpjtal, obtemos 

lim üL — [j m ± = 0 

.r-v+K- e x 


Solu^do ( b ) C) numcrador tem limite -oo e o denomínador tcm limite +oc; íogo, ternos 
uma forma indeterminada do lipo co/oo. Aplieando a regra de L Hdpitaf obtemos 


I n a 

hm - 

.r —► G * COSSCC X 


liiu 



.V — o ■ — cosscc X cotg X 



Lssc último límite c outra ve/ uma forma indeterminada do tipo oc/oc. Alcm disst), qualquer 
aplieaqao adíeional da regra dc L Hdpiiai resultará em potcneias de 1/x no numcrador c c\- 
prcssdcs envoívendo cosscc x e cotg x no denominador; assím, aplicaqdcs repetídas da regra 
simplesmeme produzem novas fomias indetcrrninadas. Poitanto, dcvemos tentai outra coísa. 
O últímo limite em (4) pode ser rccscrito como 




sen.v 


lim tgx = —(I )(0) — ü 

x -*■ 0 _ ^ 


lim 

x -> 0+ 


X 


X 
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Assim, 


t f ln x 
lim - 

-v - - o + cossee .v 


= 0 < 


m ANAtlSANDO O CRESCIMENTO DAS FUNQÓES EXPONENCIAIS USANDO 
A REGRA DE LHÓPITAL 

Se n for qualquer inteiro posiiivo, emáo A‘”“>+ooquando x —>+oo. Tais poténcias imeiras de 
x sao, ás vezes, usadas como “padráo dc medida” para descrever o quao rapidamcnte outras 
l’ungoes crescem. Por exemplo, sabemos que /.-4+oo-quando x -++occ que o crescimento de 
c c muito rápido (Tabcla 1,6,5); cntrctamo, o crcscimcmo dc x 6 íambcin rápidoquando n for 
grande; logo, é ra/oável perguniarse alias poiéncias de a crescem mais ou menos rapitlamenie 
do que /. UiTiá maneira dc iiivestigar isso é vcriiicar í> coniportamcnto da razao quando 
x— >+oo. Por excmplo, a Figura 4.4. \ a moslra o gráíico dc y = x /e . Esse gráfíco sugcrc quc 
x/e —> ü quando x —>+ 00 ^ e ísso iinplíca quc o crcscimcnto da fungáo c c suliciciilcmenlc 
rápido para que os seus valores alcancem aqueies de x c forceni a razao eni dire^áo a zero. 
Enunciado informalmentc, “e cresce mais rapidamente do que A mcsmaconclusáo podc- 
ria ler sido alcangada colocando e cm címa c examinando o comportamento dc e/x' quando 
jí-++oo(Figura 4.4. \h). Nesse caso, os valores de e aleanqam os de.v 5 e ibrqam a ra/áo em 
direqáo a +:xx Mais geralmente, podemos usar a regra de L'Hopital para mostrar que é' cresce 
mais rapidamente do que qualquerpoténckt inteira positwa de x, isto c: 




iim — — 0 


e x 

e iim — — +» 

X -l-í£ X f} 


(5-6) 


Ambos iimítes sáo formas indeterminadas do tipo oo/ooque podem scr calculadas usando a rcgra 
dc L HopilaL Por excmplo» pará cstabeleccr (5), neccssiiarcmos aplicar a rcgra de L'Hopilal n 
vc/cs. Para isso, obscrvcquc as difcrcnciagocs succssivas dc x' redu/cm o cxpoentc cm .1 acada 
vez, produ/indo, assím, unia constantc na enésíma derivada. Por cxemplo, as sucessivas deriva- 
das de v’ sao 3.v", 6 a e 6. Em gcral, a enCsirna dcrivada de x é a constantc n(n -1 )(n -2) * - I = nl 
(veriíique).* Assim, aplieando a regra de UH6pital n vezes a (5), obtemos 

.v^ n [ 

lim -— — lím — — () 

.v e x x —* +» e x 


O limite (6) pode ser provado analogamente. 


■ FORMAS INDETERMINADAS DOTIPO Ü * oo 

Até agora discutimos formas indetenninadas do tipo 0/0 e oo/oc. Contudo, essas náo sáo as 
ünicas possibilidadcs; em gcral, o limitc dc umaexpressáoque tcm uma das fonnas 


/00 

*t*>’ 


/(•'j ■ g(x). 



f(x)-g(x), f(x) + g(x) 


é chaniado de forma 'mdcierminada se os üinitcs de f(x) c s(.ij iiidividualmentc cxcreeni in- 
flucncias conílitantes no limitc dc toda a cxprcssáo, Por cxcmplo, o limilc 


lim x\nx 

x —* 0* 


é uma forma indeierminada do tipo 0 * oo, pois o limttc do primeíro fator é 0 e o do sc- 
gundo é — oc ? scndo quc amhos excrcem infíucnuas conílilantcs sobrc o produto. Por outro 
lado, o limitc 

lim | JxQ - j: 2 )] 

-V -+ +» 

náo é uma forma indeterminada, puis o primeiro lator tem o limíte +oc e o segundo, -oc, sen- 
do que essas ínfluéncias traballiam juntas para produzir um limite -oopara o produto. 


* l xznhre-üe tk <jnc, /i > t. u expTXíss^to ul c lidí» cohijO fatoriuí dv n c üentrtii o prodjio títe primdros ;r irneiros po.siiivos. 
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As formas indcterminadas do tipo 0 - oopodem, ás vczcs, scr calculadas reescrcvcndo 
o produio como uma ra/áo e aplicando a regra de UHGpiial para formas indeterminadas do 
tipo 0/0 ou oo/oo. 


AOVERTENCIA 


É tentador afgumenlarque uma forma 
indeterminada do Eipo 0 - x tem o vator 
0, uma vez que "zero vezes qualquer 
coísa é zeFO rt . Contudo, «sso é engano- 
so. uma vez que ü ■ x nao é pFoduto 
de núitieros; em voz Uisso, é uma aíir- 
ma^áo sobíe limitos. Por oxemplo, os 
límilos soquíotos sao o - x , mas nlo 
S^O zeto: 


lim i = 1 

JT —► (í 


lím (í ~ ] = 

x-+n\ X / 

lim (\ — iini f —L \ 
X - f 0+ V -t / -r -> [*+ V VT / 


— +tc 


► Exemplo 4 Calcule 

(a) lim A' In A' (b) Iim (l — tg jr) sec 2x 

.V Ü+ ,T “f íf/4 

Solugáo (a) O fator x tem um limite 0 c o fator In a tcm o limitc -do; logo, o probiema 
dado é uma forma indetcrminadado tipo 0 ■ oo. Bxistem duas possíveisabordagens: podemos 
escrcver o limite como 

Ieia X 

hm ou hm - - 

.T-J-Ü+ í/a' .t-c ü + I / ln x 

a pñmeira sendo uma lonna indeiermmada tlo tipo oo/ooe a segunda, uma ibrma indeLermí- 
nada do tipo 0/0. Comudo, a primcira forma scrá a escoiha prefcrida, pois a derivada de J/a 6 
inenos complicada do que a derívada de I/ln x. A pariir dessa escolha, obtemos 

liin xínx— lim = lim — lím (— x) = 0 

X -+ 0+ x -* 0+ I /X ,r-*Ü+ — 1 / X 2 x Ü+ 


Solu^üo ( b ) (> problema dado é uma forma indeterminada do tipo 0 ■ oo, Vumas convcrte- 

la para uma forma Índetermínada do tipo 0/0: 

( /i , -ñ v I-tgA 1 - tg x 

hm (I — tgx)sec2x = lun y - - = hm 

x —► jt/4 x— *-jí/4 I/ SCC 2.V x —* 7i/4 COS 2-V 


,, “Scc-a 

= lim —-— 

.r ^/4 -2 sen 2x 


-2 

= — = I < 
-2 


■ FORMASÍNDETERMINADASDOTIPOoo-oo 

Um problema de liinite que leva a uma das expressoes 

(+ 00 ) - (+00 ) f (- 00 ) - (-oo), 
(+ 00 ) + (—00 ) T (— 00 ) + (+ 00 ) 


é chamado d eforma indeterminada do fipo 00 - 00 . Tais limites sao indeterminados, pois os 
dois termos excrcetn iniluéncias conílitanies nu expressáo: um empuna na direqao positivae o 
outro, na negafiva. Entretamo, os probleinasde limite que levam a uma das expressócs 


(+oc) + (+ 00 ) t (+ 00 ) - (-oo), 

(- 00 ) + (- 00 )* (- 00 ) - (+OÜ) 


náo sáo indeterminados, uma vez que os dois ternios trabalbam na mesma direqao (os que 
csláo acima produzem um limite +00 e os abaíxo, 

As formas indetemiinadasdo tipo 00 - ocpodem, ás vezes, scr calculadascombinando- 
sc os ternios e manipulando-se o resultado para produ/ii uma ibnna indeterininada do lípo 
0/0 Oii 00 / 00 , 


► Exemplo 5 CaEeule lim | --+). 

x -+ 0 + \ x sen x / 

Sofuqao Ambos os termos íém limite + 00 ; logo, 0 problema dado é uma forma indetermi- 
nada do tipo 00 - oc. Combinando os dois termos, obtemos 


lim 

jf -- ü+ 



sén x . 


sen.v — x 

“ hm 

.t— 0 + x sen a 
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que é uma forma indeterminadu do lipo 0/0, Aplicando a regra de L'Hopitul duus ve/es, ob- 
tcmos 


lim 

x^Q + 



.. cosx — 1 
lim - 

.v — Ú' h scn r V + A' COS A' 

— sen u 

ÍEITÍ -- 

v - o + cosx + cos x — x sen x 



< 


■ FORMAS INDETERMINADAS DOTIPO 0°, OO c , 1™ 

Os limhes da forma 

lím f(xf^ 

dao origem d fontms imfeterminadas do tipo 0 , oo" e I* (O sígn ifk ado desses símboíos 
dcvc estarclaro/) Por cxemplo, o Umite 


lím (I + v) 

jf-^0 4 


\h 


cujo valor sabemos ser e [veja a Fónmila (1) da Se^ao 4.2], é uma forma indeterminada do 
tipo I . E indetcrminada porque as expressoes I + a e 1 /x exercem dnas influéncias conllitan- 
tes: aprimeiratendea 1,oquelevaaexpressaoemdiregñoa J,easegundatendea4oc ? oqtie 
íeva a expressao em direpao a +oo. 

As formas indeierminadas dos tipos (f. OC' 1 ' e I 01 " podem, ás vezes, ser calculadas Íntro- 
duzindo primciro uma variáve] depcndentc 

y = /(v) e(j) 

e t enlao, caículando o limite de ln \\ Como 

!n>' = • ln[/(jc)] 

o limiíc dc !n v será uma forma indetcrminada do lipo 0 ■ cx ( vcniique), que pode ser calcu- 
lada pelos métodos que já desenvolvemos. Uma vez conhecido o limite de In v, o limite de 
v = f(xf } ' gcralniente pode scr obtído com lácilídade, conforme ilustraremos no proximo 
exemplo, 


► Exemplo 6 Mostrc que jim (l + x) Ux — e- 

x-±0 

Solti qao C omo d i scu t i do ac i m a, comegamos í n trod u zi ndo uirta varí áve I depe nde n tc 

>’=(! +JC) 1/A 

e tomando o íogaritmo natural em amhos os lados 


Assím ? 


ln v = ln(l = — ln(I + j;) = ln (* +J; ?, 

X X 


lim In v = 


lim 

X o 


hi(l +jr) 
x 


o que é uma forma indcterminada do tipo 0/0; logo, pela rcgra de L'Hópital: 

,. , ,. ln(l + x) ,. 1 /( 1 +*) , 

lim m v — iim-— iim -= 1 

. c —* 0 ' x —*■ 0 X x —* Q | 

Uma vez que moslramos que ln v —> 1 quando x -+0, a eontinuklade da fun^áo exponcncial 
implica que e h,y —> e quandox —>0, o que implica quc v -» e quando.r “»0. Assim, 


lim (I + x) 1 ^ — e 

J-+0 
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EXERCÍCÍOS DE COMPREENSÁO 4,4 (Verpágina 265para respostas.) 


I. Em eatla parie, verifique se a regrü de L'Hopiral 6 aplícável ao 
lírnitc dado. 


(a) lím 


2x - 2 


(c) lim 


x i _v ? + .v — 2 
e 2x — ! 


(b) lim 


cos \ 


jc —> 0 .V 


x *■ o lé x 


2 . Calcule eada um dos limites do Exercfcio I - 




3. l.Jsando a regra de L’ l iopiml, |¡m 


■*■-++* 50(k 2 


EXERCÍCIOS 4.4 Q Recurso Gfáfico (c] CAS 


1 -2 Calculc o Hmite dado sem usar a regra de L'Hópital e depois 
tise-a para contcrir sua resposta. 


L (a) lim 


x 2 -4 


2 * (a) lim 


2 x 2 + 2x - K 
sen x 


. 2x - 5 

(b) Imt - 

.wh» 3.v + 7 


.V 0 lg x 


(b) íim 


v 2 - I 

v— ] X 2, — 1 


3 “4 Dados as íunydes/ü') e g(x) c o ponto espcciíicado a: (a) Vc- 
rifique que lim, _ h J{x)fg(x) é uma forma indeterminada do tipo 
0/0. (b) Encontre as aproximaeóes lineares locais T,(.\) e 7, (x) das 
funyócs/ü) cg(x'). Fcspcctíviimcnte, em x - a. (c) Scm usar a icgra 
dc L' Hópítíü. verifique quc 


.. fU) 

hm —- 

x ~ fJ g( x ) 


lim 


Tjíx) 


y - s T, (x) 


3. f(x ) = x 2 — I, g(x) = A'' — x — 2. a = — 1 

4. /00 = cosjf, X'(.c) = cotg.r, a = jt/2 


5-36 Encontre o Jimite. 


S* lim 


I 


6* lim 


sen 2.v 


wo senjt 

lg0 


7* iim 


6 


8* lí 


x -> o sen 5x 
tc J 


un 


/ —*■ o I —■ e ! 


9* 

.3Xu.ll -X 

lim —— 

.v “■> .T *' X — 7T 

In x 

10* 

]im 

0 H 

1 1 

.V 2 

n* 

nm — 

.i ->+» x 

12* 

lim 
x -> -)-» 


13* 

coíg *v 

hm — ~ 

14* 

Lim 

1 - 


.* —* o 4 ln a 
,100 


X 


15* lim 

x^+y. e x 

arc son 2,v 

17. tim - 

.¥ ”+ íl A" 

19* lim xe~ x 


.v -> o + e 

!n(sen x) 


E6* lim 


18* iim 

.v — 0 


a hh o+ ln(tg.v) 
x — arc le x 


x■ 


21* lim *v scn — 

x ++® x 

23* 1 j m see 3x eos 5 x 

a —> jr/2 


20* fiiti ( v — jt) Ig jx 
22* iim tg.vlnv 

A —* Q H 

24* lim (a — tt) cotg x 

X -+ T 


25. liin (1 — 3 /aO 1 

Jf +W 

27. tim(C +.v) l/j 
29. lim (2 — .v)® l(ír/2)t| 

T —> 1 

31* lini (cosscc.v — I/a) 

t->0 ' 


26. fim (I + 2*v)“ 3 ^ 

T — 0 


28. lim (1 + ü¡x) 

T—► 


ft.V 


JT" 


33. liin (v'a 2 +.v - x) 

T —> +Íí 

35. lim \x - ln(.v 2 + I)| 

\ .foc 


30. lim [cos(2/.v)j 

.V —> -¡-77 


/ I cos 3.v 

32* lim — — —— 

x > 0 \ . V 2 *V 2 


34* fim 


-v —o y .v e x — I 

36* tim [In x — ln(l +.v)J 

X -**»■ ■+-Ji 


037. ll&e um CAS para veiificar as respostas ohtidas nos Bxercícios 
31 a 36, 


38. Mostre quc, para todo n inteiro positivo: 


*. In.v 

(a) lim —- = 0 

T->+3= a"' e 


ENFOCANDO CONCEITOS 


A 


(b) lim ■—■ = +oc 
t->+w in x 


39. (a) Encofitre o erro no seguintc crilculo: 


a — .v" + x “1 3.v" — 2.v + i 

hm — - = lim 

-V-> E ,V — .V 


““ v2 t —> t 3.v 2 ' — 2.v 


= lím = , 

t*> i 6 a — 2 

(b) Eneontre a resposta eorreta* 

41). (a) En eontre o errn no segu i n Le ca leulo: 

,3— ] 2.t-i- 12 12)" -1 2t+ 1 2 


lim 


€ 


- = Hm - 

16 x 2 


x —* 2 X* “16 .w2 4x 

(b) Encontre a resposta correta. 


= 0 


41-44 Haga mna conjectura sobre o fintvlc iragando o grálko da 
fungáo envoivida eom um recurso computadonaH verifique sua 
conjectumusando a regra de L'Hópital. 


041* lim 


ln{1n x) 


■v -*■ + w 

q 43, iim (scn xY" 1,1 
.v -* o- 1 - 


[~ 42* Íiin _v 

x —f- 0 + 

Q44 lim 


4 ta x 


x->vrttr 1 + sec.v 
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4S-4B Faga uma eonjeeiura sohro as equa^Ses das assíiuotas ho- 
rízontais, so liouver, atravds tlo grtiíieo da equayao obtida por um 
recurso computacional; verilique sua resposia usando a regi a de 
l/Hopiial. 


'v 45. y ~ In x - 
47, v s (lo ,v) IA 

49. LimitesdoUpo 

0/^C. CC/O, 

-Poc - í—3C), 


p- 46. y = x — I n (I + 2c jA ) 

■+-físf 

0 % CC ■ 3G, +GC 4- (-j-oc), 

— * + (—oo), — í» — (+m) 


/í 

A/WV 






Figura Ex-55 


5(L (a) Mostreque litn (tt/2 — .v) tg x — I. 

X -* ít/2 


(h) Mostre qtie 
Itm 


i 


.v^tt/ 2 \ 7r /2 - X 


— le .r 1 — 0 


nao síto fdrmas indeterminadas, Encontre por inspeqao os se- 
guintes limites: 


(a) 

(c) 



lim —— 

.v —■* 0+- lnjL' 

Itm (cos.v) 1 - A ' 

a —> í jt/ 2 r 


lim 

,v^0 ; 



(b> 

(d) 


íim — 

Hni (ln ,v) cotg r v 

,v-*G t 


(t') lim (x + x') 

x —* —K 


50. H¿i utn mito que circula emre os que comegatn esttidar Cálculo 
dc que todas as formas indetennínadas dos Eipos 0 U . c*J' c I v 
sño iguais a L pois “qualquer coisa elevada a zero é I" c "I 
a quaJquer potencia é V\ O engano está em que tí\ oJ' e I 
náo sáo potenciasde ndmeros, mas dcscriyocs de limites. Os 
seguintcs exeinplos, t|iic foram sugcridos pclo Prof, Jack Staib, 
da IJrexel University, mostram que lais formas indeterminadas 
podem assuniir qualquer vatorreal posiiivo. 


(a) lim = (¡ 

X -> 0 * 

(b) lim [ x dndj/(i4‘3 J iXjj = a 

JT,—*+» 

(c) lim |U’ + i)< ln "J/ jt] _ a 

x -+ 0 


(tipo 0°) 
(tipo tc°) 
(tipo n 


Verjfique esses lesultados. 


51-54 Verifique quc a regra de L’Hopital náo ajuda a encontrar o 
límiie; se cle exisiir, encnntrc-o por outro método. 


51. 


53. 


lim 

x —* +"j^ 


lim 

■V-> + M 


x + sen 2.v 


52. lim 


2.v — sen.v 


x 


x(2 + stíti 2a) 
v + I 


54. 


v^+x 3.v + scn x 
x (2 + sen x ) 


lim 

.v —> +>. 


X 2 + I 


55. O diagntma esquemáiico apresentado representa um circuilo 
clctríco. o qual consistc em uma forga eletromotriz quc pi oduz 
uma voltagcm V, um rcsistor com resistencia R e um indutor 
com indutancia L A teoria dos circuitos elétricos mosEra quc sc 
uiTta voltagem lor apSicada no instamc t - 0. emño a corrente / 
qiic percoiTC o circuito no instante t 6 dada por 

/ = jo ~c- K ' IL ) 


Qual é o efcito sobre a conrentc em um dado tempo t fixo. se a 
resisicncia lender a /ero (isto é, R —>0Q? 


{ c ) Scgue de (b) que a apt oxí maqao 

1 


ÍÍIX SB 

C 1 


tt/2 — X 


deve ser hoa para valores de ,v préxímos de tt/2. Use uma 
calculadora para encontrar tg x e i/(jt/2 -,v) para ,v = l .57: 
compare os resultados. 

@5 7. (a) líse um CAS para mostrarque. se k for tmia constante po- 
sitiva. entáo 

lim x{k Ux - 1) = in/t 

X —> +-jc 

(b) Cortfirmc cssc rcsultado usando a rcgra dc L'HopitaL 

Expresse o limite cm termos dc / - I/.v. J 

(c) Sc tt for um i ntciro positivo, enláo scgue por (a) com x = d 
que a üproxiina^áo 

n(\fk — I) =s lnt 


devc ser boa para n grande. Use esse rcsultado c a lccla da raiz 
quadrada de uma calculadora pra aproximar os valores de 
In 0,3 e ln 2 com // = 1024. eentáo compare os valores obtidos 
com aqueles do logaritino gemdos diretameníc da calculado- 
ra, [Sugcsíao: Cada raiz cnésima na qual n é uma poténcia dc 
doís pode ser obtida como sucessivas raízcs quadradas.] 

58. Encontre todos os vaíorcs tio k e L tais quc 

„ A+cos/.v 
hm ~ -- -4 

x-+Ü X 2 


ENFOCANDO CONCEITOS 


:• ••••• 59. Seja /(v) = x' sen(I/.v). 

(a) O s I i m i tes I i m K {h + f (x) e 1 i m x , r /(,v) sáo formas i nde- 
tcrminadas? 

(h) Use iim recurso computacional para gerar o gráfico dc 
/ c use o gráfíco para fazer eonjecluras sobre os limi- 
tes em (a). 

(c) Usc o Tcorcma do Confronlo (2.6,3) para conímnar 
quc suas conjecturas em (b) cstáo con eias. 

60. (a) Lxpfiquc por quc a regradc L’Hópital náo sc aplica ao 

problema 

„ ,v : sen(1/.v) 

lim-- 

x -» o sen x 

(b) Eucontro o ümite. 

,, c x sen(1/.v) . . 

61, hnco nt re 3 \ m --. se cx i stir. 

,i' o- scn .v 
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62. Sl¡ nha ue a ungOe feg e am í erenciá ei em x = tí e 
ue/ú =g'« Sc/a = 0. m tre ue 


ím 

.T—* ii 


fix) 

g(x) 


f'{«) 


em u ar a regra e ’ fi ita 
e cn mína r c/.v/g A' 
/' « C cg'a 


.S’ug£.í/£fr>; Di i a m¡mera r 
r x - a e t¡ e a eíini^oc e 


^ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSAO 4.4 

L a im l> na c átn 2. a ^ b na e i te c 2 3. -hx 

(/ EXERCÍCÍOS DE REVISÁO DO CAPÍTULO 0 Recurso Gráfíco 





1. y = +i.v - 5 

2. _v — v'.t ” + x 

(3 - 2a-) 4/? 

ll 1'-- 


“ ’ U + 2/ 

1 


5-6 a Enc ntrc dyfdx u an 

cri agá im fcíta b c 

a a 

e uaga ara y c m uma nnqü e x e enc nlre dyidx a 

aitir 

e ae naqh c nfirme 

ue t re u ta á c n 

í ten 

te e ic an a eo a a e 

a e m uma ünyá á e.v 


5, + + xy - 2v = 3 

6, xy = x - y 


7-10 Enc ntrc dyidx u an 

cri agá Íni ícita 


1 { 

7. - + - = í 

8. x* - y' — 


y v 

9. cc .vy = y 

■> cotgl' 


1 + cossec y 


11-12 Enc ntre u an 

erí agá im icita 



11. 3jT ~4y - 7 


12 . 2.ry — y" = 3 


13. e eri a$á im íeiia araenc nuara inc ina^a aretatan 
genie h eur a y = ,1 tg jry/2 , r r > 0, y > 0 a quadratrit de Hip 
pkt .s n ni (s, y) 

y 2 j 5 

.14. 13 in ua í nt é a reta tangente h cur ay =! 
icu ar íi relíi 4x — 3y +1=0 

15. Pr e ue ? e P e Q a i m í lim nae 
.v" + at + v" = 4. tai ue P. 0 e a risem 3 c ine 

r r r' ‘ %r 

a reta langcnte á e i e em P c Q a aru c a 

Í6, Enc ntre a e r ena a nt n rimeir ua ranteem 

ue a reta tangente a cur a .v" - xy- + y’ = 0 é ara e a a eí x 

17, Enc ntrc a c r cna a nt n rimeir ua rantc em 

ue a reta langenle a cur a x L - xy + y = 0 é aia e a a eí y 

18. e eri a^a iin fdta ara m trar ueae uáq%. arctatarr 
genle hcur a y = /u em y 0 é 

y 0 y = ±k(x + X{\) 


19-20 Enc ntre ¿tyfdx. u an 
unga gaiitm natura 


rimeír r ric a e a gébiica a 


19, v — 


/ (■r+ 1)U 
" UJf + +U 


+ 2? 

+ 4)-* 


2fi, v = 



21-3S Enc iitrc f/v/í/.v 


21, y = In 2x 
23, y = -v'Ín x + 1 

25. y = Iog(ln x) 


22. y 
24. y 

26. v = 


(I n x) 2 
lll(+V + 1) 
I + 3og..v 

1 — I Og X 


27. V = 1ii(.+ 2 vTTT) 28. )■ 


29. v = s 


tní.r+1) 


m ^ = M { l-e^ ) 


31. 

33. 

35. 

37. 


v 

V 


•y.rv'fx 


= ixe 


1 


— arc tg 2;v 

x 

Y - ^ÍO 

y = are see (2 r v + 1) 


32, y & 
34. y 

36. y = (1 + .v) 


1 + ¿)C _V 
^arc scn. x 

I/a 


38. x’ = v'arc cos i'- 



cr en 



i 


39. 


\/.v 2 - I 



4fi. v - J -- 

e gira a 


yfx 2 + I 

V A- 2 + I 

í t emá 

041. 




n Faga uma c n ectum 

bre a rma gráfic e y 


ir 
+ + 1 - 

- uxeiraeeume b q nt iméntar ee 

b níira ua e n ectura tragan gráfic a e uaga n 
intcr a 0 < a < 5 u an umrecur gráfic 

e trc ue a inc ina^oc a icta tangente a cur a n 

nt x — 1 e.v = ctem inai t 

ue a arie c im iea bre a e j téncia e uma rcta 

langeute h ri7 nta á cur a É i uc 

o Enc nlrc a c r cna a .v c ata c t a a rcta tangcn 
le h \f¿ ntai ae acur a 
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42. Lemhre que nn Segáo 1.6 í’oí visto que a imensídade / de um 
som cm dedbííis (dB) é dada por / = 10 ]og(///,,), onde / é a 
infenskiade do süm cm watts por metro quadrado (W/m") e / 0 é 
uma constante que é aproximadamente a intenskhide do som no 
limíar da capaeídade auditiva do ser humano. Gncontro a taxa 
de variagao de /i em rclagáo a / no ponto em que 

(a) ///,, = ] 0 (b) / / = ] 00 (c) ///„, = 1000 


53. Mostre que a fu ncao y = c" sen /ja sati&faz 

y* — 2ay + (a 2 + /í“) y — 0 


para lodas as constantes rcais a c b. 

54, M ostrc q ue a fun£ao y = a rc t« x sal S s taz 

y'" — —2scn y cos ? y 


43. U rna partícuIa estíí em movi mento ao 1 ongo da curva v — hi ,v. 
Enconire todos os valores dc x nos quais a taxa de variíigáu de 
v em rdagáo ao tempo é trés vezes a Je x. [Suponha í|Lec dxUít 
náo se anule, | 

44. E ncon i. re a et] u agáo da reta t an gem e ao grá íi c o de y = I n ( 5 - .v 2 ) 
em .v = 2, 

45. Encontre o valnr Je h tal que a reta y = x é tangeme ao grálico 
de y = iog,, a'. Conlinne seu resultado fazendo os dois gráficos 
no mesrno sistema dc coordenadas. 

46. Em eada parte, cncontrc o valor de k para o qual os gráfieos 
de y = f(x) e y = In x compartilham uma tangentc comum cm 
seu ponto de intersecqáo. Confirme scu rcsultado fazendo os 
gráficos de y = f(x) c y = lif x no mcsmo ¡>ístema de coorde- 
nadas. 

(a) ftx) = *Jx +k (b) ftx) = k^x 

47. Se/e g sáo funcoes i nversas uma da om ra e se/é di feienciáveí 
em seu domínio. entáo g também deve ser diferenciável em seu 
domfnio? Dé um argumemo razoáve! tnforma! para corroborar 
sua resposta. 

48. Em cada parle, eneontre (/ ')'(.*) usando á Fórmuta (!) da Se- 
cáo 4,3 e veriíique seu resuliado difereneiandodiretamente / \ 

(a) f(x) = W.X + 1) (b) fix) = fX 

49. Encomre nm ptmto no giúlico dc y — e'" no qual a reta umgciHe 
passa pela origein. 

50. Mostrc quc a taxa de variaqáo dc y = 5000/ Jr '' 6 proporcional 
ay. 

5L Fvlostre que a íaxa de varíagao de y = é proporcíonal a y. 

52. A constante de equilíbrio A J de uma reagao química equilibrada 
varia com a temperatura absoluta / de acordo com a Ieí 

k = hexp (-~^f-) 

ondc tf o 7 0 sáo constames. Encontre a taxa do vaiiaqáo de k 
em rekigáo a 7'. 


&55 * Suponha quc a populagao de ccrvos cm uma iíha scja modclada 
pela equagáo 

95 

1 ^ ~ 5 - Ae-'i* 

onde / J (0 é o nijmero de cervos, i semanas depois da observa- 
gáo ínicial no instante i = 0. 

(a) Use um iiecurso coinputacíonal para fazer o gráfico da fun- 
qáo / ] (/>. 

(b) Desercva o que acontece á populagáo no deconer do tem- 
po, Verilique sliu condusao calculando Um^ P(i). 

(c) Descreva quc acontece com a taxa de crescimento popu- 
lacíonal no dccorror do tempo, Verifique sua conclusao !a- 
zendo o grático de P‘(l). 

56. Em cada parte enconlre o li mite dado interpretando a expressáo 
como uma derivada apropriadü. 


(a) lím 
h-*Q 


(I +«'- 1 


(b) lim 


I — In x 


h ^ (x — e) In x 

57. Suponha que lím f(x) = ±oc e lim g(.v) = ±oc. Em cada utn 
dos qualro casos possíveis, estabekga se ]im[/(.v) - g(.v)] é uma 
forma indeierininada C dé nm arguinento razoáveí informal qué 
sustente sua resposta. 

58. (a) Sob quaís condíqóes um limite da forma 

íim \f{x)ig(x)\ 

X-*a 

scrá uma lorma indelcrminada? 

(b) Se lim A _^ g(.v) = 0. ]\m x ^ a l/ (A)/g(v) j deve ser uma for- 
Jiia indeterminada? Dé algunsexemplos que sustentem sua 
respústa. 


59-f;£ Calcule o timite ciado. 


59. lim (tf L — x 2 ) 

,T—*+» 





■> c 

x~e* 


lim 

sar3v 



I i m 

v —■ 0 


a* - I 


x 


a > 0 












c a p í t u 1 o 


c i n c 


No outono üe 1972. o presi- 
ííeute norte-ameriewto Ri- 
chíird Nixon ammcinu que a 
taxa de crcschnmto da injía- 
{'dt.f dos EUA éstavü. decres- 
cendo. Foi a primeira vez que 
iini presidmte em exercícto 
ikiqueie país asoit a derivada 
icrceim para justificar sua 
reeteigao. 

—Hmiío RnssJ 
Mateniático 


A DERIVADA EM 
GRÁFICOS E 
APLICAQÓES 


este Cápítulú estydarertlos várias aplicagoes da derivada, Por exemplo, utilizaremos mé- 
todos do Cáloulq para anaíisar fungoes e seus gráficos. Nesse processo, mostraremos 
como o Cálcuío e os recursoe gráftcos corrrptitacionaísjuntos, cooseguem fornecera 
nnaioria das ircfoririagóes importantes sobre o comportamento de funqoes. Uma outra aplica0o 
importante da derivada será a solugáo de problemas de otimizagáó. Por exemplo, se a principaE 
consideragáo num probEema for o tempo, podemos quererencontrar a maneira mais rápida de 
executar uma tarefa, e se a principar consideragáo for o custq, podemos querer oncontrar a ma- 
neira mais economica de execütar uma tarefa. Matematioamente, os probfemas de otimízaqáo 
podem ser reduzidos á obtengao do rnaior ou menor valor de uma fungáo em algum intervalo e á 
determlnagáo de onde esses valores ocorrem. Usando a derívada.desenvolveremos asferramen- 
tas matemáticas necessárias para a solugáo desses problemas. Tarnbém utilFzaremos a derivatfa 
para estudar o movimentó de uma partícula ao Eongo de uma reta e mostraremos como a derivada 
pode afudar na aproximagao de solugoes de equagóes. 


Foto: As derivadm podem ajudar a encontrar a tocalizatjao mais eficaz, quanto m custo, de uma píataforma submaii- 
na de petróleo, 

5.1 ANÁLISE DE FUNQÓES I: CRESCIMENTO, DECRESCIMENTO E CONCAVIDADE 

Embora os reeursos gráficos compuhwkmais sejam itfeis na detennimi0o do aspeeto gemi do 
gráfico, muitos problemm requerem uma precisdo mator do que aquela que eles sdo capazes de 
produzir. O propósdo desta se^tw é desenvoíverferramentas matemáticüs quepossam ser usadas 
para detenmnar a forma exata do gráfico e a ¡ocaiizapáo precisa de setis aspectos-dmve. 


m FUIMQÓES CRESQENTES E DECRESCENTES 

Os termos crescente, decrescente e constanie sáo usados para deserever o eomporiamento Ue 
uma fungao em um íntervaJo, á mcdida que percorremos scu gráfico da csqucrda para a direi- 
ta. Por exempío, a fungao cujo gráfico eslá ua Figura 5. J .1 pode ser descrita eomo crescente 
no imervaio (-<x>, 01, dcscresceme no intervalo 10,2], novamente creseemc no intervalo (2,4] 
e constante no imervalo [4, +oo). 



Figurii 5*1*1 


0 
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Cresceníe 



v, .í 2 


f(X\ ) < fu 2 ) se.v, < x 2 


(«) 


A deílniguo seguinte, ilusirada na Pigura 5d /2 t expressa essus ídéius imuiiivas com 
precisao. 


5,1 J wtíHMCAO Seja / definida em um intcrvalo e sejani x } e x 2 pontos do intervalo, 

(a) / e crescente no imcrvalo se /(,v T ) < f{x 2 ) para x } < av 

(b) f é decrescente no intervalo se /(x,) > f(x 2 ) para x¡ < x r 

(c) /é constante no intervalo se f{x { ) = f(x 2 ) para todos os pomos x } e x r 


Decrescente 



X 1 x 2 
/'(v,> > se.v, <.vj 

(h) 


Constante 

3 3 

/w¡ ;/fe> 

] ! 


rX 


l 


Xy 


/(jt ,) ~ f(x 2 ) para todos x } e x 2 



Figara 5J,2 


A Figura 5.1 3 siigere cjiie unia fungao difereiieiável f é crescente em qualquer iñtervalo 


onde cada reta tangente ao gráíico tenha índinaQáo positíva, decrescente em qualquer ínter- 
vaío onde eada reta tangente ao gráfico tenha inclína^áo negativa c constante em quaiquer 


intervalo onde cada rera langcnte ao gráfko tenha inclinacao zero. Essa observagáo intuitiva 
sugere o seguinie leorema importante, o qual será provado na Segáo 5.7. 



Cada reta tangente tem 
inclinagao positiva 


Cada reta tángente tem 
inclinagao negativa 


Fi"nr;i 5.13 


j t v 



E 

í 

E 

f 

i 


x 


Cada reta tangente tern 
inclinagáo zero 


5*L2 l íCOKi-iMA Seja f itmn fungáo contfnua em itni intervalo fecimdo [a, h\ e diferett- 
ciávei no intervaio aberto (a, h). 

(a) $e f'fx) > 0 para todo vaíordexem (a, h), entao f é crescente em b J. 

(b) $e j (xj < 0 para todo vahrde x em (a, h), entdo f é decrescente em [a, h\. 

(c) Se j (x) — 0 para todo valor de x em (a, b\ entfw f é cünstante em [/;, h]. 


Observe que as condígóes sobre a 
derivada noTeorema 5.1..2 preeisarn 
ser verificadas somente no interioróo 
intervalo \<t. ftj. mesmo que as con- 
clusóes do teorema sejam válidas no 
iníervalo inieiro. 


Embora o teorcma tcnha sido enunciado para urn intervalo [a t hf cle 6 aplicável a qual- 
quer íntervalo / no quai / é contfnua e dentro do qual é díferenciável. Por exeniplo, se / for con- 
tfnua em [a t +oo) c /'ú) > 0 para lodo _v no imervalo (a, + Xj), cntao / é crcscenlc cm [a, +oo); 
se for contínua em +xj) c f \x) < 0 em (-oo, +-x;) t entáo/ é decrescente em (-no, +oo) 


► bxemplo 1 Encontrc os intervalos nos quais /( x) = x~ - 4x + 3 é erescente c os interva- 
tos nos quaiíi é decrescente. 


Soíugao O gráfico dc / na Figura 5,1,4 sugcrc quc / seja deercscente para x < 2 c cresccntc 
para x> 2, Para confimiar isso, vamos analisar o slnal de f\ A derivada dc / é 


f f (x) = 2x-4 = 2(x-2) 
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ftx) - j if - 4.v + 3 


Figura 5.1.4 



m = -r' 


Fifiuríi 5.1,5 



/Íjc) = Xc 4 + 4.V 3 - I2jt + 2 


Fí{?ura 5.1*6 


Tüm-sy que 

f(x) < 0 sc jc < 2 
f(x)> 0 ,se 2 <j 

Uma vcz que / é contínua cm todos os pontos t deduz-se do Tcorema 5, L2 c da subscqüente 
observa^ao c|ue: 

/ é decrescente eni (-oo 7 2] 

/ é ereseenie em 12, +oc) 

Essas conclusQes eslao em conformidade com o gráfieo de / na Figura 5.1.4. + 


► Exemplo 2 Enconlrc OS intervalos nos quaís f(x) — x' é crescente c os íntervalos nos 
quais é decrcscenlc. 

Soíugáo ü gmfico de / tia Figura 5, L5 sugere que cla é crescente ern todo cixo x. Para 
confirmar ísso f difereneiamos / obtendo f(x) = 3,v 2 , Assim, 

f(x)> 0 se _t < 0 
f(x) >0 sc 0 < .v 

Uma vez qttc / é contínua cm toda parte, 

/ é ei escente em (—oo, 0] 
f é ereseeme em [0, +oc) 

Como/é crescénlc nos íntervalos concatcnados (-oo + 0] e [0* +oc)> seguc quc/é crcsccmc na 
u n i ño (- ^, +oo) de sses i n tc rva I os (Excrc íc io 59). ■< 


► Exerr»plo3 


j ^ 2 

(a) Usc o gráfieo de fix) = 3x + 4.v ; ' - 1 2x' + 2 na Figura 5, ¡ ,6 para fazer uma conjec 
tura sobre os intervalos nos quais / é crcseente ou dccresccnte. 

(b) Usc o Teorema 5.1.2 para verificar sc sua eonjeefura esiava corrcta. 


Soluqao (a) U gráfico tlc / sugere que ela ¿ deereseeme se x < -2, creseeme sc -2 < x< 0, 
deerescente se 0 < x < i e crescente se x> !. 


Súhi^tlo (h ) D i fere nc i an d o j\ obte ni os 

/'( x) - I 2.X + 1 Ix 2 - 24x - 12x (.v 2 + x — 2) — ¡ 2x (x + 2)(x- ! ) 


A análíse do sinal de /' na Tabda 5*i.l pode ser obtida usando o método dos pontos-tcste, 
disculído no Apéndice D da intemet, As conclusoes da tabela coníirmam a conjeetura da 
parte (a), * 


Tahela 5*1*1 


liSlÉKVVLÜ 

(I2x)(x + 2)(x- 1) 

/'« 

(’OSCLL-SÁÜ 

r < -2 

(-) (-) (-) 

— 

/ é decrcsceme cm (-•^. -2] 

-2 < T < 0 

(-) (+) (-) 

+ 

/éerescente em [-2,0] 

0 < x < í 

(+) (+) (ü 

- 

/ é decrescemc cm f ü, 3 ] 

1 < X 

(+) (+) (+) 

+ 

/ é erescente em l L + «0 
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■ CÚNCAVIDADE 

Embora o sinal da derivada de/revele onde o gráfico de/é creseente ou decrescente, ele nao 
revcla a dircqáo da aa mtura do gráfico. Por excmplo, o gráfico eslá crcscendo dc ambos os 
lados do ponto tm Figura 5.1.7, mas á esquerda está curvado para cima C'segura água") e á 
díreíta, para haixo (" derrama água”). Nos imcrvalosem quc o gráfico de/tiver uma curvatura 
para cima dircmos qu cfé cóncava para citna % c nos inLcrvalos cm que 0 gráfico Liver uma 
curvatura para baixo diremos que fé concava para baixa. 

A Fígura 5.1.8 sugere duas maneíras de caractcrizar a concavídade de uma fun^ao dile- 
renciável/ein um intervalo aberto: 

* /é concava para cima em um inlervalo aberto se as retas tangentes ao gráíico de/iém 
inciinaqocs cresccntes no intervalo, e cóncava para baixo se íém inclinaqóes decrcs- 
centes, 

* fé cÓncava para cima etn um intervalo aberto se o gráfico está sempre acima de suas 
retas tangentes no intervaio, e cóncava para baixo se o gráfico está sempre abaixo de 
suas retas tangentes. 

Nossa dcfinígáo founal dc ‘"cóncava para cima ' c “cdncava para baixo" coiTesponde á primei- 
ra dessas earaeLerízaqoes. 


5.1.3 dfftni^Ao Se/e diferenciável em um intervalo aberto L etitáo dizemos que fé 
cóncava para cinia ein / se / J é creseeme em / e cóncava para baixo em / se f f é deeres- 
centc em /. 


Fi^ura S.ldt 


Como as Inclinaqóes das retas iangentes ao gráfico de uma funqáo di ferenciável/sáo os 
valoitís da funpfio derivada / de/, scgue doTeorema 5.1.2 (aplicado a / r no ¡ugar de/i que 
f será crcscente crn intervalos nos quais f* é positlva e decrescente em intcrvalos nos quais 
/'■ é negativa. Assim, lemos o teorema seguinte. 


5.L4 'ntORJ'MA Seja/ duas vezes diferenciável eni um intervalo aberío /. 

(a) $e f fi (x) > 0 para cada vaíor de x em I\ enído f é címcava para cima ein /. 
(h) Se ffx) < 0 para cada vaior de x em Ieniao f é eóncava para haixo em L 


& Exemplo 4 A Figura 5-1.4 sugcrc que a l’unqáo/(.r) = x' - 4x + 3 é cóncava para cinia no 
iutervaío (-oo, +íxr). ísso é consisteute eom o Teorema 5.1.4, pois f (x) = 2x - 4 e f ff (x) = 2, 
de inodo que 

f J f (a) >0 no i n terva [ í) (-oo, +oo) 

Também, a Figura 5.1.5 sugcre que /.v) = x' é eóncava para baixo no intervalo (- 'x..', 0) e con- 
cavapara eima no intervalo (0, +xIsso esláde aeorcJocom oTeorema5.1.4, pois f(x) = 3 x' 
e / ,r (.r) = 6 a, portanto, 

f ff (x) < 0 se x< 0 c f ' / (x) > 0 se x>0 + 


■ PONTOS DE INFLEXÁO 

Vimos no Exemplo 4 e na Figura 5.1.5 quc o gráfico d cfix) - x* muda dc cdncavo para baixo 
para cóncavo para cirna em ,v - 0. Os pontos em que uma curva muda de cóncavo para cima 
para cóneavo para baixo ou vice-vcrsa sáo de intercsse cspecial, portanío, existe uma rerrni- 
nologia associada. 
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Ponto <íe mflexao 


Concavidade 
para ciima 


Ccncavidadsa 
para baixo 


Figura 5.1.9 


5.1.5 iwinicáo Se /é contínua em um intervalo aberto comendo o ponto x 0 e muda 
dc concavidade no ponto (x^jlxj), cntao dizcmos quc o ponto a (I do domínio, ou o ponto 
(x ESf /(A'J) do giáíico, c um ponto de injtexño dc / (Figura 5,1.9). 


► Exemplo 5 A Fígura 5.1.10 mostra o gráíico da iimgáo fix) — a ' - 3 v : + 1. Use as 
deiivadas primeira e segunda de/para determínar os iníervalos nos quais/é crescente, de- 
crescente, concava para cima e cóncava para baixo. Loca'lize todos os pontos de inllexífo e 
eonfirme que suas conclusóes sáo consistentes com o gráfico. 


Sofu^ao Ca I eula ndt) as d erivad as p ri me i ra e seg u nd a de /, í >ble i n os 


f f (x) = 3a 2 — 6x — 3jt(x — 2) 
/"(*) = 6x — 6 = 6(x - I) 


A análise dc sinais dessas derivadas é mostrada nas tabeJas secuimes: 



f(x) - x 3 - 3x 2 + i 


Fi^uru S.Llí) 


ISTKRVArO 

(3x)(x-2) f(x) 

CONf’I.USAO 

x < 0 

(-)C-) + 

/écrtíSccntc cni (-oo, Oj 

0 < v < 2 

(+)(-) 

/ é decrescenie em [0. 21 

x> 2 

(+k+) + 

/ é crescentc em [2. +») 


INTERVALO 

ó(x - 1) 

ruy 

coní:li¡s\o 

x< 1 

(-) 


f é cóncáva para baixo em (-oo, \) 

X > \ 

(+) 

+ 

f 6 cóncñvá para cima em (1, ■+») 


A segunda tabela mostra quc há um ponto dc infiexáo em x= L pois/muda dc concava para 
baixo para concava para cinia nessc ponto, O pomo dc inflcxáo c (!,/(!)) = (l f -1). Todas 
cssas conclusdes sáo consístcntcs eom o gráfico dc f < 



Poderíamos ter adivinhado. a partir da Figura 5.1. i0 s que a íunQáo /(r) =x - 3.L + I 
tem um ponlo de ÍnfiexSo em x - \ sem predsar calcular as derivadas. Contudo, ás vezes, as 
mudanqas de concavidade sáo táo sufis quc as contas sáo essenciais para confirmar sua exis- 
téncia e identificar sua localiza^áo. Aqui lemos um exemplo. 


► Exerrtplo 6 A Figura 5J. 11 sugcrc que a fun^áo/U) =xe~' y lcm um ponto dc inllexao, 
mas sua loeaíiza^áo exaia náo é cvidcnte a partir dessa flgura. Use as derivadas prinieira c 
segunda dc/para deLcrminar os intcrvalos nos quais/é crescente, decreseeme, cOneava para 
eima e cóncava para baixo. Localize todos os poruos de inflcxáo. 


Solüfdo Calculando as dcrivadas prímeíra e segunda dc/ oblcmos (conlira) 

f(x) = ( l-x)e“* 
f"(x) - (x - 2)e- x 


FiEura5J.il 
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Lembrando quc e é po&itiva paru todo ,v, á análise dc sinais dcssas derjvadas é lacilmente 
detcrminada; 


IXTERVALO 

(1 -x){e~ 

*) f'(x) CONCLOSAO 

- 

V A 

H H 

( + ).(+) 
{-)(+) 

+ /6 crescente cm {IJ 

f 6 decvescente em [1 , + *&) 


IMLKVALO Ú 


f"(x) CONCIfl/SAO 

X< 2 

A> 2 

(-)(+) 

(+)(+> 

/ é eonca va para bai x o em {— w, 2) 
+ f á cOncava para cima em (2. + oo) 


A scgunda tahcla mostra quc bá um ponto dc inflcxáo cm ™ 2, poís/muda de concava para 
baixo para cdncava para cima nessc pomo. Todas essas conclusOes sáo consísientes com o 
gráficode/. < 



f(x) - x + 2 scEi v 


Figura 5AA2 


► Exemplo 7 A Figura 5T .12 mostva o gráftco da funyáo/ v) = x + 2 scn x no inlcvvalo 
10, 27rj. Use as devivadas pnmcira c scgunda de/para determinar ondc/c ereseente, de- 
creseentc, cñncava pava cima e cdneava pava baixo. Loeali/c lodos os pontos dc inflexáo e 
coníirme que suas conclusoes sao consisícntes com o gráflco. 

Soht^ao Calculandt) as devivadas pritneíra e scgunda de/ obtemos 

f'(x) — I + 2cos a j 
f tf (x) = ■— 2sen,v 

Como /' é uma fungáo contmua, ela sd pode mudar de sinal no inlervalo (0, 2,t) em pontos 
cm que f (x) = 0 (por que?). Esscs valores sáo solugdcs da equagáo 

i ■+■ 2 cos x - 0 gu> equivalentemente, cos x- — ~ 

Há duas soiugdes dessa eq ttagao no imervalo (0, 2 jt), a saber, \ = 2 t/. 3 e v = 4 t/ 3 (veriíique). 
Analogamente, f rt é uma lungáo comínua, logo suas mudangasdc sínal no intervalo (0, 2n) 
só podem ocorrer nos valores de x em que f tr (x} = 0. Esses valores sáo solu^óes da equa^áo 

-2 sen x — í) 

Há uma única solu^áo dessa equa^áo no inlervalo (0 t 2t) ? a sabei; x = jr. Com o auxflio desses 
“pontos de transiqáode sinal/ obtemos a análise de sinais mostrada nas tabelas seguintes: 


Duas maneiras de determinar os sí- 
nais nas tabelas do Exomplo 7 sSo o 
método dos pontos de testo e as de- 
finicdos de seno e cossono no circuio 
unitário. Vor Apéndice D rra internet e 
Ap&ndieo A. 


INTLRVALO 

f'(x) =1+2 COS X CONCLLSAO 

0 < x < 2 t/3 

2tt/3 < x < 4ir/3 

4tt/3 < x < 

+ fé cresceme cm [0, 2 t/3] 

fé decvesceiite cm [2 tt/3, 4tt/3 | 
+ f é cresccnte cm [4w/3, 27r| 


INTERVALO 

f"(x) ~ -2 itn X COSCIA SAO 

0 < A < TT 

TT < X < 2t 

f é concava para baíxo em (0 ,tt) 

+ / é cSncava para ci ma em (ir, 2 t) 
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A segunda labela mostra que há um pomo de inílexáo em a = jr, pois/muda de eoneava para 
baixo para cdncava para einia nesse ponto, Todas essas eonekisocs sáo consislentes eoni o 
gráficode/ < 



Nos exemplos precedenres, os pontos de inflexáo de/ocorreram nos pontos em quc 
f"(x) - 0. Conludo, isso nem sempre é o caso. Acjui lemos um exemplo espeeíhco. 


► Exemplo ñ Encontrc os pontos de inflexáo, se houver, d cfix) = a 4 . 

Sohtqao Calculando as derivadas primeira e segunda de/ obtcmos 

/'{*) - 4-r 3 
f"(x) = I2x 2 

Como / "(-v) é positivo para x < 0 e para x > (), a fungáo/é cdncav a para cima nos íntervalos 
(“oc, 0) e (Ü ? 4-oo). Assiin, náo há uma mudanga de concavidade e, portanlo, nenhum ponto 
de inflexáo em a - ü, embora lenhamos /'Uü) - 0 (Figura 5.1.13). < 


Verenios adiante que, se uma funcáo/tem um ponto de inflexáo em.r = x i} e se /"{ x Q ) 
existe, entao f ff (x [} ) =0. Também veremos na Scgáo 5.3 que um ponto dc íiiflexáo também 
pode oe o rrer on dc /' f (a) n áo cs tá de fl n i da. 


Dé um afgynfiento para mostrar que 
a furiQáo fí.v) estDogaüla na Figura 
5,1,13 é cóncava para cima no inter- 
va!o (—X-, +:x}. 


■ PONTOS DE INFLEXAO EM APLICAgÓES 

Os pontos de inflexáo de uma funqáo/sáo os pontos do gráfico de y -f[x) nos quais as in- 
clínagdes das retas langentes mudam de crescente para decreseeme, ou vice-versa (Figura 
5.1.14). Como a inclinagáo da reta tangeme em um ponto do gráfico de y -f(x) pode ser 
Ínterpreiada como a laxa de variagáo de v em relagáo a x naquele ponto, podemos iníerpretar 
os pontos de inflexáo da seguiuíe maneira; 




0$ pontos de inflexao maream os lugares da curva Y =/(a) em que a taxa de vanaqao de y 
em rekigao a x muda de. erescente para decrescente, ou vice-versa. 


Essa c uma idéía sutil, já que esiamos lidando com uma taxa de variagño dc uma taxa de 
vartagáo, Pode ser que ajude a entender essa ídéia observar que pontos de inílexáo podem ter 
inierpreiag5es em contextos mais familíares, Por exemplo, considere a aíirmagáo; “C) prego 
da gasolina subiu bastame durante a primeira metade do ano, mas desde entáo tem subído 
menos' 7 . Se o prego da gasoüna for esbogado como uma funcáo do tempo, cssa añrmagño su- 
gere a existéncia de uni pomode inflexáo nográñco perto do meio doano. (Por quo?) Para ter 
uin cxcmplo mais visuat. considcrc o frasco mostrado na Figura 5,1.15, Suponha que cstcja 
sendo eolocadá água nele, de tal modo quc o volume eresga a uma taxa constante em relaeuo 
ao ícmpo /. Examincmos a taxa pcla qua! o nívcl y dc água sobc cm rclagño r, Itiicialmenlc, 
o nível y eresee lcnLamente por causa da base larga. Contudo, á medida que o diámetro do 
írasco estreitar, a taxa pela qual o nível de água sobe irá aumentar até atingír o ponto maís cs- 
treito do gargalo. Desse ponto cm diante, a taxa pela quai o nívcí de água sobe írá diminuir á 
medida que o gargalo alargar cada vc/ mais, Assim, o ponto mais estreito do gargalo é aquele 
em que a taxa de variaqao de y em relagao a t passa de crescente para decrescente. 
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a v 



Curva de cf&scímentü logístíco 

Figura 5.1,16 


fv 



ln 

Á' 


Figura 5.1.17 



■ CURVAS LOGÍSTICAS 

Quarnlo uma populagao crcsce cm liii ambíentc no qual o espago ou o alimento é limiíado, í> 
grafico da populágao ver$u$ lompo tcm uma forma lípica dc S, conforme a Figura 5.1.16. O 
eenário deseritü pt>r Lal curva é o de uma populagao crcscendo a princípio vagarosamente e s 
entáo, cada vez mais rápldo á medidaque crcscc o núinero dc indivíduos capazcsdc produzir 
deseendemes. Pordm, em um certo momento do tempo (onde oeorre o ponio de inllexao), os 
tatorcs ambiemais comegam a mostrar seu efeito e a tuxa de crcsdrnento comcga a dcdinar 
uniformemenle, Em um perfodo prolongado de tempo, a populagáo lende a um valor limile 
que representa o limite superior do tiúmero de indivfduos que o espago ou o alimerto pode 
sustemar. Ascurvas de crescimenlo populacional desse tipo sáo ehamadas de curvas de cres- 
cimento hgístico. 


► Exemplo 9 Iremos tnostrar em urn capítulo posterior que as curvas do crescimemo lo- 
gístico surgem de cquagoes da forma 

L 


onde y é a populagao no momento t (t > 0) e A, k e L sáo constames positivas. Mostre que a 
Figura 5.1,3 7 descrevc corretamente o gráfko dessa equagáo quando A > I. 


Solugdo Deixamos ao lcitor a tarefa dc confirmar Ljiic, cm t = 0, o valor dc y c 

L 

y = - 

1 +A 

e que, para / > 0, a populagSo y satisfaz 

L 

-< v < L 

I + A "" 


Isso está de acordo com o sráfico da Fieura 5. í. 17. A assíntota horizontal cm v 

W" W tr 

fintiada pelo límite 


lim —- — 

i ■> +* J + Ae~ kí 



L 

1+0 



L está con- 


Fisicamente, L representa o limite superior do lamanhoda populagao. 

Para invcstigar os intcrvalos dc crescimcnto c dc decrcscimcnto, a concavidadc c os 
poníos de infiexáo, vanios precisar das derivadas primcirac segundadc y em relagáo a r, Dei- 
xamos ao Icitoj' a tarcfa dc confirmar quc 



i ylL ~ y} 

k 2 

~y(L - y)(L - 2 y) 


( 2 ) 

(3) 


Uma vc/. que k > 0, v > Oe L — y > 0, lcin-sc a pariir de (2) que dyldi > 0 para lodo r. Assim, v 
é crescente, nao havendo pontos estacionários, o que eslá de acordo com a Fígura 5.1.17. 
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Uma ve/ que v > 0 e L - y > 0 t tem-se a partir de (3) que 

.2 

—> 0 se L - 2y > 0 
dt* 

í-2<0 se L - 2j < 0 
¿/2 


Assim, o gráfico de y Ví?ríNí f é cóncavo para cima sc _\ = < /72, coneavo para baixo se y > LÍ2 
c tcm um ponto dc inflexao cm y - /72, tucio dc acordo com a Figura 5.1.17, 

Para encerrar, deixamos a cargo do leitor resolver a equagao 


L L 

2 ” 1 + Atr** 

em r para mostrar que o ponto de inflcxáo ocoitc eni 


r 



In A 





w EXERCÍGÍOS DE COMPREENSÁO 5.1 (Verpágina 279 para respostas.) 


L Ea) Utna funcao fé cresceme cm Ul h) sc ______ sempre 

(b) Uma fun^áo /6 UecrcseentL' ern Ul h) sc _scm- 

pre quc a < _t, < x 2 < b. 

(c) Uma futtgüo /ó concavn para dma ctn (a, h) sc f' é __ 

,_. em (íí, b). 

(d) Se f Tf (a) exisie e /tem um pomo de inflexao em x - u, 

entáo f Tt (a) _, 

2, Sej a j\x) = 0,1 (X — — 9/), 

(a) As soiugóes de f'(x) = 0 sáo x =_, 

(b) A í\mgáo /é crescente no(s) imervalo(s) _. 

(e) A fungáo /6 concava para baixo no{s) intervalo(s) _, 


(d) ._. é tim pomo de inflexáo do gráñco de/. 

3* Considere uma fimgáo/(T) cuja derivada é dada por f'(x) = 
(x - 4 )V"\ 

(a) A fu n ^áíí /é crescente n o(s) i nterval o(s)_.♦ 

(b) A funyao/é eóneavji para oíma no(s) imervalo(s)_ 

(c) A fungáo fé cdncava para baixo no(s) imervalo(s)_ 


4. Considere a aiirma^áo: “O aumento do custo de vida desace- 
lerou duraiue a primeira metade do ano'\ Fazendo um grállco 
do custo de vida versus tcmpo para a primeira ntetade daquele 
ano. conto isso scrá rcflciido no giálico? 


EXERCÍCIOS 5.1 y Recurso Gráfrco [c] CAS 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1* Bm cada parte. esboce o gráfico de unta fungáo f com as 
propriedades mdicadíis ediscuta os sinais de f f e de f \ 

(a) A fun^áo / ú cóncava para cima e crescente no imerva- 

lü (—Dü, +CXí), 

(b) A fu rte ao / é cóncava pa ra bai xo e c rescen le no i nterva- 
io (—OOj+OO). 

(c) A l uncao / ú cóncava para cima c decrcsceitte no inter- 
valo (-ooj+oo)* 

(d.) A funcao /é concava para buixo e decrescente no inter- 
valo (“oo,+oo). 

2* Em cada parte, esbocc o grálico de uma fun^áo / com as 
propriedades iitdicadas. 

(a) / é crescentc em (— :x,, +-oo), tcm um ponto de inflexáo 
na oi igent e ú cóncavu para cinta em (0, +x). 

(b) / 6 crescente ent (—xj ,+-<), tent um ponto de inflcxáo 
na oi ígent e é concava para baixo ejn (0, +-x). 


(c) / é decresceme em (-oo t +oo), tem um ponto de inlle- 
xao na origem e é cóncava para cima cm (0, +oo), 

(d) / é decrescente em (-oo,+m), tcm um ponto de ittfle- 
xáo na origcm e é concava para baixo em (0, +ol). 

3. Use o grático da equa^áo y - /(.i) na tigura abaixo para en- 
contfíir os sinai.s dc dyfdx c dffdx" nos pontos /L /í e C. 



y =/Ú) 


Figura Ex-3 


4. L'sc o gráfico da equa^áo y - ffx) na Figura Ex-4 pura 
encontrar os sinais de dyfdx e d'yfdx~ nos pontos/4, B e C 
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5. Use o grálico de y = f'\x) na Figura Ex-5 para dcterminar 
as coordenadíLS a de todos os pontos dc inflexao de /. Expli- 
quc scu raciocfnio. 



íí. Use o grálico de y = f*(x) na ílgnm abaíxo para subslituir a 
inteiTOgagSo por< + - ou >, conlbrme apropriado, Expliqne 
seu raciocmío. 


(a) /(0) ? /(1) (b) /{i) ? /(2) (c) fm ? 0 

(d) f( í) ? 0 (c) f"( 0) ? 0 (0 r(2) ? Ü 



.V 

> 


Fijiura Ex-6 


7, Em cada partc, use o grálico de y = /( v) na íigtira abaixo 

para cncontrar a iníbrnia^üo requísitada. 

(a) Encontre os iniervaios nt>s quais / d crescentc. 

(b) Encontre os intervalos nos qiuiis / é decrescome. 

(c) Bnconlre os intervalos aberlos nos quais / é concava 
para cima. 

(d) Encontre os intervaios aberlos nos L|uaís / é cdneava 
para baixo. 

(c) Enconíre todos os valorcs dc x nos quaí s / teni um pon- 
to dc inflexáo. 



8. Use o grálieodo Exercício 7 para fa/er uma tabela que mos- 
ire os sinais de /' e f f nos íntervaios (12), (2, 3), (3, 4), 
(4. 5). (5, 6) e (6. 7). 


9-10 É dadíi uma Labcla de sínaís para as derivadas pritneira c se- 
gtinda de uma íim<yto /. Supondo quc/d contínua em loda partc, 
enconire: (a) os intervalos em quc /é crescente, (b) os imervalos 
em qu cfé decrescerue, (c) os iniervalos abertos em que/é cbn- 
cava para cima, (d) os íntervalos aberios em qu cfé cbncava para 
baixo e (e) as coordenadas x dc todos os pontos de inlkxao. 


9. 



ISTEKVALO 

S1NAL 0£fXx) 

SlN'AL l>t/ r {.V) 

X < 1 

— 

+ 

t < A < 2 

+ 

+ 

2 < .v < 3 

+ 

— 

3 < A < 4 

— 

— 

4 < x 

- 

+ 


IMKRVALO 

SE.NAI, 1>B/'(a) 

SINAL IJK/'(a) 

X < I 

+ 

+ 

1 < x < 3 

+ 

— 

3 < x 

+ 

+ 


11-26 Eneontre: (a) os intervalos nos quais / c cresccnte, (b) os 
ÍEUervaios nos quais / é decrescente, (e) os intervaios abertos nos 
quais / é cbncava para eima, (d) os intervalos abertos nos quats / 
é cdncava para baixo e (e) as coordenadas x de todos os pomos de 
inflexáo. 


11, /Cv) = ,v--™lv + 8 
13. f(x) = (2x+\f 


15. 

17. 

19. 


m= 3 * 



( X 2 -X + \y 
f(x) = ^x 1 + .v +1 


21. /W = (^-t) 2 

23. m = 


25. fU) = tn x/.v 3 + 4 
27. /(a) = ore lg (x’ - t) 


12. f(x) = 5 - 4v - .r 
14, f(x) = 5 + 1 2x - ,r' 
16. f(x)=x' -$x' +9x' 


18. f(x) = 

20. f(x) 
22. fix) 


X 


X 2 + 2 

4/i L/.í 
■ X — X 


■ ,L" — X 


24. f(x)=xe " 

26. f(x)=x\nx 
28. f(x) = arc scn 


29-34 Analisc as ftmgóes f nos intcrvalos espcdíicados iridtcando 
onde: / 6 crescente. / é dccicscente, / é concava para cima, / é 
concava para baixo, e as coordenadas x de todos os pontos de in- 
Elexao. Veriítque se seus resultados estáo em conlbrmidade com o 
gráfieode/ gcrado poralgum rccurso computacional. 


= sen x - co$ ,v; [-,t. tt] 
p7 30 ./a) - sec x tg x: {-t/2. tt/2) 
031,/¡jl j )- 1 - tgCv/2); (—.T, 7T) 

F 32,/jt) - 2x + cotgx; (Ü, tt) 
f 33. f{x) = (scn x + cos xY; |-.t, jt\ 

f 34. f(x) = serr Zv; [0, n\ 
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ENFOCANDO CONCEITOS 


35. Em eada parte, esboce uma curva contfnua y =/í.v) com as 
propriedüdes indicadas. 

(a) fil ) = 4, /'(2) = 0, f*\x) > 0 para todo x 

(b) fil) = 4, / r (2) = 0, /"(.*) < 0 para a < 2, 

f if (x) > 0 para x > 2 

(c) /2) - 4, f'(x) < 0 para x * 2 e 

lim^ 2 4. f\x) = —x;, f(x) = -'X, 

3fí, Em cada partc csbocc itma curva comínua y = fi,\) com as 
propriedades indicadas. 

(a) fil) = 4, f(2) = 0 t /"(*) < 0 para tddo ,v 

(b) /2) = 4, f (2) = 0 t / /y Cv) > 0 para x < 2, 

/"W<0 para x > 2 

(c) /(2) = 4, /"(.v) > ü para .v ^ 2 e 

i * m „ 2 * / r (*) = "CC-, Ü m t _, 2 / 'u) = +ÍX 

37. Suponha qiíe gúj scja nma fun^áo definida e diferenciávei 
em eada x rea! e que íf(.v) tenha as propriedades seguintes; 

(i) g(0) = 2 e g'(0) = - j 

(ii) g(4) = 3 e g'{4) = 3 

(iii) g(x) é cdncava para cima cm a j < 4 c cdticava para baixo 
em x > 4, 

(iv) g(x) > -10 para todo x 

(a) g tom quantos /eros? 

(h) g ' tem quantos xeros? 

(c) Exatamente um Uos limites é possívd: 

lim g'U) = -5, liit) = 0, lim g(x) = 5 

X => A’ "+ +-X Jf —* +» 

Identífique qual desses resnltados é possfvel e faga um es- 
hopo aproximado do gráfico de tima tal ñmcao g(.v). Expli- 
quc por que os dois outros rcsuítados sao imposstvcis. 


f 43. Use inn recurso grálico eomputaeíonai para fazer uma conjee- 
tura sohre os tamanhos relativos de a e sen a para v > 0 c prove 
sua conjcctura.: 

44. Use uiti recurso gidlieo para lazer uma eonjectLira sohre os ta- 

manhos rokitivtjs de 1 - .v/2 e de ees x para.v > 0 e prove sua 
eonjeetura. Use o resultadodo Exercfcio 43.] 

45. (a) Mostrc que ]ti (a + I) < x se x > 0, 

(b) Mostrc que in (x + I) > x - f 2 se x > 0. 

(c) Conlirme as desigual.ciades em (a) e (b) com um recurso 
aráílco. 

"%r 

46. (a) Mostre qne e > I + x se .v > 0. 

(h) Müsire que d > I + x + ix : se x > 0* 

íc) Con fi rm e as tle sig u a3 d ad es de (a) c (b) com a 1 gii m recu rso 
giá fi eo c o itt pu tae i o iTal. 

47-48 Use um recurso coinputacional para gerai os grftficos de /' e 
f /! no intcrvalo indicado: use os gráticos paraestimar as coordena- 
das a'dos pontos dc inflexáo dc J\ os intervaios nos qnais / c coneava 
para eima ou para baixo c os i ntcrvalns nos quaís / ú crescente ou 
decrcsceme. Verifique sttas cstimatívas l’azeiTdo o gráfico de / 


F 47. f(x) ~x J - 24r+ i2(. -5 < .t < 5 

• 48 .yí.v) -Í<Í<5 

1 -\-x* 


47-40 Use um CAS para encomrar f' e para aproximm' as coor- 
denadas a dos pontos de inflexáo até a sexta casa decimaf Confir- 
me se sua resposta está coerente cotn o gráfico de /. 


®49./ía) = 


IO.v - 3 


Ix 1 - Sx + 8 


0 so.At) = 


.0 - H.v + 7 

v/.v 2 + ! 


51. Usc a Detitiicao 5.1.1 para provar que f(x) = .v r " é crcsceme cm 
|Ü. 


3S. E m eada part c, su po et h a q ue a sej a u ma con stan te c encoti trc os 
pomos de inllexáo. se houver. 

(a) JXx) = (x - áy (b) j\x) = (x - af 

39. Dado que a é constame e n é um inteiro posítivo, o que pode ser 
dito sobrc a existcnda de pontos de inflexáo da fiincáo/.v) = 
(.v - í 7 ) rj ? Justifique sua resposta. 

40. S li p onha q ue/sej a um a I u wgño crc sccnte cm |ó , b] e que x \, seja 
um ponto dc \ a .b]. Use a ddiniqáo de f(x n ) para provar que se 
/for diícreuciável em% entáo / )a m ) > Ü- 

41-48 Sc / for cresceme cm iini intervalo |Ü, bh tem-se eutáo. a 
pai+ir da Defini^áo 5.1.1. que /(0) < f(x) ]rara todo v do intei valo 
(0, /?). Use esses resultados nesses exercfcios. 

■•■’- 41, Mostre que </1 + x < \ + ~ x se x> 0 e coníirrtie a desigualda- 
decom algum rceurso gráfico eompuiacíonal. [Sugesráo^ Mos- 
tne que/A) = ] + \ a- v'I 4- ,v é creseenie em [0. +oo).l 

42. Mostre que x < ig x se Ü < a < tt /2 e contirme a desigualdade 
com alguin recurso grálico coinputacional {Suge&fáo: Mostre 
quc a fungao f(x) = tg x - x é crcscentc em |Ü. jt/2). I 


52. Use a Defini^áo 5,1, l para provar que f(x) = l/.v é decrescente 
em (0, +oo). 


ENFOCANDO CONCEITOS 


53-54 Em cada purie, determine se a allrma^áo é verdadeira ou fal- 
sa, Se falsa, encontre ftmeOes para quais a afirniagáo náo é válida, 

53, (a) Se / e g forem creseentes cut ujtt intervaio. entáo / + g 

também o é. 

(b) Se / e g forcm crescentes ein um íntervalo, entáo / - g 
também o é, 

54, (a) Se/e g forem cóncavas para cima em um intei valo, 

entáo/+ g também o é, 

(b) Se/e g forem eóneavas para cima em um íntervalo, 
entáo / ’ g tainbcm o c. 

55, Eni cada parte, encontre fun^oes / c g que sejam crescen- 
tes cm (“oo 5 +oo) e para as quais / - g tcm a propriedade 
indicada, 

(á) f-gé dccresecnte em (-ou> + x/. 

(b) / - g é conslantc em {-oo, +oo), 

(c) f g c crcscentc em {-co. +oc). 




















278 Cálculo 


56. Om cíida parte, encontre fung5es/e g c¡ue sejam positivas e 
cresccntes em (—■xv. +co) c para as quaís f/g tcm a pioprie- 
dadc indicada. 

(a) ffg é dcCTCscentc cm (- 00 * +-xj), 

(b) ffg ¿ consiante em (-x, tx). 

(c) f/g ¿ crescente em (-oo, +x)- 


57, (a) Pmve quc o polinoniio aibíeo gernl 

f(x) — ax y 4- bx 2 H- cx + d (a + 0) 

tcm emamcníe um pontodc inficxaoi 

(b) Prove que. se o po \ \ n om i o cu bico tíver 1 rcs coiles com o ci xo 
x, 0 ponto de infiexao oconTí no valor médio dos coites, 

(c) lisc 0 rcsifitüdo dc (b) para encontrar 0 ponto de inllcxao 
do polínomio ctibíco f(x) - x'" - >r ¿ + 2x e vcrifique scn rc- 
sultado, usando /" para determinaronde/ é concava para 
cima e para baixo. 

^-58. A pariir do Exercício 57. o polinóinio f(x) = a' + bx" + l tem 
um pomo de infiexao. Use um recurso gráíico computacional 
para tirar concíusoes sobre o papel da constantc b na Jocaliza- 
gao do ponto dc inficxao. Use f fi para cxpücar 0 que obscrvou 
graficamente. 

59, Use u I)elinigáo 5.1. 3 para provar que; 

(a) Sc / for crcsceme nos intervalos (tr, c] c (c, h), emüo / é 
cicscentc em (¿ 7 , /). 

(b) Se / for deci escente nos intcrvalos (a f cj c [c, b). eiuao / é 
decrescente em (a r b) 

60, Use a parte (a) do Exercício 59 para mostrar t|ue f(x) = x + sen x 
é crescemc no intervalo (- 00 , +no). 

6L Use -d paitc (b) do Excncícto 59 para mostrar que J[x) = cos x - x 
é decrcscente no Ímervalo (+x>, + 00 ). 

62, Seja v = 1/(1 +x 2 ). Éncontre os valores de.v para os quais y está 
crescendo e deerescendo mais rapidameule. 


ENFOCAMDO CONCÉITOS 


63-Ü6 Suponha que água esteja fitiindo a uma taxa constame para 
deiitro dos frascüs mcsirados. Faga um esbogo grosseiro do gráfico 
do ntvel de água v vcrsus tempo t. Assegure-se de que 0 esbogo 
mostre ottde o gráfico c concavo para baíxo e para cima, e desía- 
quc as coordenadas v dos pontos de infiexáo. 






67, Suponha quc uma popuiagáo v ciesga de acordo com 0 ntodelo 
logístico dadó pela Fdrmula (1), 

(a) Quai c a taxa dc eresci iucruo de y cm 1 — 0? 

(b) Descreva como a taxa de ciescimento de v varia com o 
tempo. 

(c) Em que moinento a populagáo cresce mai s rapi da mente? 

d 6S, Suponha que 0 numero de cndivtduos no instame t ác uma ceila 
popufagáo seja dado por 


N(f) = 


340 


I + 9 (0,7 7) f 


t > 0 


onde t e dado em anos. Use um recurso grálico para eslimar o 
ano ent que 0 iamanho dá populagáo eslá crescendo mais rapi- 
damente. 

f- 69. Snponha que a clisseminagao dc 11 m víius de eripe em um cam- 
pus uníversttário seja modelado pela fungáo 

1000 

v(f) = --*— 

I + 999e~M ¡ 


onde y(ó é o niimero de esmdames infeaados no instante / 
(dado em dias. comegando em / = 0). Use uin recurao graiko 
para estimar 0 día em que 0 vírus cstd sendo disseminado mais 
rapidainente. 

70, Supondo que A. k e L scjam constantcs positivas. verifiquc que 
0 grafico de v = ¿/(3 + Ae Af ) tem um ponto de iiiflexáo em 
(^InA. \L)- 
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•/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 5.1 

1* (a) Jl*i) <M> (b) Jíx,) (c) cresceme (d)=0 2. (a)-l.3 (b) (-oo, -I ] e [3, +oo) (c) (-oo, 1) (d) (1;-I,I) 

3* (a) (— 'Cs+oo) (h) (4,8) (c) 4), (8, +co) 4. O gráfíco é cresceme e cüncavo piira baixo. 


5.2 ANALISE DE FUNQOES II: EXTREMOS RELATIVOS; GRAFICOS DE 
POLINÓMIOS 

Nesfa se^ciú desenvoíveremos métodos pam encontmr os paníús ültos e bmxos do gráfico de 
umafanqao e dhcutiremos pwcedimentos pcira analísar os gráficos de polindmios. 



Morro 


Figura 


■ MAXIMOS MÍNIMOS E RELATIVOS 

Sc ímaginEirmos o gríííico de uma (unQáo como nma cordííheíra bidimensional com morros 
e vales, emao o topo dos morros e o tundo dos vales seráo chamados máximos e minimos 
relativús. respectivamenle (Figura 5.2.1). Os ináximos e os mímmos relativos sáo os pontos 
mais aitos e mais baixos em sua viztnhm^a próxima, Observe quc nern o máximo relativo é 
necessanuuiente o ponto mais allo, nem o mfnimo relativo é o ponlo muis baixo - eles süo 
tao-somcntc pontos altos c baixos relatlvos á vizinhanga imcdiam, Essas idcias cstao relaeto- 
nadas nu seguinte deiinigüo. 


5.2.1 defimoaü Dizcmos quc uma fuiiQáo / lcm um máximv relaüvo em x l{ sc houvcr 
um íntcrvalo abcrto contcndo x n no quul f(x í} ) é o maior valot; isto é, f{x 0 ) > f(x) para todo 
v no intcrvalo. Analogamcnte, se diz que / tcm um tmnlmó relativo cm x v se houvcr um 
inicrvaio abcrio comendo x r , no qual f(x 0 ) é o mcnor valor, i sio é, f(xf) < f(x) para lodo x 
no imervalo. Quando / tiver um máxinio oti um mfnímo relatívo em x, ;r se di/. que f tem 
um extremo rekttivo em x n . 


► Exemplo 1 Podcmos ver na Figura 5*2.2 quc: 

■"} ^ 

* f(x) =x tem uiri mínimo relativo em x = D, mus náo máximos reiutívos. 

* f(x) — x náo tem extrcmos rclutivos* 

* f(x) = .v' - 3.v + 3 tcm um máximo relativo cm a j = - í c titn mínimo rclativo cm = 1. 

* / (x) = cos a j tem máximos relativos cm todos os múltíplospares dc ttc mínimos rcla- 
tivos cm todos os múltiplos ímpares de jt. < 



Figuru 5.2.2 
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Os extrejmos reJaiivos das quatro funqoes do Exemplo ] oconem em pontos nos quuis 
os gráíicos dus fungoes tem retas tangcntes horizontais. A Figum 5,23 ilustra que um extremo 
reJativo Lambém pode ocorrer em um ponlo onde a fungáo náoé difereneiáveh Em geral, deíi- 
nimos um ponío crítico de uma fungao/coino um ponto do domínio de/ein que o gráíico de/ 
tem uma reta tangcnte horízontal on/náoé diferenciável. Paradistinguíi entre os dois tipos de 
pontos críticos, dizemos que x é um ponto estacionárw de/se f'(x) = 0. Ü teorema a seguir, 
cuja prova aparece no Apéndicc C afirma que os pontos criticos de uma fungño constituem a 
colegáo complela dos canclidatos a extremos relativos do interior do dorninioda fungáo. 



Figiira 5,2,3 Üs pontos x r x r v 4 e x^ 
sáo crítieos. Pesses» x r x 2 e a\ sáo estacío- 
iiiírio-s 



5.2,2 I KORFMA Suponhü quefseja umafun^ño definida em um intervalo aberto con- 
tendo o ponto ,v 0 . Se ftem um extremo retath o em x = x ir entao x=x () é um ponto crttico de 
f; assím, ou f '(x ü ) = 0 ouf nao é diferenciável em x vr 


► Exemplo 2 Encontre todos os pontos cnticos de/,v) = x" - 3.v + I. 


Solu^ao A l ungao/ por ser um polinfirnio, é dilerenciavel em toda parte, portanto, seus 
pontoscríücos sáo todos estacionários. Para cncontrarcsses pontos» devcmos resolvcr a cqua- 
gáo f(x) = 0, Como 

f f (x) — 3x 2 — 3 = 3(.v + J)(r — 1) 

concluímos quc os pontos críticos ocoirem em x = -1 c x = I. Isso é consistcnte coin o gráfico 
de/na Figura 5.2.4. < 


Qual é o número máKimo de pontos 
orítfecos qu& pode ter \m polírtómio d& 
grau it? Expllque porqué. 


E xem p I o 3 E nc on (rc tod os os po n los c rfl ic os de f(x) = 3,v ’ - 1 5x J \ 


Soluqao 


A 


füngáo/ é contímta em toda partc e sua dcrivada é 


f'(x) = Sx 2jz - lO.v" 1 '' = 5.v“ l/ ' s {.v - 2) = 


,-l.A _ c v -l/V, 


5(x - 2) 


x 


1/3 


Vemos, eniáo, que f f (x) = 0 se x = 2 c f f (x) náo está deñnída em x = 0. Assim, ,v = 0 c ,v = 2 
sáo os pontos críticos de/c v - 2 é um ponto estadonário. Isso c consistcnte corti o grátíco de 
/mostrado na Figura 5.2.5. < 


DOMÍNIQ DA 
TECNOLOGIA 


Conforme disoutimos ás páginas 23 e 24, alguns recursos gráficos podem ter díficuldades em produzir 
parfés do gráfrco da Figura 5.2.5 por causa dos oxpoontos íracionários. Use a obsefvapáo que procede o 
Exercício 29 da Segáo 1.2 para ajudar a gorar o grático nessa íigura. 
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■ TESTE DA DERfVADA PRIMEIRA 

O Teorema 5,2,2 afirma quc os extremos relativos devem ocorrer em pontos crfticos, mas 
náo diz que em cada pomo crítico deve ocorrer um extrcmo relaiivo, Por cxemplo, para os 
OitO pontos crfticos na Figura 5.2.6, ocorrem cxtremOS rclativos cm cada ponto x v¡ da linha 
superior e em nenhum ponto x n da linha inferior. Alem disso t nos pontos crftícos da primeíra 
linha, as derivadas tem sinais opostos dos dols lados dc x ü * enquanto nos pontos crfticos da 
segnnda linha os sinaís das derivadas sáo os mcsmos de amhos os lados. Assím, podemos 
concluir que: 


Uma fimgaof tem um extremo relaüvo naqueíes poníos cniicas eni que f f twca de sinal 


Figura 5.2*5 






Pcnto crítico 


Ponto crítrco 


Ponto crítico 


Ponto crítico 

Ponto estacionário 


Ponto nSo-estaciorrério 


Ponto estacionério 


Ponto néo-estacionério 

Máxiiriú reláíivo 


Máximo relativo 


Mínimo reiativo 


Mínimo relativo 





Ponto crítico 


Ponto cri'tico 


Ponto crsticú 


Ponto crítico 

Pontc estacionário 


Ponto estacionárío 


Ponto nao-e^tacionário 


Ponto náo-estacionário 

Ponto de inílexio 


Ponto de inftexSo 


Ponto de anfiexáo 


Ponto de inflexio 

Néo um e>rtrerno relativo 


NSo um e>ítremo reiaiivo 


Néo uim extremo relaüvo 


Nio um extremo reiativo 


Figura 5.2.6 


Podeinos, de íáto, levar isso um passo adianie. Nos dois máximos relativos da Figura 
5.2.6, a derivada C positiva á esquerda e negaliva á dircita, e nos dois minimos relativos, a 
derívada e negativa á esquertla e positiva ádireita. Isso tudo está resumido mais precisamente 
no teorcrna sceuírtte. 


IntormalmefUe, as partes {a) e (i?) cto 
Teorema S.2.3 nos diíem que, para 
uma íungáo oontfouaí, os máxjmoa 
íelativoa ocorrem em pontos critícoe 
ootie a derivada iroca de + para - e, os 
mínimos relativos, em pontos crfticos 
onde a derivada troca de - para +. 


5.2*3 r FORemA (Teste da Derívada Prím eira ) 5 1 iponha f coi i tú \ ua em itni poi ? to cti- 

tico x fí . 

(a) Se f(x) > 0 em um inten-ülo aberto imediülámente á esquerda de x 0 e f\x) < 0 em 
um intervalo aberto imediatamente ci direita de x ü , entño f tem um múximo reiativo 
em x 0 . 

(b) Se f*(x) < 0 em um intervalo aberto imediatamente á esquerda de a 0 e f\x) > 0 em itm 
intenaio aherto imedkitamente ¿i direita de x^ entao f tem um minimo reíativo em ,v l? . 

(c) Se f '(x) tiver o mestno siual tanto em um mtetvalo aberto imediatamente á esqiterda 
de a j ü quanto em utn intenaio aberio imediatamente á direita de ,v (:r entao f náo tem 
exíremo reiaüvo em x ír 
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ui MONS iRA^Áo Piovarcmos (a), dcíxando ( b) c (c) como cxcrcídos. Estamos supondo qnc 
}*{x) > 0 no infcrviilo (a, x,,) c que / ,r (x) < 0 no mtervalo (x (l> h ), e qucremos mosinir que 


/(A-0) > /Ú) 

pai a todo jc tio intervalo (íí, /?), Coniudo, as duas hipótesesjunto com o Tcorcma 5,1.2 e a nota 
marginah implicam quc / e cicsccnlc no inlcrvalo (r/, x j c dccrcsccntc no intcrvalo [a’,,, /_?). 
A ssí m, fiXy,) > /í .v) pa ru cada a c m {aj>\ com ig ua I dade val c n ilo so m e n te n o po n 1 o a, ,. ■ 


Tahela 5,2,1 


INTERVAI. (> 5 {.V ~ 2') / X E ^ 

f(x) 

x<0 

(-)/(-) 

+ 

0 < x< 2 

(-)/(+) 

— 

x > 2 

(+)/(+) 

+ 


► Exemplo 4 Mostramos no Exemplo 3 que a límgáo/t.v) - 3 a 5 5 - I 5a" tem pontos crí- 
ticos cm .v — 0 e cm x = 2, A Figura 5.2,5 sugcrc que/tem um máximo relativo em x = 0 c um 
míninio rdalivo em x = 2, Confirme isso usando o teste da derivada primeira. 

Soíi í f ao M ost ram os no Exemplo 3 q ue 


f M = 


5(a - 2) 


x 


1/3 


Uma análise de sinais dessa derivada está na Tabela 5,2,1. O sinal de f muda de + para 
- cm x = 0 t dc modo quc ocorrc um máximo relativo nesse ponto, O sinal inuda de - para + 
érn x = 2 t de modo que ocorre um mínimo relulivo nesse ponlo. < 


f < 0 

Concavitode para baisto 



Fij’ura 5.2.7 


■ TESTE DA DER1VADA SEGUNDA 


Há uni outro tcslc para cxtrcmos rclatívos, o qual é freqücniemcnic mais íácil dc aplícar do 


quc o da derivada primcira. Bascia-se na observagao geomctrica dc que uina limgño/tem 
uni máximo relativo em um ponto estacionário se o giáfico dc / e coneavo para baixo ein urn 
imervalo aberto coniendo aquele ponto esladonário, enquanlo tem um mmimo relalívo se c 
cdncavo para cima (Figura 5.2.7). 


5.2,4 riiüKiíMA (Teste da Derivada Segunda) Suponha que f seja duas vezes difc 
renciáveí em um ponto x u ¿ 

(r/) Se — 0 e /"(/,) > 0, entao / lem um mínitno relativo em .v d . 

(h) Se f'(x fí ) — 0 e /"(xj) < 0, entáo / !ein um tnáximo relativo em x 0 . 

(t L ) Sc f '(x u ) “ 0 e /"( x fí ) - 0, entáo o leste c ínconclusivo, íslo é, / pode ter um máximo 
ou mímmo relativo ou nenhum dos doís em x (í . 


Provarenios (, a) e (c), deixando (h) eomo exercício. 


demonstra^Áo (tí) Esianios supondo que /'(v fj ) = 0 e quc /'(%) > 0, c queremos rnostrar 
que/lem um mínitno relativo em %. Expressando f rf ( a u ) como um limite e usando as duas 
condigoes dadas, obtemos 


, r f(x)-f(x o) r /'(X) 

/ (x 0 ) = lim —--= Itm --- > 0 

■V“>Ao X — X() x - xo 

Isso implica que t para r v siiíicícmcmcritc próximo mas diferentc dc x m temos 

2-21>o (i) 

X — Xo 

Ássim, existeni um intervalo aberto que se estende á esquerda de x 0 c um intervalo aberto que 
se estende á direita de % em que (t) é valido. No intervalo abeno que se estende á esquerda, 
o dcnominador em (1) é negativo, portanto, f (x) < 0; e no intervalo aberto que se cstcndc á 
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direita* o denominador é positivo, portanfo, f '(x) > 0, Agora r segue da pane (b) do teste da 
derivada primeira (Tcorcma 523) que/tem uni mínimo relalivo cmx (r 


DEMONSTft.vCAO (c) Para provar cssa parte do teorcma, hasta fornccer fungdcs para os 
quais /(a,) - 0 e /%%) - 0 em algum ponto x i}f mas com uma delas tendo um mínimo relaii- 
voem x^ uma outra tendo um máximo rclativo cm ^cuma ultima scm máximo ncin mínimo 
relaiivo cnt x, r Dcixamos a cargo do leítor moslrar que ues lais funqocs sao f(x) — T v 4 (rnfnimo 
relatívo em ,r - 0 ) K f(x) - - v 1 (máximo relativo em x - 0) c f(x) - ,r' (nem maxímo rclativo ncm 
mfnimo relativo em x — 0). ■ 


► Exemplo 5 Encotmc os extrcmos relativos de f(x) = - 5,v\ 

Sofugáo Temos 

f\x) — \5x 4 - 15 j 2 — Í5x 2 (x 7 — l) = I5 ,v 2 Cv + 1)(jc — 1) 

/"( x) = 60jc 3 - 30.v - 30 v(2x 2 - 1) 

Resolvendo f'(x) = 0, obtemos os pontos estacionários x = 0 t x = - i e x = 1, Como mosiramos 
na tabeíu a seguir, podemos concluir pelo tcste da dcrivada segunda que/tcm um máximo 
relativo em X = -1 e um mínimo relativo cm x= L 


PONTO ESTACIONÁRLO 

30.v(lt 2 - 1) 

f”(x) 

ThSTL DA OERIVAÜA SEGUNDA 

A‘ = -1 

-30 

— 

/ lcm utn máxiino relativo 

jr = 0 

0 

0 

Inc’C.nchisi vn 

X = 1 

30 

+ 

f tcm um mmímo rclahvo 



v = 3..v 5 - S.v :> 


Figura 5 k2 + 8 


() teste 6 inconctusivo em x = 0, portamo, tentemos o tesle da derivada primeira ncssc ponto. 
Uma análise de sinais dc /' c dada na tabcla seguinte: 


INTERVALO 1 5x 2 (x + I )(.v - 1) f'(x) 


-1 < x < 0 
0 < .v < I 


(+}<+)(-) 
(+)( + )(-) 


Como náo há tnudanga dc sina! de f f em x - 0, náo ocorre nem um máximo relativo nem uni 
mfnimo relativo nesse pomo. Tudo isso é consistente cotn o gráñco de / niostrado na Figura 
5.2.8. < 


M iMPLICApÓES GEOMÉTRICAS DA IVIULTIPLICIDADE 


Nqsso objetivo tinat nesta segao c delincar um proecdimento gcral quc possa ser usado para 
analisar c tragar o gráíieo dc políndmios. Para isso, scrá úiil enlendei eomo o grálieo de um 
polinOmio se eomporta na vi/inhanga de suas raí/es. Por excmplo, scria bom saber qual pro- 
priedade do polinoinío no Exemplo 5 produziu o ponto de mflexáo com tangéneia boii/ontal 
na raiz x = 0. 


Lembre que uma raiz x = r de um polinómio p(x) tem mulüplicidade m se (v “ rf divi- 
dir p(x) ntas (x-r )" ,T1 náodividir. Uma raizde multiplicidade 1 e denomimuia raizsimples. A 
Figura 5.2.9 e o próximo teorema mostram que o comportamento de um polinómio na vizi- 
nhanga de utna raiz real e dctcnninado pela multíplicidade dcssa raiz (a prova será omitída). 
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5.2,5 iMPUCAt OKS gkomktkicas «A MUU’iHJt iixviiK Stqxmha qiw p(x) sejci tm po- 

íindwio com uma raiz de mtdñplicidade m ern x — /: 

(a) Se m é pm emdo o gréfico de v = p(x) é tangente m eixo x em x = /; mas nao cruza o 
eixo x ncssc ponto nem tem um ponto de injiexdo nesse ponto* 

(b) Se m é impar e maiordo qne \, entdo o gráfico é tangeme ao eixo x em x = k cruza o 
eixo x nesse ponto e tem ttm ponto de infiexao nesse ponto* 

(c) Se m = j (de modo que a raiz é simpíes), emao o gráfico nao é tangeme ao eixo .v em 
x = K critza o eixo x nesse ponto e pode ott ndo rer ttm ponto de infiexdo nesse ponto. 



Hgura 5.2/> 


► Exemplo 6 Faga uma conjectura sobre o comportamenio do gráíico cle 



Figura 5,2.10 


■> 


y — -V ( 3 -t — 4 )(jt -|- 2 )' 
na vizmhaugadc scus cortcs com o eixo.ve veriñquc sua conjectura gcrandoo grálico. 


Soluqao Os cortes com o eixo v oconem em x -0,x- c x - -2. A raíz x - 0 tem multipli- 
cidadc 3, quc c ímpar; assim, naquele ponto, o gráfieo dcvc scr tangcmc ao eixo x, cruzá-lo c 
ter um ponto de inllexáo. A raiz .v = ™2 tem multipücidade 2, que e par; assim, o gráfico deve 
ser tangente ao cixo x t mas náo devc cruzá-lo. A raiz x = \ e simples, logo a curva dcvc cru/ar 
o cíxo x sem ser tangcnlc. Tudo isso cstá de acordo com o gráfico da Fígura 5.2.10. M 


■ ANALISE DE PGLINOMIOS 

Hístorícamentc, a expressáo iL csbocar uma curva” significava usar o Cálcuio para ajudai a 
desenhar o gráíicode uma fungao á máo: o objetivoera o gráfico em si. Como agora os grá- 
ficos podem sei L produzidos com grande precisáo por meio tle calculadoras e computadores, 
mudou o propósito dc esbogar urna curva. Atualmente, jácomegamos muitas vezes com um 
gráfico produzítlo por algum recurso gráfico, e só entáo passanios a '"csbocar a curva' para 
identilicar as caraclensticas importarncs do gráñco quc o recurso possa tcr omitido. Assim, 
o objetivo de esbogar curvas nao c mais o gráfico cm si T mas a informagáo que cle rcvcla 
sohrc a fungáo, 

Dcntre as i’ungoes mais simplcs a serem esbogadas e analisadas cstao os polinomios. 
Suas características signíficaiLVas sáo a &imetjia t os cortcs com os cixos t os cxlrcmos relalivos, 
os pontos dc inflexáo c o comporiamcnto linal, ou scja, quando.v — > Too c quando x — > — oc. 
A Figura 5.2.11 mostra os gráftcos de quatro poiinómios em a lípicos. Os gráftcos na Figura 
5.2. 1 1 tCm propriedades que sño comuns a todos os polinómios: 


* Ü domínio natuial dc um polinómio c (— oo, Toc). 
■ Os polinómios sao comínuos em toda parte. 
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Para cada uin dos gráíicos na Fígu- 
ra 5.2.11. conte o nímicrc de cortes 
corn o eiKO jr, os eKlremos reíalivos e 
os ponlos de inllexáo e confirme se 
sua conta é consistente com o grau 
do polinómio. 



Grau 2' 


Figura SM 1 



f-2. 2] x [-3, 3] 


v = 3? 4 - -f- 2.i' 


Figura 5;2J2 


üma revisáo de fatoragSo de polina- 
mios é dada no Ap&nctice B 


Os poíindmios sao difcrendáveis em lüdu parte, de modo que seus gráflcos nüo tem 
hicos ou retas tangentcs vertícais. 

O gráfieo de um poíinomio iiao-eonstaiue sempre ei esce ou decrescc sem eota quan- 
do x —> +oo e quando x —> -oo. Isso oeorre porque o limite de um poliñOmio nao- 
consiante quando.v — > +oo ou quando x —> —oo é seinpre +oo, dependendo do sinal 
do lermo de maiorgrau e se o poiinomioé de grau par ou ímpar [ ver Fórmulas (17) e 
( IH) da Seyao 2.3 e a diseussao a esse respeíto]. 

O gráfico de um polinóniío de grau n (> 2) tem no máximo n cortes coin o eixo jc, no má- 
ximo n - I exLremos lelalivos e no máximo n — 2 ponlos de inílexao. fsso ocorre potque 
os eortes eoin o eixo v, os extretnos relativos e os pontos de inflexáo de uin polinómto 
p{x) estáo entre as solugoes reais das equagoes p(x) — t), p (x) — 0 e p fl {x) - 0 , e os poli- 
namiosdessasequaeoes tém grau tu n -1 cn- 2, respectivamente. Assinp pot exemplo, 
o gráfico de utn polinómio quadrático teni no máximo dois coi tes com o cixo x, um 
extremo relativo e nenhum ponto de inílexao; c o gráfico de um polinómio cúhico tem 
no máximo trés coiles com o eixo .v, doisextrcmos rclativos c um pontode intkxáo. 



► Exemplo 7 A Figura 5.2 A2 mostra o gráfico de 

v — 3 a 4 — óa ' I- 2 v 

produzido por uma calculadora gráfica, Confirme que o gráfico nao esiá omitindo caraeterís- 
ticas significativas. 

Sotu$áo Podcmos tcr certeza de que o gráfico mostra todas as caracterfsi icas sigtfificat i- 
vas do polmómiü porque o polinómio tem grau 4 e podeinos identificar quano raízes, trés 
extremos relativos e dois ponlos dc inflexáo. Alcm disso, o gráfico sugere o comportamento 
correto quando x —» +oo e quando x -> -oo, poís 

lim (3.v 4 - 6x 3 + 2x) = lim 3.v 4 = +oo 

-+■ + 9 C x -► +» 

lim (3.v 4 - 6.v 3 + 2.v) = lim 3.v 4 = +s -4 

■V -* * —X X —; “» 


► Exemplo 8 Esboce o gráíico da equagáo 

y = .v 3 - 3.v + 2 

e identifique a localizagáo dos cortes com os eixos coordenados, os extremos rclativos e os 
pontos dc inflexao, 

Sotu$áo A sogu i n te a ná 3 i sc forn ee e rá a i n formagáo ncce s sáti a para esbogar o g ráfic o, 

* Cortes com o eixo x; Fatorando o polinomio, obtcmos 

V 3 - 3a- + 2 = (,v + 2)(.v - l) 2 

que nos diz que os Cíirtes com o eixo v ocorreni ein x = -2 e x = I. 
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• Cortes com o eixo y; Toniando .v - 0, obtemos y = 2. 

• Comporramen toftn al: Temos 

iim {jt 3 — 3 a + 2) = lini x 3 = 

X —V +>: Jf —> +» 

lim {x 3 ™ 3x + 2) — lim x 3 “ — x 

X -v —'S- x —* —>: 

de modo quo o gráfico cresce sem cota quando x -+ +oo e decresce sem cota quando 

.V —í — oo. 

• Derivadas: 

d y ^ 

~ = 3.v 2 - 3 = 3£* - l)(x+ I) 
dx 



* C'Ví+r^. í/í+vifft e, re'tofívw, piwrctf f/e í/í/kvíjc». Na Figura 5.2.13 temos uma 

análisc dc sinais das dcrivadas primcira e segunda c uma indicaqáo de scu significado 
geomélrico. Teinos pontos estacionários em x = -í e .v - 1 . Como o sinal de dyidx muda 
de + para - cm x = -I, ocorre um máximo rclativo cm x= -1, e como muda dc - para + 
cin x= 1, ocorrc um rninimo rdalivo cm x= I. O sinal de d"yfdx Lroca de — para + cm 
x - 0, porlanto x = 0 c um ponto de ínflcxáo, 

• Eshogo fm al; A Figu ra 5;2 A 4 most ra o es bogo fi na I, idc n t i íica ndo as c oorde nadas ci os 
cortes com os cixos, os exlreinos rclaLivos e os ponlos dc infiexáo, M 


—— 1 - 1 -—■► 

+ + + + +Q--0 + + + ++ dy/dx = 3(x- 1)(jt + 1) 

Crescente D&cr&scente Crescentc y 


ü T 

— 

- - —-.__«,q + h-+ + + + + + + + + + d'-y/dx = 

Concavo para baixo Cfincavo para cima y 


Esbogo srmpltíicado de 
V = ,v 3 - 3x + 2 


Pigurií 5,2J3 




(/ EXERCSCIOS DE COMPREENSAO 5.2 {Verpágina 289para respostas.) 


1. Uma fiingao/tcm um máximo relativo cm ..v r> sc existir um ir»- 

tervalo aberto conteudo x i} em qtie j[x) é _ /T.v, : , > para 

cada v no iiitervalo. 

2. Suponha que/esteja definida em tocíá parte e que.r - 2- 3, 5 
e 7 scjam pontos crílícos de/. Sc f (x)6 posítiva nos ínlerva- 
los (—ooj 2) e (5* 7) e é negativa nos imervalos (2, 3), (3,5) e 
(7, +tso)j entáo/tem máximos reiafivos em ,v = _________ 

e mínímos reiativos em x = . 


3. Suponha quc / esteja delinida etn toda parte e quc x = -2 c 
,v = I sejam pomos erítícos de/ Se f lf (x) = 2v + !. entao /tem 
um _______ relativo em x = -2 e uin_em x= L 

4 P Seja/ú) = (x - 4)", Entáo f 'ú) = 4x(x" -4) e f ir (x) = 4(2*' -4). 
Idcntiüque a Jocalizacáo (a)dos máximos relaíivos, (b)dos mfni- 
mos relativos c (c) dos pontos de inílcxao do gráfico de/ 
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EXERCÍGIOS 5.2 Recurso Gráftco fc~l CAS 


ENFOCANDO CONCEITOS 


L Em cada partc, csboce o gráfico dc uma fungáo contfnua 

com as proprícdades indicadas, ondc / = (—-x., 

(a) / 6 cfincüva para cima no ínicrvalo / c lcm cxaiamcnlc 
um extrcmo relaüvo. 

(b) / é concava para cima no intervalo / c nao tem extrc- 
mos rdativos. 

(c) A funglio / lem exatamente dois exlremos relalivos no 
intervalo / e /(.v) —> -t- x. quando a —> + 10 . 

(d) A fimgáo / tcm cxatamcnte dois cxtrcmos relalivos no 
intcrvalo / e f(x) —> - ooquandojv —> +:xx 

2. Em cada paite. esboce 0 gráíico de uma funcao continua 

com as propríedades indicadas, onde / = (— 00 ,+ 00 ). 

(a) / tem exatamente um extremo relativo em / e f(x) -* 0 
para x —> +oo e v —> - 00 . 

(b) / tem exatamcnte dois extremos relatívos em / e f(x) —>0 
para x —>+000 .v -+-oo. 

(c) / tem exatamcntc um ponto dc inHexáo e um cxtrcmo 
relativo em /. 

(d) / lcm ínlinitoscxtromos rdativose/(v) —>0 para.v —* -f-x,- 
e.c— 


3. (a) Use os testes da derivada primeira e da derivada segunda 
para mostrar que f{x) = 3,v - í:u + l tem um mímrno iclati- 
vo em v - !. 

(b) Use os testes da derivada prímeira e da derivada segunda 
paí'ii mostrar quc f(x) =- 3.v + 3 tem um mínimo relativo 
em x = 1 e um máximo relativo em x = -1. 

4* (a) Use os tesles da derivada primeira c da derivada segunda para 
mostiar quc J’(,v) - senú tem um mínimo relativo em x - 0. 

(b) Use os icstcsdaderivada primeira edaderivada segunda para 
mostrarque g(.v) = ig' v tem 11 m mínimo relaiivo em x = 0. 

(c) De um argumenlo verbal infbrma! para explicar por que as 
fungoes de (a) e (b) iSm mínimos relaiivos em x = 0. 

5, (a) Mostre que as furtgoes / (x) = (x - I ) J e #(,v) - .v - 3.v' + 3.v - 2 

tem pontos estaciomiiios cmx = I, 

(b) O quc o leste da dcrivada segunda díz sobrc a naluroza des- 
ses pontos? 

(c) O que 0 teste da dertvada primeira dí/ sobre a nature/a 
desscs pontos? 

6. (a) Mostre que /(+) = 1 -.v' e g(x) = lv J - 8 a tem pontos esta- 

cionáiios em .v = 0. 

(b) O que diz o tesle da derivada segunda sobrc a natureza des- 
ses pornos? 

(c) O que di/ 0 teste da derívada primeira sobre a naiureza 
desses pontos? 


7-14 Localize todos os pontos erftícos e ¡(Jeruiíiqiie quaís deles 
sao pontos eslacionários. 


7. fú) = 4,v J - I6r+ 17 

* 

11. f(x) = - 25 

13, f(.v) = |sen ,v| 


S. f(x) = 3,v J + lZv 


10 . f(x) = 



x* + 8 


12, fix) = xT(x - ] f* 
14, f(x) = Sen [a'| 


ENFOCANDO CONCEITOS 


15-18 Use o grálico de f ' mostrado em cada ligura para cstimar 
umIos os valoras vle x nos quais/teni (a) mínimos mlativos, (b) máxi- 
mos rolaiivos c (e) pontos de ínllcxao. 


15. 




x 

-► 


.V = f(-í) 



17. 



.V 



19-2 6 U se a dert vada dad a para eneo ntrar todos os pon tos c rítícos 
de / c, em cada um dcles. determinc sc ocoirc um máxinio relativo, 
um mínímo relativo ou nenhum desses, Suponha, em cada caso. 
que/seja comínua em totla parte. 


19. f f {x) =x 2 (x^ - 5) 
2 - 3.v 


2L f f (x) = 


\/x -p 2 


23, f f {x)= xe 


. 1 r 


25, f*(x) = In 


) 


20. f(x) = 4.v' - 9x 


+ 4 


24. f(x) = A<f- 3) 


26, f /.v) = í*" 1 — 5e + 6 


27-30 Encontre os exiremos relativos usando os testes da deri vada 

primeira e da derivada segunda. 


27. f(x) = I + &v ■ 3 a ’ 

2S. f(x) - x 4 - 1 lx' 

29. f(x) = sen 2x> 0 <x<tt 

1 

V 

il 

31-44 U se qualq u er inétod 0 para encomra r os ext re m os re 1 ati vos 

da funqao / 



31. /[>) = a- j -4.v ! + 4.v 2 32. f(x) - ,v(.v - 4) } 
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33* fi x)^x(x + ir 
35. fix) =2x + 3i' 5 


37. fix) = 


■v + 3 
.v — 2 


39, flx) = ln((2 + .v") 


41. flx) = fl' - fl 
43* fix) = 13_v - x"| 


34.. fix) = x%x+ !)■ 


36, j\x) = 2x 3,v 


in 


38, /<a-) = 


.V 


-2 


.v 4 + 16 


40, fix) = In|2 + r| 
42. fix) = (aí- 1 ) 2 
44. /(a) = j I + 


45-54 De unii giülico do pnlincimio e ídentsfique as c(u>rdtinadiis 
dos cortes com os eixos, dos [>orues estacíonários e dos poruos de 
infícxao. Confira as rcspostas com um rccuiso grálico. 


■; 45*;?(.v) =.v" - 3,v - 4 ■ 46,/í(.v) = I + Rv - x 2 

-••• 47,/j(.v) = 2v' — 3.v 2 - 3ti.v + 5 
■■ 48. p (jc) - 2 - x + '2a'“ — x'' 

49.p(x) = (x + I ) 2 (2v - x 2 ) 

■-■■■■■ 50,/)(.v) =/ - ójr“ 4- 5 

¡H51. /?(,v) = .v' 1 - 2x ;í + 2v - I K! 52,/>ü j ) = 4.v' - 9 jc j 


;■-■-( 53./)(.v) =,v(.v : - l) 2 


!•"•• / 54* p(x) = — 3 


55, Em cada pastc: (t) i’aca uma conjectura sobrc o compoitamcnto 
do gráfico rtíis vizinhan^as dos cortes com o eixo x\ (ii) Faija um 
esbogo do gráíico baseado em sua conjectum e nos limítes do 
polinómio quatido v —^ +n<j e x —> -rxj. (m) Compare seu esbo- 
^ocom o gráfico gcrado com um rccurso computacional 

(a) v = .v(,v - 1 )(.v +1) (b) v = .v 2 (,v - I r(,v +1 f 

(C) V = x\x - ! )\x + I )* <fl) V = VÍV - 1) V + I ) j 

56* Esboce o gráfico de y = (v - aj’Xx - hj para os valores indica- 
dos dc m e n f supondo a < h (seis grúfícos no total). 

(a) tn = I f n =■ 1 1 2,3 (b) m = 2, n = 2, 3 

(c) m - 3, n = 3 

57-60 Encontre os exireiuos relativos no intervalo 0 < .v < 2tt e 
conlirme se .seus resultados Cstav> de acordó coiu o gráfico gerado 
por Litn recurso computacionaL 

■ 57. f(x) = [scn 2x\ Fi5K./í.\) = +/3x + 2 sen x 

59, f(x) = cos ' x 60 .fix) = -— - 

2 - cos x 

61-64 Usc um recurso gráfíco para í'azcr uma conjectura sobrc os 
extremos relativos dc / c entüo confma sua conjectura usando o 
tcstc da derívada pnmeíra oü dcrivada scgunda. 

• 61. f(x) =x In v F '62*//) = v p r 

e- 1 + e~* 

■-■■■■■■ 63, /(.v) = jtc "' r -) 64* fi x) - 10 ln x — v 

S5-66 Use tim recurso gráfico computacional para gcrar os grá- 
ficos dc /' e dc /" no intorvalo índicado, c enláo usc-os para 
estimar as coordenadas x dos extremos relativos rclativos de/. Ve- 
rifique se as suas eslimativas estao de acordo com o gráfico de f 


■■• 66 .fix) — scn 2 jv cos x, — tt/ 2. < ,v < jt/2 


67-70 Usc um CAS para lázcr os grállcos dc f' c f". Usc csscs 
gráíicos para tázoi r uma conjectum sobre a localiza^ao e a natureza 
das coordenadas x dos exti-emos relalivos de / e veritiquaa pelo 
gráfico de f. 



67,/v) 


IO.v ? - 3 
3,v- - 5,v + S 



68, fix) = 


arc tg (.v- - x ) 
.v 2 +4 


[c]69./.v) - V.v 4 + cos 2 x 


IH70./ÍA) = x\e lx - e) 


71* Em cada partc, cncontre k dc tal lorma que / tcnha um extrcmo 
rclativoem x= 3. 

(a) /(.v)= ,v 2 + i (b) jlx) = /— 

072. (a) Use um CAS para fazer o gráíico da ítmcao 

„ , x A + 3 


Y 2 + l 


e use o gráfico para cstÍLuar as coordenadas x dos extremos 
relativos. 

(b) Encon 1 re as coordetiadas ,v exata s u sando tim CA S pa ra ic- 
solvcr a equagSo f '(x) = 0. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


73. Os dois gráíicos nas figuras abaíxo retratam uma fungao ra- 
cional r(x) c sua derivada r'U). 

(a) Aproxime as cooidenadas de cada ponto de infiexáo do 
gráíico de y = r(x). 

(b) Suponha que fix) seja uma fungao contínua em toda 
partee cuja derivada satisfáz 


f(x) - (x 2 - 4) ■ r(x) 

(i) Quais sáo os pontos críticos dc fixYl Em cada ponto 
crítíco. identiíiquc s vfix) tcni um máxirno relatívo. um 
míuimo relativo ou nenhum desses, 

(ii) Apmxímc f f, ( 1). 




Fíguras Ex-73 


H«S-/(-r) = .«- 4 -24^+12.v, -5 < v < 5 
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74, Com j j Í, 0 dadí> no Exercício 73. seja g í a’) nma funcao con- 
tfnna em LíXhi pane e liiI que g'U) = x - r(x), A funguo g{x) 
tem um ponto de inñexSo em quais vxlores dex? 


75, Enconlrc os valorcs de <u b, c c <L de íal forma que a fun?áo 

f(x) — ax* + bx ~ + cx + J 


tenha utn minínio relaiivo eni (0, 0) e um miíxitno relativo em 
(M). 

^76, Futi^oes da fornia 


m 


!£ n g~' X 

n\ ’ 


x > 0 


onde n é um inteiro positivo, surgem no esiudo estatístico do 
íluxode transtto. 

(a) Usc u m recurso gráfico para gerar o gráfico de/para n = 
2, 3 t 4 c 5 e clabore uma conjectura sobre o númcro c a 
locali/a^ao dos extremos relaiivos tic/. 

(b) Conlirtnc suñ conjectura itsando o tcstc da dcrívada pri- 
meira. 


P 77. As fiingoes da forma 


/(.V) 



surgem em uma variedade dc problcinas estatisiicos. 

(a) Use o tcste da derivada prímeira para mostrar qtte / tcm 
um máximo reiativo em v ™ 0 e confirmc isso usando um 
recurso gráEico compuíacional para esbogar o gráfico d cf 

(b) Esboce o gráfico de 

/W = f=e- {1 -> í)in 

\Z2tt 


onde n e uma eonsLarue, e idemífique as eoordenadas dos 
extremos relativos. 


78. Suponha h c g com muximo rclativo em x () . Prove que valo ou 
qtie nao valc: 

(a) h + g tem um máximo relativo cm x (r 

(b) h - g ícm um máxímo rdativo em a,,. 

79* Esboce algumas curvas para rnostrai quc as tres partcs do teste 
da dei ivada primeira (Teorema 5,2,3) podem scr lálsas, scm a 
bipdtese tic quc / seja contínua cm x (v 


t/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSAO 5.2 


f, menordoqueoiiigua] a 2. 2,7:5 3, máximo: mínimo 


4, (a) (0. ] 6) (b) (“2. 0) e (2.0) (c) (-2/73. 64/9) c (2/73, 64/9) 


5.3 MAIS SOBRE GRÁFICOS DE CURVAS: FUNpÓES RACIONAIS; CURVAS 
COM CÚSPIDES E RETAS TANGENTES VERTICAIS; USANDO RECURSOS 
COMPUTACÍONAIS 


Nesra segáo disaairemos procedimentos para olner o gráfico defungdes racionais e ottrros 
tipos de curvas. Tatnbém díscatiremos a interagao entre o Cálado e os recursos tecnoiógicos 
para tragar gráficos. 


m PROPRIEDADES DOS GRÁFtCOS 

Fun muilos problcmas, as proprícdadcs dc intcresse no gralico de uniá tungáo sáo: 


simetrias 
cortés no eixo x 
extremos reUuivos 

intervalos dc crcscimcnlo c decrescimento 
assíniotas 


periodicidade 
cortes no eixo v 
pontos de inflexao 
coíicavidade 

coniporLanicnto no infinilo 


Algumas dessas pmpriedades podem náo $crrelevantesem ccrtos casos; porcxcmplo, assfiu 
totas sáo caractei fsticas de fungdes racionais mas náo de poünomios, e a pei iodieidade c ca^ 
racterística de funqocs trigonomdirícas mas nSo de polinomios ou funqoes racionais. Assim, 
quando analisamos o grábco de uma funyáo f\ c util saber aígo a rcspeilo das propiiedades 
gerais dn tamilia á qual a íunqno pertence. 

Eeii algunsprohlemas, geralmente temos imi objetivo definido para a análise dográlico. 
Por excmplo, podemos estar imeressados cirt mostrar todas as earaeterísticas ímportantes da 
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fungáo, ou somcntc no comportamento do gráíico quando x —> +oo ou quando x —> -oo, ou 
ainda em alguma característica especffica, tal como um pouto de ínílexáo particular, Assim, a 
escolha das características que enfocamos sáo ditadas pclos uossos objetivos no problcma. 


■ TRAQANDOO GRAFICO DE FUNgÓES RACIONAIS 

Lembre que uina fungáo racional é utna fungáo do lipo/ü) = P(x)fQ(x), em que P(x) e Q(x) sáo 
polínómios, Os gráíicos de funcoes racionais sáo mais contplícados clo que os de poiinómios por 
causa das possibilidades de assínioias e desctjnlínuidades (ver, por exemplo, a Figura 1.4.11). 
Se P(x) c Q(x) náo tém fator eomurn, entáo a informagáo obtida no procedimento seguinte é, em 
geral, suficicnte para obtcr uni esbogo prcciso do gráfico de umn dada fungáo racional» 


Corno Tra^ar o Gráfico de ttma Fungáo Racionalfix) - R(x)/Qix) em que P(x) e Q(x) 

Ndo Tém Fatores Comuns 

Passo I Determine se há simetria em relagáo ao eixo y ou á origem. 

Passo 2 Encomre os cortes com os eixos coordenados. 

Passo 3 Encontre os valores de x para os quais g(x) = 0. 0 gráfico tem uma assíntota 
veriical em cada um desses valores. 

Passo 4 Determine o comportamento fmal do gráfico calculando os limites de f(x) quan- 
do x —> +oc e quandox -+ -oo. Se um desses limites tcm um valor finito L, entáo 
areta y-Lé umaassíntoíahorizontal, 

Passo 5 Os dnicos lugares em que/( a) pode trocar de sinal estño nos pontos de corte com 
o eixo x e nas assíntotas verticais, Marque esses pontos no eixo x e calcule um 
valor amostral ácfix) em cada um dos intervalos abertos determinados por esses 
pomos, Isso nos áiz sc fix) c positivo ou ncgativo nesse intervaio, 

Passo 6 Use f (x) e f f, (x) para determinar os intervalos em quefix) é eresceiue. decres- 
ecntc, cóncava para cima c cdncava para baixo, Dctermine a localizaqáo dos 
pontos cslacionái ios, do.s exlrcmos rclativos c dos pontos dc inílcxáo. 


► Exemplo 1 Esboce um gráfico da equagao 

f _ 2x2 “ 8 
x 2 — 16 

c identiíique a iocáli/agao dos cones com os cixos, os extremos rclaiivos, os pontos de inlle- 
xáü e as assíriiotas. 


Soluqáü Como o numcrador c o denominador náo lcin fatorcs comuns t uülizarcnios o pro- 
cedmicnto quc acabamos de delincar. 


* Simetrias: A substituigáo de a por -x náo muda a equaqáo, de modo que o gráfico é 
símétrico em relagáo aoeixo v. 

• Cortes com o etxo x: Fazendo y = 0, obtcmos os cortcs com o cixo jc nos pontos x = -2 
e x = 2. 


* Cortes com o eixo y: Fazendo x = 0, obtemos o corte com o cixo y em 4 ■ 

* Ássífitotm verticais: Fa/endo x~ —16 = 0, obtemos as solugocs v - -4 c x = 4. Como 
nenhuma salugño é uma raiz dc 2.C — 8, o gráíico tcm assíntotas verttcais em x = —4 
e x = 4. 


Sinal dey: O coujunto dos pontos cm que ocorrem cortes com o cixo a ou assíntotas 
verlicais é {—4, -2 S 2,4 }. Csses pontos dividcm o ctxo nos intcrvalos abcrlos 

(-oo t -4/ í-4 t -2/ (-2,2), (2,4), (4, + oo) 
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Podemos encontrar o sina) de v ein cada iniorvalo escolhendo um ponio de teste 
arbítrário no intervalo c calculando y -jlx) ncssc ponto dc tcstc (Tabcla 53.1}* Essa 
análise cslá resumida na primcira linha da Fígura 53*lo, 

* Assíntotas horizontais: Os liinites 


2x 2 - 8 

3im —- 

x 2 “ 16 

r 2 a- z - 8 

lim 


-* x- — 16 


2 - (8/x 2 ) 

,i+, I - (|6/ji) 

2 - 

,—1 - (\ (t¡x-) 



fomecem a assfntota bonzontal v = 2. 


* Deri vadas; 


Se cancelarmos o fator comum .v no 
numeradoro no denominadof do 

,(2.r 2 — S) 

j(,r 2 — 16) 

obtoromos a equacáo retratada no 
Exemplo 1. Existe aiguma diferon- 
ontre o gráfico dessa squa^áo e 
o obtido no Exerrplo i? Em geral, 
quai é o efoito sobra o gráfico de 
uma fungáo raoiooal se canoelamos 
fatores comuns do numerador e do 
denominador? 


dy (A' 2 - 16)(4.v) - (2a 2 - 8)(2x) 


48,v 


dx 

t? 


dy 


(A 2 ' 

48(16+ í.v 2 ) 


dx 1 ( x 2 - 16) 3 


16) 2 

(vcrífiquc) 


(a 2 - 16) 2 


Concíusoes. 


* A análisc dc sinais dc y na Figura 5 3 .1 a rcvcla o coínpotlamento do gráíico na vi/iuhan- 

das assíntotas ^ r erlicaís x = 4c x = 4: o gráíico crcsce sein cota quando .v -4” e 
decrescc sem cota quando x —> —4 1 ; o gráíico decresce sem eoia quando x —> 4~ e cresce 
sctn cota quando x -> 4’ (Figura 53Ah). 

* A análise dc sínais de dytdx ua Fígura 53Aa mostra que existc um niáximo rclativo 
no ponto cstacionário x - 0. Náo há mi'nimos rclatívos. 

* A análise de sinais de d 2 yfdx 2 na Figura 0,3,1 a mostra que o gráíico e eóncavo para 
cima á esquerda de x = -4, cóncavo para baixo entre x = -4 e x = 4 e cóncavo para 
cima á direíta dc x = 4, Nao há pontos de inñcxao. 

O gráfico está dado na Figura 5.3.1 c* ^ 


Tiiheín 53,1 


INTERVALÜ 

mvro- 

l'KSTE 

,2.3-8 
x 2 - 1 ó 

SI N A L l)E .y 


x = -5 

ii 

4^ 

■Íj 

+ 

(-4, -2) 

x = -3 

v = -10/7 

— 

(-2, 2) 

Jr= 0 

v = 1/2 

+ 

(2, 4) 

x = 3 

)' = -10/7 

— 

(4 t 

x - 5 

14/3 

+ 


-4 

J 

+ + +- + n» 


-2024 


— 0 + • 'f' ’i' + 0 — “ +-!- + -!- 


-4 0 4 


+ + + +W5,- + + + H 0 -- “ “ - OO — — -* **" 

Crs£c Cresc Decr Decr 


“4 

Jl- 

+ + + + «■ 
Cóncava 
p¿tra cima 


4 


-- _ *-- --- - M + + + + 

Cóncava Cóncava 

para baixo para cima 

(rr) 



Fíguru53J 
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► Exemplo 2 Esboce um gmfico da equaqáo 


e identífique a localizagao de todas assíntotas, dos cortes com os eixos, dos extremos reíativos 
e dos iwntos de inllexáo. 

-Soíuqao 




* 


Sbnetrias: Substituíndo x por -v e v por-v, obtemos uma equacao que pode ser sijn- 
plificada á equagáo origínal; portanto, o grálieo 6 símétrico em relagáo á origem. 

Cüiiescom o eixox: Fazendoy- 0, obtemos oscortes eom ocixo x nos pontos 
e x — i. 


Tabelü 53.2 


INTERVALO 

l J ü\TO 

DE > 

-v 3 - í 

,r' 

SÍNAL 

í)kv 


TESTE 

(-«,"!) 

-2 

3 

& 



I 


Í-E 0) 

2 

6 

+ 

(0, i) 

l 

T 

-6 

— 

(i T +«) 

2 

3 

8 

+ 


* Covtes com o eixo y: Fazendo x — 0, obtemos ü rna divisao por zero; portanto, náo 
exisle corte com o eixo v. 

* Ássíntotüs verticais: Fazendo v' = 0, obtemos a solugáo x = 0. Isso náo é uma raiz de 
.v L - 1, portanto, x — 06 umaassmiota vertical. 

* Sinal de y: () conjunto dos pontos em que ocorrem cortes com o eixo x ou assíntotas 
verticais é (-1 1 0, 1}. Esses pontos dividem o eixo v nos intervaíos abertos 

(-1,0), (0,1), (K+k) 


Na 'l’abela 5.3.2 utilízamos o método dos pontos de teste para obter o sinaf de y em 
cada um desses intervalos. 

• Assfntotax horizonttús: Os limites 


lim 

X —V -j-'S- 



lim ( — 



0 


lim 

,í' --X 



= lim 

-V—» —x. 




forneccm a assíniota horizonta] y = 0. 

• Derivadas: 

dy _ t v 3 (2.v) - ( x 2 - I )(3.v 2 ) _ 3 - .v 2 _ (V3 + v)(>/3 — x) 
dx (jv 3 ) 2 x 4 .v 4 

d 2 y _ x 4 (~2x) - (3 - x 2 )(4x y ) _ 2(x 2 - 6) _ 2(x - *jZ)(x + +6) 
dx 2 (x 4 ) 1 x 5 x 5 


Concimdcs: 


A análise de sinaís de y na Figma 5.3.2f/ revela o coniportamento do gráfico na vízí- 
nhanga da assíntota vcnical x= 0: o gráfico cresce sem cota quandox —* 0" e decresce 
sem cota quando v —* 0 + (Figura 5.3 2b). 

A análise tle sinais de dyfdx na Figura 53. 2a mostra (.[ue extste um mímmo relativo 
cm x- -\fS e um máximo relatívo cm v = ^/3 * 

it 

A análise de sinais de d~yfdx~ na Figura 53.2¿j mostra que o gráfico muda a eoneavi- 
dade na assíntota vertical v - Ü e que há ponios de inflexáo em x ~ e x - v /¡3. 


O gráfico é mostrado na Fígura 53 + 2c. Para prodnzir um esbogo um pouco mais prcciso, utilo 
zamos um reeurso gráfico ptira esbogar os extremos relatívos c os pontos de inílexáo. O leitoi 
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devy eonferir que as eoordenadas uproximadas dos pontos de inflexao sao (“2,45; -034) e 
(2,45; 0,34) c quc as coordcnadas aproximadas dos pontos dc mmimo rclativo c máximo re- 
lativo sao (-1,73; -0,38) e (1,73; 0,38), respectívainente + ^ 




C b) 



F]£ur¿! 5.3.2 



Figura 5.3.3 


■ FUNQÓES RACIONAIS COM ASSÍNTOTAS OBLÍQUAS OU CURVILÍNEAS 

Nas fungoes racionais dcs Exemplos \ c 2, o grau do numerador náo excedeu o do deno- 
minador, c as assíntotas cram ou verticais ou horiíontais. Outros tipos dc ++ assíntotas” sáo 
possívcis sc o numcradordc uma fungáo racional tcm grau maior do quc o denominador. Por 
cxcmpio, considcrc as fungües racionais 


x “ H- ! 

/(•í) = - <5 

X 

Usando divisao, podemos reescreve-las eorno 






í 

f(x ) = jr + - e 
x 

Como amhas as segundas parcelas tcndcm a 0 qmmdo x -+ +oo ou x —> -oo, scgue quc 

( f(x ) - x) -> 0 quando x —> +=c ou quando a j -> -k 
( g(-v ) — x-)—>[) quando A' —> +« ou quando-+ —x 




Geometncamente, isso sígniíica que o gráfico de v =f(x) acaba ficando cada vez rnais pró- 
ximo da reta y = x quando Jt —> +oc ou quando x —* -oo, A reta v = x é, entáo, denominada 
assfníota oblíqua ou indlnada dc /. Analogamente, o gráfico de v = g(x) acabn ficando cada 
vez mais próximo da parábola v =x" quando x —> +co ou quando x —> -oo. A parábola é, 
entao, denominada assfntota curviltnea de g. üs gráficos das fungoes em (1) aparecem nas 
Figuras 533 e 5.3.4. 

Em gcral, sc Jlx) = P(x)/Q(x) 6 uma fungáo racionuh podemos obtcr polinómios quo- 
cicnte q(x) c rcsLo iix) tnis que 

r(x) 


f(x) = q (x ) + 


Q(x) 


sendo o grau de /Iv) menor do que o de Q(x), Entáo Ka)/(>(a) —> 0 quando x — > +oo e quando 
x —> -oc, dc modo quc v — g( v) é uma assíntota de / Essa assíntota será uma rcta oblíqua sc o 
grau de P(x) for um a maís do que o de (7( v), e será uma assinloia curvílfnea sc o grau dc P(x) 
exccdcr o de OW por dois ou maís. Problemas envolvendo esse lipo dc assfntotas sao dados 
nos Exereíeios 17 c 18. 


figura 534 
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■ GRÁFICÜS COMTANGENTES VERTICAIS E CÚSPiDES 

A Figura 5.3*5 mosíra quatro partes de curva que pcdem ser encontradas fadimeiite em grá- 
l\cos dc lungdcs que cnvolvcm radicais ou expoentes l’racionáríos. Em todos os quatro casos, 
ix lun^ao rtüO ¿ diferenciávéi em x u , püis as retas secántes pelos pontos (a' r!t /(-v f> )) e 
tendem a posígao vertícal quando x tende a x ([ dc qualquer um dos dois lados, Assím, eni cada 
caso* a curva tem uma reta tangcnte vertíeal cm (x (] ,f[x fí )). Nas partes (a) c (b) da figura, ocor- 
re uma inllexao cm x l} porque hn uma mudan^a de concavídade ncssc ponto. Nas partes (c) e 
(d), cm quc f''(x) tcndc a +oo por um dos lados c a -oe pclo omro t dizemos quc o gráñco tem 
uma cúspide em x ([ . 


Observe que os pontos de inftexao 
podem ser dfstinguidos das cúspides 
em pontos com langéncias verlicais 
pelo comportamento de /' no timite. 
Ocorre um ponto de inflexáo em + 0 se 
os limites laterais de /' em x. : tiverem 
o mesmo sinal e uma cúspide se os 
$¡nais forem opostos. 







JflTl f(x) = +=* 


líim f(x) = -» 


tim f(x) = -« 


iim /(.¥) = +eo 


x ~* x t 


x ^ x t 




x ~ >x u 


Jim f'(x) - +í« 


lim f(x) - 


fim f(.\) = +™ 


fim /g.v) = -co 









(a) 

íb) 

m 

(d) 

Figura 53.5 





► Exempio 3 Eshüee o grático dc v ™ (x - 4) J t 

• Smietrias: Náo há sinictríás em relagáo aos cixos coordcnaclos (vcriíiquc). Porcm, o grá- 
fico da cquacao é siinétríco cm relagáo a x — 4, uina vcz qtie é uma translagfiü (quatro 
unidadcs para a dircita) do grafico dc _y=x i ''\ que é sirnctrico em reíagSo ao eixo y. 

■ Cortes com o eixo x: Fazcndo y — 0, obtcmos t> cortc x — 4. 

■ Cortes com o eixo y; Fazendo x = 0, obtemos t> corte y — Í/Tb rs 2,5. 

» Assintotas verticais: Ncnhuma, pois f(x) — (x - 4) é contfnua eni loda parie. 

■ Assíntotas honzontais; Nenhuma, pois 

lim (x - 4)- /? = c litn (,v - A) m - +<x 


* Dehvadax 


| = /'(,) = |(x - 4 )-^ = 


d 2 \ 


i = r(x) = --cr-4r 

dx~ 9 


4/3 


9(x - 4) 4/ ' 3 


* Retas tmigentes verticais: Há uma reta tangeme vertical e uma cúspidc cm x = 4 do 
tipo da Figura 53.5d t pois f(x) = (x -4) 2i ' é contínua cm jc = 4 c 

lim ffx) = lim -—-—ttt = 

T-+4+ .T-+4-+ 3(JC “ 4) 1 ' i 

2 

lim ffx) = lim —- —rr = —x 

T -+4~ T — * 4~ 3(x - 4) Wi 

Conchisoes; 

* A fungáo J\x) = (x - 4) J: " = ((.v - 4) 1 '/ 2 é náo-negativa para eada x. Existe um zero de 


/em x = 4, 
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* Exisie um puuto crílico em jc = 4, pois/Mo é diterenciúvci ncSííC ponto, Foi visto 
antcriormente que nessc ponto ocorrc uma ctispide, A análise de sinais de dyídx na 
Fígura 53. 6a e o teste da derivada primeira mostram que nessa eúspide ocone um 
rnínimo relatívo, já que f'(x) < 0 se x < 4 e f'(x) > 0 se x > 4, 

• ^7 'j 

* Á análise de sinais dc d~yídx' na Figura 5.3.(ya mosira quc o grálico é cóncavo para 
baixo em ambos lados da cúspide. 

O fíráfieo está dado na Fieura 5.3=6/?. < 


JL 


++++++++0++++++++ 

4 


Pecrescente 


Crescente 


4 

i 



(fO 


(W 


Fígura 53*6 


► Exempto 4 Esboee o gráfico de y = 6lv l '' + 3.\ 4 i 
Solugao Para si mpl í ticar nossa anát tse% eserevemos 

f(x) - 6.v 1/? + 3.Í 473 = 3.V 1 /3 (2 + A') 

* Simetrias: Náo há simetrias em rclagáo aos eixos e á origem (verífique) 

* Cories com o eixo Fazendo y = 3x l ' \2 + x) - ü, obtemos os cortes x — 0 e x - 

* Coríes com o eixo y: Fa/cndo x — 0 t obtemos o cortc y — 0. 

* AxsiiUotas verticais: Nenhuma, pois f(x) - <xv J ' f ' + 3x J ^ é contínua* 

* Assíntoras horizontais: Nenhuma, uma vez que 

1/3 


= —2. 


1 i m (6x J - + 3.v ■ ) = II m 3x f - (2 + x) — +x 

_i +DG X —► +K 

!¡m (6 a l/J + 3 a 4/5 ) = lim 3 a i/3 (2 + a) = +* 


X —' —p: 


í —« 


* Derivadas: 


= f\ x) = 2a" j/3 + 4.+ J = 2,í" 2/3 (I + 2a) = 2(2x + 0 
dx 

d 2 \ 


x 


2tt 


^ ™ 


4 -$n , 4 ^ - 2/3 


+ 'rX "" — —X 

3 3 


,- 5/3 


i™ í + A') = 


Retas tangentes verticais: Rxistc uma reta tangente vcríical cm x 
nua ncsse ponto e 


4(x - I) 

0, pois /é conti- 


, r 2(2x + I) 

Imi j ( x) = lim -——- — +® 

x^Q-> x -> 0 + X 2 3 

i- s - f/ , 2(2x + I) 

lim / (x) = hm -—— = +^ : 


x -* 0" 


.V —> 0 


X 


2/3 


Isso e a mudanqa da concavidade em x = 0 implicam que (ü, 0) é um ponto de ínlle- 
xáo do lipo dado na Figura 53.5a * 
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Conclusdes; 


OOMÍNIO DATECNOLOGIA 

A Figura 5,3.7¿j foi gerada com um 
recurso grófico, Contudo, o ponto de 
inflexao om t - 1 á tao sutil que náo 
fica aparente. Verifsque se seu recur- 
soconsegue fazer uína versao desse 
grátoque lOíne evicíenieo ponto de 
inffexáo, 


• Pela análise tle sinais de y m Figum 53la, o giáfico está abaixo do eixo x entre os 
cories x — —2 e .v = 0 d« eixo .v c acima do eixo x sc x < -2 ou x > 0. 

• A parlir da fórmula para dy/dx, vemos que fiá um ponto esiacionário em x = - \ e um 
ponto crítico cm x = 0 r no qual fmo c difcrenciávcl. Vimos quc ncssc ponto crítico há 
uma rcta taiigeutc vcnícal c um ponio dc inllcxáo. 

■ A análise dc sinais dc dy/dx na Figura 533a C o testc da dcrivada primeira mostram 
quc há uiu mfnimo rclatívo no ponto cstacionárío cm x = - j (vcníiquc). 

• A anáüsc dc sinais dc d'f/dx' na Figura 533a mostra quc, alcm da infiexáo na rcta 
tangente verticul, cxistc outro ponto dc ínfiexáo cm a = I, no qual o gráfico troca de 
cóncavo para baixo para cóncavo para címa. 


O gráfico está dado na Figura 533b, < 


-2 

L 


í) 

i 


+ + + + + + +0-0 + + + + + + + ++ + + -t Sinal de y = +x) 


2 0 

j_L 


_. _ ______ _ _ 0 4- -f- 4- « + + + 4 4-4 4 + + + + + Sinal de dy/dx 

Decrescente Cresc Crescente v 


'a 0 

j. j- 


t 


x 


+ + + + + + + + + + + + + + M- -- -- -0 + + + + + Sinal de d~y/dx~ 
Cóncave C&ncava Cóncava y 

paracima para baixo paracima 



v = (>* m + 


(a) 


(b) 


í-’igura 5.3.7 


■ TRAQANDO O GRÁFICO DE FUNQÓES DE OUTROSTIPOS 

já discufimos métodos para tra^ar o gráfico dc polinómios, de fun^Oes racionais c fmujoes 
com euspides e rctas tangentes verticais, As mesmas lcrramcntas doCálculo que uliiizamos 
para analisar cssas lungoes tatnbém podcm ser usadas para analisar o gráfico de fungócs 
trigonoméiñcas, logarítmicas e exponenciais, bem como uma variedade sem fim de outros 
tipos de fungóes. 


► Exempio 5 Esbocc o grálico de y = e~' ~ e identiíique a localiza^áo de todos os exlre- 
mos relativos e dos pontos de ínílexáo. 


Solu^a 


o 


Shnerrias: Substítuindo .v por -v náo muda a equagáo, dc modo que o gráfieo é simé- 
trico cm relagáo ao etxo y. 


^- 2*2 

* Cortes com o eixo x: Fazendo y = 0, obtemos a equacáo e v " = 0, que náo possui 
soluqáo, pois todas as poténcias de e teni valores posilivos, Assim, náo cxiste corte 
com o cixo x, 

* Coríes com o eixo y: Fa/cndo x = 0, ohfenios o coitc com o eixo y em y = I. 

_ .2/ 1 ? 

* Assimotas vertkais: Náo existem assíntotas verticais porque e " é eomínua em 
(—cc\ +oo). 
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Assímoías horizontais: 0 eixo x (y = 0) é uma assímota bori/omaL pois 

lim e" x ~ n =a lim e~ xn ^0 

JT ■*> —Ét: X "+ *Hw 


* Derivadas: 


d\ 

7x 

d 2 y 

dx 2 


= e~* 2n 


dx 


-f - 


= — x~|í ' x ■ 2 \ -4- e~' x ' i?r ~\— a ¡ 
dx dx 

^x 2 e^ n ~e^ n = (x 2 ~\)e^ n 


Conclusoes; 


+ A amtlístí dc situiis de y n¿t Figura 5.3.8« foí baseada no íaio de que e x " > 0 para todo 
x. Isso mostra que o gráfico está sempre acima do cixo x. 

+ A análise dc sinais de dyídx na Figura 5.3.8« Ibi bascada no fato dc quc dy/dx = —x 
tf~ v "^iem o mesmo sinal que -v. Essa análise c o teste da derivada primeira mostram 
que há um ponto estacionário em x - 0, no qual ocorre um máximo rdatívo, C> valor 
de v no máximo relativo é v = e ' = l. 

r r’ 

+ A análise de sinais de d : y/dx 2 na Figura 5.3.8« foí baseada no fato de que d 2 y/dx~ = 
(x 2 - i)e” v tcm o mesmo sinal quc ,v 2 - I, Essa análisc mostra que há pontos de in- 
flexáo em x = -1 e em x - I, O gráfieo troca dc concavo para eima para eoneavo para 
baixo em x~-] c (fe concavo para baixo para cóncavo para cima em .v = E As eoor- 
denadas dos pontos dc inflexao sáo (-1, e~ L ~) ra (—1,0.6 í) e (I „ e~ 12 ) ^ (1, 0 t 61). 


O eráfico c s t á dado na Fi s ura 5 + 3.8 b, < 


o 


+ + + + + + + + + 

-> 

+ + + + + + + + -)- + 

0 

i » 

+ + + + + + + + + 

--JP- 

0 

Cre$ce¡nte 

Decrescente 


1 

i 

-+ 


+ -i- -r -v-h -r 0 — 0 + +"l" + + + 

Cóncava Cfincava CCncava 
para cima para baixo para cirna 



(á) 


(b) 


Figura 5.3.8 


■ TRAQANDO GRAFICOS USANDO CAECUEO ETECNQLOGÍA JUIMTOS 

Ald aqui ncste capítulo utilizamos o Cálculo para produzír gráficos dc funqñcs, scndo quc 
os gráíicos eram o ohjetivo. Agora trabalharemos na dircqáo contrária, comeqando com um 
gráfico produzido por um recurso gráfico. Nosso objetivoe utilizar as ferramentas do Cátculo 
para determinar a localizaqao exata dos extremos rdativos, dos ponlos de inllexáo e outras 
earaeterfstieas sugeridas pelo gráfieo, além de determinar se eie pode estai’ omitindo alguma 
earacterística que gostaríamos de ver. 


► Exemplo 6 Lfse um recurso gráíico para gciar o gráfico tle/(.v) = (In x)/x, c discuta o quc 
essc gráfico díz sobre extrcmos relativos, pontos de inflexao, assmtotas e comportamento final, 
Use o Cálculo para encomrar a tocalizaqáo de todas as caracleristicas essenciais do gráíico. 
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[-1, 25] x [-0.5; 0,5] 
aScI - 5. ySol - 0.2 


f _ ]r ia 

1 “ -X 


Figura 5,3,9 


Solu^ao A Fígura 5.3.9 rnostra urn grártco de/produzido por üiti recurso gráfico. Esse 
gráfico üugere que há uni corte com o eixo jt perto de x — I, um máximo relativo em aigum 
Jugar entre x = 0 o x = 5, um ponto de ínñcxáo perto de = 5, uma assíntota vertiea! em x = 0 e 
possivelniente um assintota horizontal v = 0. Para uma análise mais precivsadessa Informa^ao, 
temos de considerar as derivadas 


f(x) = 


xl^-Onxm ,_ ln _ T 


X' 


X 1 


= 


x 2 ^ — (I — Iiia')(2;v} 


2x Jn x — 3jc 2 In x — 3 


x 


X 




• Extremos relativos: A resolutjao de /'(jc) - 0 fornece o ponio estacionário x = e (vcri- 
fique). Como 

2-3 I 

/ V }-—<0 

e' e* 

exisle um máximo rclalivo em x = e ps 2,7 peío Teste da derivada segunda. 

• ftmfos de inflexao: Como fix) — (Iti x)fx só está deíinida ein valores posilivos de x t a 
derívada segunda f ff (x) tem o mesmo sinal que 2 ln x - 3. Deíxamos a cargo do Jeitor 
usar as desigualdades (2 In x - 3) < 0 e (2 lu x ™ 3) > 0 para mostrar que f ,f (x) < 0 sc 
x < e"' e f ft (x) > 0 se x > e'\ Assim, existe um ponto de infiexáo em x = e'' ~ ^ 4,5, 

• Assíntotas: Aplieando a regra de L'Hópital, obtcmos 

ln-«f (Ox) í 

lim — ~ lim — - — hin — — 0 

.x^+v- x *-*+* | 4** x 

de modo que v = 0 e uma assíntota horízontal. Também há uma assíntota vertical em 
x - 0, pois 

ln,v 

hrn - = —x 

ji-*0 + x 

(por qué?). 

■ Corfes eom os eixos: Fazcndo/(.\) = 0, ohtemos (ln x)fx = 0. A dnica solu^ao rea! 
dessa cquagao é jc = L de modo que nessc ponto existc um corte com o eixo jc, 


EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 5.3 (Verpágirta 301 para respostas.) 


3(.v + Í)@c — 3) 

L Seja f(x) — --Sabencio que 

{> + 2) (x - 4) 

_ — 3Q(.v - 1) _ mx 2 - 2 v + 4) 

(x -F 2) 2 (.v — 4} 2 ’ X (v +2 /(a — 4) 3 


delermine as seguintes propiiedades do graticu de / 

(a) Cis corles com os eixos x e v sáo__. 

(b) M assímotas verticaís sáo___. 

(c) A assíntota hoiizontal é _.. 

(d) O gráfico está aciina do cixo x nos intervalos _ 

(e) O gráfico é crescente nos inlervaios_ 

(f) O gráfico é cdncavo para cima nos intervalos_ 

(g) O ponto de m áx i mo re I at ivo d o gm fi co é _ 

, x 2 — 4 

2, . Sejú f(x) —-. Sabendo que 


f(x) = 


—2(x 2 — 16) 


2(5a- 2 - 176} 


f"(x) = 


3^! 1/3 ' J 9.v 14 ^ 

deiermíne as seguimes propricdadcs do gráfico dc/ 


(a) O s cortes eo m ü eixo x sno_. 

(b) A assíiuota vertica! ú _, 

(c) A a ssín i ota h oii /o ntal é __ 

(d) O grá Iico es tú ac i m a do ei x o x nos in tervalos _. 

(c) O grálleo é crcscente nos intcrvalos_, 

(f) O grático é cóncavo para cima nos intervalos_ 

(g) Os ponlos de í nfiexáo ocorrem em x = _ _, 

3* Seja fíx) = (x - 2)" / n . Sabendo quc 

f'(x) = | (x 2 — A)e xl2 s f (x) — j (x 2 q- 4x — 4)e xi2 

determine as segutnies propriedades do gráfico de/ 

(a) A as sín rot a h ori zomal é . 

(h) O gráfico está acirna do eíxo x nos intervalos r _. 

(c) ü grático é crcsccntc nos intervalos_. 

(d) Ü gráfico é concavo para cima nos Íntervalos ____ 

(e) O ponto de mfnimo rdativo do gráfico é__ r+ 

(f) ponto de máxímo rdativo do gráfico é _. 

(g) üs pomos de infiexáo ocorrem em a =_. 
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EXERCÍCfOS 5.3 Q Hecurso Gráfico 


1-14 Ohtcnha um giáfico da funcao racional dada c idciuiliquc 
ás coordenadas dos pontos cslacionários c dc inílcxáO. Moslre :ls 
ássnuotái hori/onuiis c vcrticais e sims cquayoes. Idcmifique 
(se houvcr) os pontos cm quo o giáfico omza uma assintüta hori - 
/.ontal. Conlira seu trabalho com um rccurso eráiico. 




H4. 


2.v - 6 

4 - .v 

2 

X 

X 2 - 4 

JC 3 + 1 
Jl 3 -1 


4 2 

09. r b 3 


02. 


0 S - 


v : ' — 4 
■? 


■■■ 3 


rV 


X 


.v 2 +4 


B«- 2 


06- 

I 


.V 2 - 4 

..2 


(jr - I ) ¿ 
,v 4 + I 


011. 


01 . 1 . 


I 2 X 


(3.v + 1)- 

(.í - 1 ) 2 

X" + .V 
I — .V 2 


H: ío. 


H 12.2 + 


3jO + .0 

3U' + I) z 

U - I ) 2 

-í +1 


( 1 - -1 ) 4 


014. 


X 


1 - .V - 


.1 


■■ 15, Em cada parte. faqa um esbogo aproximado do grálico usando 
assfntotas c limiics apropriados, mas náo dcrivadas. Comparc 
seu esboqo ao gcrado por uin nccurso gráfico computacíonal. 


C a ) v - 


3x 2 - 8 


..v 2 - 4 
2.v - u 


(b) v — 


.v 2 + 2x 
x 2 - 1 


—, 7 

x- + x — 2 

16. (a) Esboce o gráfico de 


(d) v = 


v 2 — x — 2 


I 


v — 


(,v — a)(x — b) 

supondo a ^ />, 

(b) Piove que, se a ^ b . entao a fun^áo 

1 


(x — a)( x — b) 

d simctriea ein relaqño á reia .v = (a -I- /?)/2. 

17* Mostrc q lic v - x + 3 é uma assíntota obl íq u a do grá ti co de/(_v) = 
a/Cv - 3). Esbocc o grático dc v mostrando esse compor- 
tamento assiuidtico. 


022* x - -- \r 


X X 


x 3 — 4_v — 8 

7T2 


024. — 


.V“ + I 


ENFOCANDO CONCEITOS 


: 25,Em cada partc. combine a ftin^ao com os grálicos 1 a VI 

sem usar um recurso gráñco c depois conñnne gerando-o 
com tim recurso giáfico eompuiacional 


(a) .v 
(d) x' 

1 


\/> 


2/5 


(b) x 
(e) x 


1/4 


1/5 


1,4 


<C) X 
(0 


X 




VI 



26. Esboce a forma geral do gráñco dc y = x hl ' e dcscrcva o quc 
acomcce com cla quando n crcsee sc 

(a) n tor inteíro posiiivo par; 

(b) m fo r mtdro posit i vo ímpar, 


18, Mostre tiue y = 3 - .v' e uma assfntota curviiínea do gráñco de 
fix) = (2 4- 3.v - +)/ r i\ Esboce o gráñco dc y = fix\ mostrando 
csse comportamento assiniótíeo. 


19-24 Esboce um gráfico da fungSo racíonal dada e idciHitique 
as coordcnadas dos pontos estacionários e de inñexao. Mostre as 
assíntotas horizomais, verticais, oblíquas e curvilíneas e dc suas 
equa^des. [deiHifique (sc houver) os pontos em que o gráfico mi/a 
Lima assfntota. Coníira seu trabalho eom um recurso gráfico. 


019. a 


1 

.V 


20 . 


x 2 - 2 


021 . 


(x - 2 V 


X 


X■ 


27-34 Obteiilia utn gráñco da fungao e identiñque a localíza^ño 
de todos os poutos criticos e de inficxao. Conlira seu trabalho com 
tmi recurso gráfico. 


B27.AIV - 1 

028. <fx 2 “ 4 

029.2jt + 3x in 

030. 2x 2 - 3X m 

031. 4.v 1/3 - .v 4/3 

032.5.( yj + A- VJ 

Q33, 2+^ 























































300 Cálculo 


35-40 Obtenhá um gráftco da funqáo c ideniífLque :i localízagao 
de todos os pontos de extrcmos relatívos c dc inílcx¿io. Confira scti 
trabalhóeom um recurso grúfico. 

■ •; 35.4’ + sen x Fo36.4 - tg .c 

’-í 37. \/3 cos x + sen x 038* scn x + cos x 

■ 39. seii r \ - COS jfi —it < x < 3 ji 

40. Vl-g-V. 0 b ,V < 7112 


41-50 Usando a rogra de L Hopitñl (SegSo 4,4). podemos conferir 
que 

lim íim ■— ~ 0, lim xe* =0 

A'-^-hW ,V .v^+^í ^ 1 v —>■ — «■ 

Nesses exereicics: (a) Usc esses limites, sc uecessário + para obier 
os límites de /(_t) quando x —> -kx> e x —> -oo. (b) Esboce o gráfico 
dc /(a ) e Ídcntifiquc todos os extremos relativos, os pontos de in- 
flexáo e as assfntotas (conforme o caso). Confira seu trabal ho com 
um recur.so gruheo. 


41 . f{x) — xe' 
043.yt4) = A” Zí 
045./U) = .v“f c 

B47 ^) = _L_ 

“49,/U) =.r-c'' L 


042 .fe)=jee x 
;-- ; 44,/(,v) = x'e' 1 
046 +J ftx) - c" 3 * 2 

048JW = -^V 

05O,/(x) = ..vV 1 ' 1 


51 -56 Usando a regra de 1 2 H6pital (Segao 4.4), podemos conferír 
que 

3hn ss0, )im ~— = +k, Jim x r In.v ~ 0 
,v + x r -v -^-n ! n x _v -> o 1 

pam quak|iter ndmcro real positívo r. Nc.stcs cxercfcios: (a) Us.e 
esses üinitcs. se neeessárío, para otater os Jimitcs dc f{x) quatido _v 
-* +^xj e x -+ 0". (b) Esboce o gráfico dc y(x) e identifique todos os 
cxiremos rdativos, os pontos dc inflexáo e us assfntotas (confoi L me 
o caso). Coníim seu írabalho com um necurso gj áfico. 

- 51 .fix) - a In x 0 52*fix) - x~ 3 n jt 

0 53./U) = VI n(24 0 54,/(,v) = 3n(U + I) 

-■ 55 *fix) — x 2 ' Un x ; - 56*7(.t) = a lo in a 


ENFOCANOO CONCEITOS 


0)57, Considere a lamiliade curvas y=xe hl [h > 0). 

(a) Use um recurso gráfico computacional para gerar al- 
guns mcmbros dessa família. 

(b) l>iscuta o cfcito da variagáo dc h na forma do gráfico 
e a localiza^lo tanto dos cxtremos relativos como dos 
pontos de inflexao. 

- -.58,Considerc a família de curvas y - e In ' (b >0). 

(a) Usc um recurso grático computacioual para gerar al- 
guns meinbros dcssa família. 

(b) Discuta o eleito da variagáo dc h na forma do gráfico 
c a localizagáo tanto dos cxtretnos rclativos como dos 
pomosde inftexao. 


59, (a) Determine se os limites a seguir existem e* em caso afir- 
mativo, eneontrc-os. 


Ütn éAcos-í, fim e x cos x 

r —> +tf a —» -* 

(b) Esboce os grálicos de v = e\ y = -e e v = e‘ cos ,v no 
niesiTio sistemade coordenadas e marque Uxlosos pon- 
tos de interseegao. 

(c) Usc um rccurso giáfico coniputacional para gcrar al- 
guns mcmbros da famííia y - e l ' cos bx (a > U c b > 0) 
e diseuia o efeito da variaglo de a e h sobre a forma da 
curva. 

--■■ fift, Consídere a família dc curvas y — x K e ' onde n é um nü- 
mero intciro posítívo. 

(a) Use u m rccurso gráfico para gerar afguns mcmbros dcs- 
sa famflia. 

(b) Discma o cfei eo dc varíar n no fonnato do gi áfico e dis- 
cui3 tanto a locaiizagüo dos extremos relativos como 
dos poníos do iníkxáo, 

6 L A figura em anexo mosl ra o gráfico da dem-ada tle uma fun- 
gao h que cslá definida e é conLínua no intervaU) (-oo. +oo), 
Suponha que o gráfico de h* tenha uma assíntota v-ertical ein 
x = 3eque 

li (jl) —> 0'’ quando .v —> —» 

/i r (.v) —> — x quando x — ► +x 

(a) Quais sao os pontos críticos dc /i(.v)? 

(b) Identilique os imervalos em que h(x) é crescente, 

(c) Identillque as coordenadas x dos extremos relativos de 
h(x) e classifique-os como máxiino ou mínimo relativos. 

(d) Estime as coordenadas x dos pontos de infiexao de 
h(x). 



Figura Fx-61 


62. Seja fix) - ( l - 2a)/íú). onde hlx) ó a funcáo dada no Exercí- 
cio 61. Suponha que x = 5 seja um ponto crítico de /ú). 

(a) Estime h{5)> 

(h) Use o tcste da derivndu segunda para determiiw s cfix) 
tem um máxtmo ou um mfnimo relativo em .v - 5. 


63. Um lote retangtilar dcve ser cercado de fomia que a área 
interna seja de 400 m". Sejam L o comprimenLo dn cerca 
necessária e x o comprimenLo de uiti lado do retángulo: 
inostrc que L = 2x + 800/.t para x > 0 e esboee o gráfieo de 
L versus x para x > 0. 
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[—0 t 2; 0,2 j. Mosire t|Lie a escolhíi da eseala vertical faz com que 
o computador pcrca aspcctos imponantes do gráfico, Encontrc 
os aspcctosomitidos c lága scu próprio csbogo ínostrando-os. 


T¡ 

dc nm lado da base quadrada, Mostre quc S = a“ + 2000/a pura 
x > 0 c csboce o gráíico dc S ve/\sns x para x > 0. 


V 


s 

4 

3 

2 

1 


1 


0 t 2 


1 


65, A Figura Ex-65 mostra o gráfico do politiómío y = O.is (x - I) 
gerado etn computador usando uma janela de [-2: 2,5] x [-1,5). 
Mosire que a escolha da escahi verlical la/ com que o compma- 
tlor perca aspectos iniportantes do gráfico. Encontrc os aspectos 
omitidos e íaca seu própiio esboco mostmndo-os. 





- 0,1 

- 0,2 


1 


66, A Fi gura Ex -66 m ost r ll o grá fi co do pol i n ó m i o y = 0,1.v' (.* +-1)" 
gerado em computador usando uma jancla dc [-2; 1,5 [ x 


( ii'úníi) [téfo Mulltemüíka 

Figurü Es-65 


Fíguni I'X'66 



RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSAO 5.3 



5.4 MÁXEMOS E MÍNIMOS ABSOLUTOS 


Ho comeqo da Secao 5,2 observamos qtte , $e o grájico de itma fimgdofor imaginado como 
sendo ttma conülheira em duas dimensoes (Figtmt 5.2 J h enráo os máxímos e os mínimos 
reiativos corresponde/n ao topo de tnorros e aofundo de vaíes t isto é> eles sao os pontos 
mais aíto e mais baixo em sua vizinhanga próxima . Nesta segáo nos preocuparemos com 
o probíema mais ahrangente de e/iconírar os pontos mais alto e mais baixo de toiía a 
paisagem, isto é y pmcuraremos o mais altú dos topos e o maisfundo dos vaíes\ Em rennos 
matemáticos, procuraremos o maior e o menor valorde uma fimqao em um intervalo. 


■ EXTREMOS ABSOLUTOS 

Vamos comegar por alguma terminologia para descrever o maior e o menor valor de uma 
furiQáo em um imervalo. 


5,4.1 DEFiNigÁo Seja / um intervalo no domfnio dc uma ftmgáo f Dizemos que / 
tem Lim máximo absoiuto em / em um ponto x n se j (x) < f(xj para lodo v em /, e que / 
tem um mínimo absoluto cm x 0 sc f{xj < fixj para todo x cm /, Se / tiver em a, :i quaft 
quer um dos dois, máximo absoluto ou mínimo absolulo, di/emos que / tem em x ü um 
extremo absoluto. 


Se/tem um maximo absolulo no ponlo _y, cm um intervalo /, cniáo fixj é 0 maior valor 
de/em /; e se/tem um mínimo absoiuto em x ñ ,entao f(x u ) e o menor valor de/em /, Em 
geral t nao há garanlia de que uma íungáo / teniia exlremos absolutos em um dado íntervalo 
(Figura 5.4.1). 
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/tem um mínimo 
absoEuto mas nao 
um máximo absoluto 
efn(“w, +») 


(a) 

l'igura 5AA 



/ nSo tem extremos 
absoíutos em 

(—bo, +eo) 




y'tem um máximo 
e um mínimo 
absofutos erm 

+ee) 


U') 



f náo tem extremos 
absolutos em((j. b) 



/tem um mínimo 
e um máximo 
absoiutos em [«. b] 



■ OTEOREMA DO VALOR EXTREWIO 


As partcs (ú) a (d) da Figura 5.4.1 mostram que uma fuugáo eontímia pode ou náo ter extre- 
mos absolutos em um intervalo inñnito ou em um imervaío aherto íiníto. Porém, o teorema a 


seguir mostra que uma fungáo contínua deve ter um máximo e um mínímo absolutos em todo 


intervalo fediudo fmito [veja pane (e) da Figura 5.4,1], 


Ae bípóteses do Teoremia do Valor Ex* 
tremo sáo essenciais, Ou seja, seo 
intervalo náo for fechacío ou se/ráo 
é contrnua no intervalo, dntáo/ náo 
pr-eoisa ter extremos absolutos no in* 
tervalo (Exércícios4 a 6), 

Emtiora a pro\ra desse teorema se¡a muito difícil para ser incluída aqui H o feitor deve se convencer de sua validade 
com alguns exemplos - tente fazer o gráfico de dlversas fungóesconlinuas em [0.1] e se convenga de que náo há 
como evitar um ponto mais alto e um mals baixo no grático. Em tima analogía fásica, se o leitor imaginar o grátioo 
como os trilhos de uma montanha'russa, comegando em r = 0 e acabando em v - 1, entáo o montanha-nussa deve 
passar porum! ponto mais al!o e um mais baixo em seu trajeto. 


5,4.2 teorema (Teorema do Valor Extremo) Se umafungáo ffor contínua em 
um intervalo fechado finito [a y b] f entdo f tem mn máximo e itm mínimo absoiutos em 
[a, b |. 


O Tcorcnia do Vator Extremo c liiti exemplo do que os mateniáticos denominam teore- 
ma de existencia. Tais teoremas eslabctüccm CóndigOes sob as quaís aíguma coisa existe, no 
caso, o extremo absolulo, Enlretanio, saber que atgo exisle e uma coísa, eneoiitra-lo h porém, é 
bem diícreme. Assim, vamos nos dedicar agora ao problema de encontrar o extremo absokito 
soti as eondigoes do Teorema do Valor Extremo. 

Se/ for contmua em um intervalo ñnito fechado [a, /?] T entño os extremos absolutos de 
/ podem ocorrer nos exíremos do imervalo ou dentro do intervalo aberto (a, h). Se os extre- 
mos absolutos ocorrcm dcntro, entáo o teorema a seguir nos diz que eles devem oconer em 
ponlos críticos de /. 


O Teorema 5.4.3 tampém é váiido em 
¡ntervéilos abertos rníinitos. ou seja. 
om intervatos da forma < x . +■*.>, 
(a. ) £ í-x.’. h). 


5.4,3 TEORIüMA Se f tiver um extremo absoíuto em um mten alo aberto (a, h), entao 
ele deve ocorrerem am ponto cnüco de f. 


DEMONSTRACAO Sc / tivcr um máxinio absoluto em (a, b) em um ponto x í)t entáo f(x { ) 
é também um máximo relaúvo para/, pois se /( x 9 ) for o maior valor de / em todo (a, h), 
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j, v 



a x i} b 


{<•) 

Fi^ijra 5.4,2 Em (a), o niáximü íib- 
solu io ocorre e m um ex e re tno de \a , b \: 
em (b), ele oeorre em um ponto esta- 
cionário em (a, b): em (c), clc ocorrc 
cm utn potuo crftico crn (a. b ). ondc / 
nño é íliferencíivel. 



[1. 5] x [20,55] 
A-Scl = I. ySd = 10 


v = 2.1"' 15.F + 36.* 


Figura 5.4.3 


Tabejü 5,4.1 

a- -I 0 g I 


/(.v) 9 0 -1 3 


entao t certamente, /ú r! ) será o maior valor de / em uma vi/inhanga próxima de x w Assim, x 0 
c um ponto crftico dc / pclo Teorema 5,2.2, A dcmonstragáo no caso dc mínimo ahsoluto c 
semelhaate. ■ 

Segue desse teorema que, se / for coulfnua no intervalo Jiniío fechado [ti, />) + entao 
os oxtrcmos ahsolutos oeorrem ou nos pontos extrcmos ou em pontos críticos do intervalo 
(Figüra 5.4.2). Dcssa forma, podcmos usai o scguintc proccdimcnto para cnconlrar os cx- 
trcnios absolutos dc uma fungao contínua cm um intcrvalo íinílo fcchado [a> b\. 


Procedimento para Encontrar os Extremos Absolutos de uma Fungao Contínua f em 
um fntervalo Finito Fechado [a, b\ 

Passo 1 Encontrc os pontos críticos dc / cm ( a , h), 

Passo 2 Encontrc o valor dc / cm todos os pontos críticos c nos cxtrcmos a e b. 

Passo 3 O niaior enlre os vaíores do Passo 2 é o valor máximo absolulo de / em [a , b], e 
o menor valor é o inínimo absoluto. 


► Exemplo 1 Eneonire os valores rnáximo e mfninio absolutos da íungáo f(x) — 
2x* - 15jt“ + 36 a no intervalo [1,5] c deterrnine onde esses valores ocorrem. 


Sofugao Como / é contínua e diferenciável em toda parte, os extremos absolutos ocorrem 
oü nos cxtremos do intervalo [1,5] ou em pontos estacionários do intervalo aberto (1,5). Para 
encomrar os pomos estacionários, preeisamos resoíver f\x) - 0 S t|ue pode ser escríta como 


6.v' - 30x + 36 - bix 1 - S.v + 6) = 6(.v - 2){x - 3) = 0 

Assim, há pontosestacionúrios em x = 2 e x = 3. Calculando o valor dc / nos cxtrcmos c nos 
pontos cstacionários, oblemos 

/(1) = 2(1) 3 — I5(l> 2 + 36(1) = 23 
f(2 ) = 2(2) 3 - I5(2) 2 + 36(2) = 28 
/(3) = 2(3) 3 - 35(5)- + 36(3) = 27 
/<5) = 2(5) 3 - 15(5)- + 36(5) = 55 


de ondc eonciuímos quc um mínimo absoluto de / cni [1,5] é 23 e ocorre cm x= 1, c um 
máxímo absoluto de / em 11,5] é 55 e ocorre em x — 5. Isso está de aeordo com o gráílco de 
/ na Figura 5.4.3. < 


► Exempio 2 Encontre os exlremos absolulos dc f(x) = - 3x " no intervalo [— 1, 1 ] e 

deiermine onde eles ocoirem. 


Solugdo Observe que/é contínua em toda parte e que, portanto, o Teorema do Valor Ex- 
tremo garame quc/tem um vaior máximo e um valor mínimo no intcrvalo |-l, 1]. Diferen- 
ciando, obtemos 

Sx - I 


f(x) = =x~ ¿/ \Zx - 1) = 


“ 2/3 


-2/3. 


■2/3 


Assim, /'( x) - 0 em - c f(x) nao esrá definida ein jc = 0, Calculando o valor de / ncsscs 

pontos crftícos c nos cxtrcmos, obtcmos a Tabcla 5.4,1, da qual concluímos quc um valor 

| OCOrre Cni r v = ± 


mínimo absoluto de — I OCOrre em r v = 4, cnquanto um valor máximo absoluto de 9 ocorrc 


cm v - — k 
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■ EXTREMOS ABSOLUTOS EM INTERVALOS INFINITOS 


Observamos anteriormente que T em um intervalo infinito, uma funcao contínua pode ou nuo 
icr exlrcmos absolutos (veja a Figuta 5.4.1). Portím, ccrtas conclusoes sobre a existencia de 
extrcmos absolutos de uma furtqáo COntínua / cm (—oo, +oo) podem ser dedu/idas do COm- 
portamento dc f(x\ quando x —>+oo e,v —(Tabela 5.42), 


'lahela 5.4.2 


LIMITES 

lim /(v) = +«> 

x — *- 

lirn f(x) - +«> 

.V —*+<m 

lím f(x) = 

X -? - t*> 

lim fix) - -« 

,t-í +CJÍJ 

lim f(x) = “<5o 

a' ->-■&> 

lim /( x) - +oo 

X +cio 

bm f(x) = 

.V -> - £ >-> 

tirn f(x) - -c<: 

.f + 60 

CÚNCLLiSÓES sl 
/ FOR CONTÍNUA 

EM TODA 3CARTK 

/ lem um mínimo absolulo, 
mas nenhnni máximo 
absoluto enn +«) 

/tem um máximo absoluto, 
mas nenhum míniitio 

absolutocm 

/nao tem máximo 
ahsoluto, nem mínimo 
absoluto em (—», +») 

/ náo tcm máximo 
ahsoluto, nem minimo 
absolutoem (-», +e*) 

ORÁRCOS 

j 

t.v 

X 

J 

/*\ * 

j 

iY 

/ X 

j 

i, ,v 

V x 




\ 






► Exemplo 3 Ü que pode ser dito sobre a exislencia de extremos absolutos de polinomios 

eni (-oo t +oc}? 


Soíuqao S cp (a) for um polinómio de grau ímpar, entao 


lim p(x) e 

JL —> +* 


lim p(x) 


x -*■ — » 


( 1 ) 


tSm sinals opostos (um e +oc e o outro s -oc), nao havendo, assim, extremos absolutos. Por 
outro UkIo, se /?(..v) tiver grau par, entao os limites cm (1) tcm o mesmo sinai (ou arnbos +oc, 
ou ambos -oo). Se o coeficieme dommante for positivo, ambos os ümites sao +oo e há um 
tnínimo absoluto, mas nao um máximo absoliuo; se o coefickmte dominamc for negativo, 
entao ambos os limites sao —oo e hú um máximo absoiuto, mas náo um mínimo absolutó. 



Fígura 5.4.4 


► Exemplo 4 Determine por inspegao se p(x) = 3.r 4 + 4v v tem extremos absolutos. Se 
tivei; enconti e-os e mostre ontle eles ocoirem, 

Solugtío Conio píx) iem grau par e o codkíente domínante ú positivo, p(x) —>+oo quando 
\ —>+oc. Dessa forma, há um mínímo absoiuto, rnas nenhum máximo absoluto. A partír do 
Teorema 5.43 [aplicado ao intervalo (—oo t +oo)J, o mínimo absoluio deve ocorrer em um 
ponto crítico de p. Como p é diferenciável em toda parte, podemos encomrar todos os pontos 
cruicos resolvendo a equa^áo p'ix) = 0. Essa equa^áoé 

12.0+ 12.v 2 = \2x 2 (x+ 1) =0 

de onde concluimos seiein x = 0 c x = -1 os pontos eslacionários. Calculando o valor de p nos 
pontos cstacionários, obtemos 

p(0) — 0 c p(- 1) = — : 1 

Assim, conduímos que p teni um mínimo absoluto de -I em x = -1 (Fígura 5.4.4), < 
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■ EXTREMOS ABSOLUTOS EM INTERVALOS ABERTOS 

Sabemos que uma funcao cominua podc ou nao ter extremos absolutos em um intervalo 
aherlo. Porein t certa.s condusocs sobre a cxistcncia de cxtrcmos absolutos dc uma tungao 
contínua/em um intervaloabei‘10 (a ? b) podem ser lírádás do Cüiíiportamento de f(x), quando 
x — > a e x — > b (Tabela 54,3/ Conclusocs análogas podem serdedu/idas para intervalos da 
forma (— oo, h) ou (a y +oo). 


Taliela 5.4.3 


ÍJMITES 

lim /ú) - +co 

lirn f(x) = +oc- 

x-*b 

lim f(x) = 

,V“+íí 1 ‘ 

lim f(x) = -™ 

x—ifr 

1 i m f(x ) = -°* 

.c->a + 

lim f(x) = 

x 

Mm f(x) = 

,v—> u + 

lim f(x) - -<*> 

.i — ib 

ÓONOLISOES SE 
/ FOH CONTÍMrA 

EM (ffj b) 

f leni um mfnimo ahsoluto, 
mns nenhum máximo 
absolulo em Ul b) 

/tetn um máximoabsoluto 
mas nenhuin mmimo 
absoluio em (cl b) 

f nao teiu nem máximo, 
nem mínimo absolutos 
em (í7, b) 

/náo tem nem máximo, 
nem mínimo absolutos 
em (a, b) 

GfiÁROO 

KA « 

¡ /\ 1 , 

¡ J\ , 

¡ ^s. é 

ü ¡ / N. S b 

-¡ h f 

a | b 

"! V !" 



v - — (0 < x < i) 

x*-x 


Figura 5.4,5 


► ExemploS Dctérniine se a fun^ao 

/c*) = ■ 2 1 ; 

x- — x 

tem algum cxtremo absoluto no intervalo (0, 1), Se houver algum, encontre-o e detennine 
onde ocorre. 

S&lufáo Como f é contínua no intervalo (0, 1) e 


lírn f(x) — lini 


I 


= lirn 


I 


x-*0 h X~ — X 

I 


x -*■ 0+ X(X — 1) 

I 


lim f(x) = lini — 

A■-> l- V- 1- ,v 2 - X V- 1- x(x - I ) 


= lÍTll 


= —OC 


= — oc 


a funeao / tem um máximo absoluto, mas nenhum míiiimo absoluto em (0, 1), PeíoTeorema 
5.4.3, o máxirno absoluto deve ocorrer cm um pontocrítico dc / no intervalo (0, \). Temosque 


f'{x) = - 


2x ~ 1 


(■**-*) 

logo, a única solucüo du cí|uacao /'(jr) = 0 é ,v = / Einhora/nao scja diferenciável cm jr=0 ou 
em x — I, esses valores sao duplamente dcsqualíficados por nao pei tcncerem nem ao domínío 
de/ncm ao intervalo (0. I). Assim, o máximo absoluto oeone cm x = I, e csse valor máximo 

ri ‘m 

absolulo é 

/(!)= 1 




(5)" - 5 


(Figura 5,4,5), < 


M EXTREMOS ABSOLUTOS OE FUWQÓES COM UM EXTREMO RELATIVO 

Se uma fungáo contínua tiver somento um cxtremo relativo em um intervalo / bnito ou 
infmito, emáoesse exiremo relaiivo deve necessariamente ser um extremo absoluto. Para 


entender isso s suponha que / tcnha um rnáximo relalivo em um ponto x 0 de um intervalo / e 
nenhum outro extremo relativo ein /, Se f(xf) ntio Ibr o máxtmo absoluto de f em /, entáo 0 
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/ 

/ 

/ 



gráfieo de / deve fa/er uttiu virada para címa em algum ponto de / para subir acima de /( T v <t )- 
Entretanto, isso náo pode acontccci, pois o processo de fazer a virada para cima pmdu/iria 
um segundo extremo relaiivo em / (Figura 5.4.6). Assim t fix^) deve ser o máximo absoluto, 
alem de ser um máximo relativo. Essa idíSia está presente no teorema a seguir, o qual cnun- 
cíamos scm prova. 


5*4.4 teokema Saponha que / é coniimui e tem exammenie tm\ extremo retativo em 
ittn intenalo /, digamos em x 0 . 

(a) Se f tiver nm ntfnimo reíaüvo em x Lr entao j{x t3 ) é o vator mínimo ahsohtto de f em /. 
(h) Se / tiver um máximo relath o em x& entáo f{x ( ) é o vaior tnáximo ahsoluto de / em I. 


Iisse teorcma 6, muitas vc/cs, úti! onde outros métodos sáo cnfadonhos ou difíceis dc apíicar. 



► Exemplo 6 

valo (0 T +íX:). 


Enconlrc os cxtrcrnos absolutos, sc houvcp da funcáo/t.v) = e 


Ljt - Sv.j 


nt> intcr- 


Soluc/to Temos Íim Y ^ v fix) - +oo (verifique), portanto,/náo tem um máximo absoluto no 
intcrvalo (0, +ix). Comudo, a continuidadc dc/Junto com o fato dc quc Iim Y íU ./(aó = e l = I c 
finito, permite a possibüidade de/ler um mfnimo absóluto em (0, +:x). Se/liver um lal míni- 
rao f deve ocorrer cm um ponto crftico, portanto, consideramos 


f’W = e 


(X 




lUl) (3x 2 — óa ) = 3 a (x - 2)e 


(.V J “ ?v 2 ) 


Como e ' ' f > 0 para todos os valores de r v t vcmos que a p = 0 c x = 2 sao os úíiícos pontos 
eríticos dc/. Dcsses, somcnte x = 2 cslá no intervalo (0, +oc), de modo que ncssc ponto/ 
podería lcr um míníino absoluto. Para verificar sc isso ocorrc, potlemos apiicar a parte («) do 
Teorema 5.4.4. Como 


r ( x) = í 


Xr'-3.r) 


0X 2 — óx)" 4* e 


tv*-3v 2 ) 


(óx — ó) = [Ox 2 “ bx) 2 4- (óx — 6)1^' 


(F—3.\ 3 ) 


A fun^áo do Exempfo 6 tem um mfni- 
mo absoluto no intervalo (-x, +oc)? 


temos 

/"{2) = (0 + 6>í? 1 = 6e“ 4 > 0 

e, portanlo, pelo teste da derivada segunda, x = 2 é um ponto de niínimo relativo de/. 
AssiniJI.v) tcm um valur mínimo absoluto cm a = 2, c csse mínímo ój{2) = e~' ^ 04)183 
(Fígura 5.4.7), -4 


EXERCICIOS DE COMPREENSÁO 5.4 (Verpágina 309 para respostas.) 


L Usc a Eigura abaixo para cncontrar as coortienadas x dos cxtrc- 
nios rélativos e absolutos de/em |0 t 61- 


2* Verdadeiro ou t'also; 

( a) Se u ma fungao/é con i mua etn [a , b f entáo/tem u rri m áx i - 
mo absolulo em [a, h\. 

(b) Se Li ina fu ncao fé c ontínua em Uc h )* en táo/te m u m m íni- 
mo absolutü ein (ti, h). 

(c) Se unia l'tmcáo/tem um valor mínimo absohito em Ul b). 
entáo/tem uni ponto crilico em (u. h). 

(d) Sc uina fun^áo /ú contínua cm [a. h\ c f náo tem valores 
extrcmos reiaiivos ctn (a. h), entao o vator máximo absolu- 
to de/existe c ocorre ou cm x = n ou em x = b. 
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X Suponha que uma fungao / seja contínua em f-4. 4] e íenha 
pontos ciíticos cm A' = -3. 0. 2, Use a tabcla para detcrminar 
05 vaiores absolutos máximo c mínimo. se houvcr, pára / nos 
i nte rvalos i ntl i cados. 

(a) |L4| (b) [-2,2| (c) [-4,41 (d) (-4,4) 


A 

“4 

-3 

“2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

f(x) 

2224 

-1333 

0 

1603 

2096 

2293 

2400 

2717 

6064 


4, Scja 7Ív)=.v' - 3a" -9,v+ 25. Üsc adcii vada f f (x) = 3(jv+ I ) í.v-3) 
pani dcterminar os valores absolutos maxirno e mínimo* se 
houver. pam/cm cada um dos imervalos indícados. 

(a> 10. 41 (b) [-2,4] (c> |-4,2| 

(d) [S. ÍÜJ (e) (-5,4) 


EXERCÍCIOS 5.4 : ^ Recurso Gráfico [c] CÁS 


EWFOCANDO CGNCEITOS 


1 '2 Use o grálico para eneonírar as coordenadas ,v dos cxtremos 
absolutos e relaiivos de/cm [0. 7| 


1. 




3, Em cada parle, esboce o giático de uma fun$k> comfnua / 

com as propoedades indicadas no intervalo |CL 10U 

(a) / tem inírnmo e máximo absolutos em x = 0 e x - 10, 
respectivamente.. 

(b) / lein mfnimo e máximo absolulos em a — 2 e .v - 7, 
respeetivamente. 

(c) / tem mínimos rclativos em v = 1 c x = 8, máximos 
rctaiivos em j = 3 e x - 7 e mfnEmo e máximo ubsolutos 
cm x = 5 e x = 10, rcspcctivamcntc. 

4, Em cada parte, esboce o gráíico de uma lun^fio contmtia / 

com as propriedádes indicadas no intervalo(-co,+fx>). 

(a) / nao tem extremos relativos nem absolutos, 

(b) / tem um mínimo absoluto cm x = 0, mas nenhtim má- 
ximo absoluto. 

(c) / tcm máxtmo c minimo absolutos em x = --5 e x = 5, 
respcctivamente. 


5. Seja 


/« 


i 


o < x < 1 


0, X = I 


Explique por que/tem um valoi mínimo mas náo um valor 
máximo no intervalo fechado [ü, 1¡. 


6. Scja 


/ (x) - 


A\ 0 < X < 1 

0 -¥ = o. i 


Explique por qtie/náo tem urn valor mfnimo nem nm valor 
máximo no intervalo fechado [0, 1], 


7-16 Encontre os valores máximo e mfnimo absolutos de / nos 
intervalos fechados dados e indíque onde ocoirem esses valores. 


7. /(*) = 4* 2 - 12í+ 10; [1,2] 
S. /(.¥) = S.v-/: (0,6] 


9. f(x) = (x- 2)’; I!,.4j 
10. fix) = 2.í- + .V’- 1 2x: [-3. 2] 


u. m= 


3j 


v 1 ' 4 a j - + I 


;[-l. 1] 


12* |U) = (++.vf\ [-2,3] 

13* f(x) = x 1 - 2 sen ,v; [—tt/2] 

14. f(x) = scn x - COs -v: [0, , t ] 

15. f(x)= I +|9 -x 2 [, |-5 r 1J 

16. /(j) = |6 - 4.tj: [-3/33 

17-24 Enoontre os valores máximo c mfnimo absolutos* sc hou- 
ver. nos íntcrvalos dados c indique onde esses valores ocorrem. 


17. f(x) = / - .v - 2; (—oé, :+oo) 

18* f(x) — 3 - 4a - 2x ~; {—+oo) 

19* /(.v) = 4 a ? - 3./; {-oo, +x;) 

2í>* /(a) = a j + 4.v; (-oü, +oo) 

21* /(a} = 2v^-6a + 2; (-oüj+oü) 

22* f(x) = x - 9x + I; {—ooj +bo) 

A ^ + 1 

23. /Cv) =-—;<-5,-i) 

x + i 

24* /(x) = ; (- U 5] 

x + I 

25-36 Use um i'ccurso grálleo coinputacíonal para estimar os 
valorcs máximo c mfnimo absohitos dc /. sc houvcr, tios intcrva- 
tos mdicados c usc os mctodos do Cálculo para obEcr os valorcs 
cxatos. 

a 25. m - ÍX - 2xf ; (-OQ, +oo) 
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H26./(j) = tv- !) 2 (a- + 2) 3 : (-oo,+rx>) 
B27 ./(a)=.v m (20-.v); [-1.20] 

028./(a) = —i——r; [-1,4] 
x* + 2 

" 29./(.i') = 1 + —: (0. +oo) 


030./w = 


2.v 2 - 3.v + 3 
r í 2 “ 2x + 2 

2 — COSA’ 


; [K+oo> 


; [jt/4, 3jt/4] 


R31./Í-0 

■■■■’■■ 32, /(,v) = sen" jf + cos ,v; [ -jt* | 


scn A' 

í- 


-33./(.v) 

R34./u: 

035./:.v; 
• 36, /(.r) 
"37./;.» 
R38./W 


jcV^M.41 


In (2.v) 




5 In (A + I)-3 a; [0, 4] 

(/- iy; [-2,2] 

sen (cos A->; [0, 2tt] 
cos (scn a); [0, tt] 


39* Enconire os valores ináximo e miniino absoluios de 



4a - 2, 

(a - 2)(a - 3)* 


x < I 
X > I 



40* Seja f(x) = x 1 + px + q. Encontre os valores de p e q tais que 
/(1) = 3 é um valor cxiremo de / ein [0* 2]. Essc valor é máxi- 
mo ou niínimo? 


41 -42 Se / for uma fun^ao periódica* eniao a locali/.agao de uxlos 
os extnemos ahsolutos no intervalo (—Hr-x>) pode ser obuda en- 
contrando os extiemos absolutos em um período e usando a perio- 
dicidüde pam localizar os deniaís. üsc essa iddia nestes excrddos 
para encontrar os valores extremos absolutos da fun^ao c indique 
os Válores de x nos quáís clcs ocori üin. 


41 * /(.c) = 2 cos x + cos 2v 


42* j\x) = 3 cos ^ + 2 eos ^ 


43-44 Uma forma dc provar t|iic f(x) < g (a) para todo ,v cm um 
dado imervaJo e moslrar que ati 0 < g(A) - f(x). e uma forma de 
pro\ar essa última desígualdade 6 mostrar que o mfnimo absoluto 
de $(a) - f(x) no ínierválo é náo-ncgativo. Use cssa idcía para 
provai' as desigualdades nestes exercídos. 


43* Prove que sen x < x para todo a no intervaío 10* 2jt\. 

44* Prove que cos x > t - (aV 2) para todo v no intervalo [0, 2 tt ). 

45* Qua3 é a menor mclina^áo possívd para uma reta tangente á 
equaíao y=.c - 3,v" + 5 a? 


46* (a) Mostre t|iie/(.v) = sec x + cossec x tem um valor mínimo 
mas nenhum valor máximo no intervalo (0, n/ 2). 

(b) Encontrc o valor mínimo da parie (a). 

047. Mostre que o valor mfninro absoluto de 

/u) = a>8 

ocorre cni x— iü usando um CAS para eneontrar f\ a) e para 
tiQsolvcr f'(x) - 0. 

\-- -48,A conceiura^áo C(0 de uma droga na corrente sangüínea i 
Itoras após tcr sido ínjctada é usualmente moddada por unia 
equa^áo da formu 

K(e- h( -e~ ct ) 

C(t) — ---- 

ü — h 

onde K > 0 c a > h > 0, 

(a) Em que momen to ocorre a conce n t raqáo máx i ma ? 

(b) Para si mplilicar, tome K-- 1; use um recurso gráfico com- 
putacional para vcrificar scu resultado da partc (a) fazendo 
o gráfico de C(t) para vários valores dc a e h. 

49* E J ode scr provado que, sc / for diferencíável em út, b) e L 
for urna reta que nao intersecta a curva y = /(,v) no imervato 
(a, b). cntlo os pontos nos quals a curva está mais próxima e 
maís distantc da rcia L, se houver, oeorrem em pontos onde 
a rcta tangcnte á curva á paniida a L (vcja a tigura abaixo), 
Use esse resultado para encontrar os pontos sobre o gráfico 
dc y = ”.t“, -1 < a < 1,5 que cstüo mais próxínios e maís dis- 
lantcs da rcLa y = 2 - x. 



Figura líx-49 


50. Use a idéia discutida no Exercfcio 49 para encontrar as coor- 
denadas de todos os pontos do grálico de v = x* < x < I maís 
proxímos e mais distantes da reta y - ~x - 1. 

51* Suponha que as eqaacues do movimento de um aviao de papcL 
durante os 12 scgundos iuiciais de voo, sáo 

a = t - 2 sen / y = 2 - 2 cos f (0 < t < 3 2) 

Quais sao os pontos mais alto e mais baixo da trajetória e crn 
que instantes o aviao eslá nesses pontos? 

52* A figura a segutr mostra a trajetória de uma mosca cujas equa- 
Cóes do movimento sáo 

COS / 1 

x — -, v — 3 + sen(2f) — 2 sen" t (0 < i < 2 tt) 

2 + scn r 















Cápítulo 5 / A Derivada em Gráficos e ApMca^oes 309 


(a) Quáis sao os pontos niais alio e mais baixo do voo? 

(b) A quc distáncia á csqucrdu c l\ diicita da origcm cia von? 



Figura Ex-S2 


53. Seja f(x) = ¿tr 2 + /j.r + c, onde « > 0, Prove C|Lte /(.v) > 0 para 
lodo x se, c somentc sc, b 2 - 4 ac < (I [Sugesiáo: Encontrc o 
mínimo de f(xf] 

54. Prove o Teorema 5,4,3 no caso em que o vaior extremo é um 
mínínio. 


}/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 5.4 


L OcOiYC irni miiiimo relátivo cm r v— 3. um maximo rclalivo em .v — L um mínimti absoluto em .v = 3 C iini máximo ábsolutó eni x — b. 

2. (a) vcrdadcíro (b) falso (c) vcrdadeiro (d) verdadciio 3. (a) max, 0054; min, 2293 (b) max. 2400: inin., 0 (c) inax, 6064; min, —1333 
(d) náo há max; min, -1333 4, (a) rnax./ÍO) = 25; min/(3) - -2 (b) max,/(-l) - 30; mim/o) = -2 (c) max,/(-í} - 30; min._/(-4) = -51 
(d) max, /(10) - 635; min, /(-5) = -130 (e) max,/-!) = 30; náo bá min 


5.5 PROBLEMAS DE MÁXIMOS E DE MÍNIMOS EM APLICAQÓES 


A festa se0o mostraremos como os méfodos dtscufulos mi serao cmtenor podem ser usados 
para resoiver vários probkmas de onnüzagao. 


■ CLASSIFICApÁO DOS PROBLEMAS DE OTIMIZAgÁO 

Os problemas aplícados de olími/agao que consideraremos uesta seqao caem em uma das 
duas scguíutcs categorias: 

• Problcmas quc sc rcdu/.cm a maximi/.ar ou miními/ar uma fungáo continua em um 
íntervalo fiuíto fechado. 

* Problemas que se reduzem a maxímízar ou minimizar uma funqáo contfnua cm um 
imervalo ínfiníto ou finilo. mas náo fechadtu 

Para os pvoblemas do primeiro tipo, o Teorema do Valor Extremo (5.4.2) garante que o pro- 
blcma tem soluqáo c sabcmos que cssa solu^fio podc scr obtida cxaminando os valorcs da 
funqáo nos pontos críticos c nos cxircmos do iniervalo. Já m problcmas do scgundo tipo 
podeni ou náo ter soluqao. Se a lunqáo lor contínua e tíver exalamenle um extremo rclátivo 
no intervalo, entáo o Teorema 5.4.4 garartfe a exísténda de uma solu^áo e fornece um método 
para encontrá-la. Nos casos em que o leorema náo se aplica, uma certa engenhosidatle pode 
ser necessáría para resolver o problema. 


■ PROBLEMAS ENVOLVENDO INTERVALOS FECHADOS E FíNíTOS 

O malemático irancés do sécuío XVII Pierre de Ferrnal, cm seu livro Sobre o método de 
ovaliaqüo de máximos e mínimos, rcsolveu um problema de otimíza^áo muito parecidocom 
uosso primeiro exemplo. O trabalho dc Permat em tais problemas de otimi/a^áo levou o 
matemático franccs Laplacc a proclamá-io “o verdadeiro invenLor do Cálculo diterenciafb 
Embora essa honra deva caber a Newton c Lcibniz, náo deixa de ser verdade que Ferrnat 
de.senvoiveu procedimentos que anteciparam partes do Cálculo díferencial. 
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Perfmetro 
2v + 2y - EíX) 


í’igura 5.5.1 


► Exemplo 1 Devemos projetar um jardim de área reiangular e proiegido por uma cerca. 
Qual c a niaior árca possfvel de tal jardim se dispusermos dc apenas 100 ni tincares de cerca? 

Solugáo Sejam 

x — COmprimenlo do rétángulo (m) 
v = largura do retángulo (m) 

A = área do retángulo (m : ) 

Entáo 

A=*>' (I) 

Como o perímetro do rctángulo c dc 100 m, as variáveis c y cstáo rclacionadas pela cquagáo 

Ix 4 2y = 100 ou v = 50 - x (2) 

(vcr Figura 5.5.1). Substituindo (2) cm (1), obtemos 

A = *(50 - x) = 50x - x 2 (3) 


Como reprcscnta um comprimento, x náo pode scr negativo e, como os dois íados de com- 
primento jc náo podem ter um comprimento combinado que ultrapasse o pcnmctro de 100 m, 
cntáo a variável a j deve satisfazcr 

0 < jc < 50 (4) 

Assim. o problema ficou rcduzído a encontrar o valor (ou valores) dc x ern [Ü> 50] para os 
quais A é máxirna. Como A 6 uni poIinOmio cm x, c coniímia eni [0,50J c o máximo ocorre ou 
nos extremos desse inlervalo ou em um ponto estadonário. 

A partir de (3), obtcmos ja 

— = 50 - 2a j 
ax 

Equacionando-se dA/dx = 0 obtemos 

50 - 2a = 0 



Pior ! v de Ferniat (16ÍÜ-1665) Feimat, fillio de um hein- 
sucedídocomerciame dc couros fmncés, era um ádvogado 
que praücava ít Maremática coino passatempo. Ele rcce- 
hcu o grau dc Bacharcl cm DireitoCivil da Univcrsidade 
dc Orlcans, cm 1631, e posteriorrrente ocupou várias po- 
sígdcsgovcniamentaís, inclusive um posto dc consuitordo 
parlamenlo dc Toulouse, Embora aparenlcmente bcm-succdido, 
documemos confidenciais da époea indicam que seu desempenho 
oficial como advogado foi I'raco, talvez devido ao grande tempo 
dedicado á Matemática. Ao longo de loda a vida, náo poupou es- 
forgos para tmpedir a publícagáo de sctis resultados matemáticos. 
Ete tintka o infeíiz hábito de rabiscar seus trabalhos nas inargens 


de livros e* freqiiememeiue, enviava <>s resultados para amigos 
sem manter uma cópía para si. Como conseqtiéncta, nunca Ihe 
foi dado o crcdito por muitas de suas maiores realizagócs, até que 
scu nome saiu da obscuridadc na mctadc do scculo XIX. Sabc-se 


agora que Fermau símultánca e indcpcndentemcmc dc Descar- 
tcs, descnvolveu a Gcotnctria Analítíca. lntctixtiieiite» Dcseartcs e 


Fermat díscuiiram aspcramentc sobre vários probiemas, sem quc 
tenha bavido qualquér coopemqáo reat enire ainbos, 

F'ermat resotveu muitos problemas fundameutais do 
Cálculo. Elc obtevc o primciro proecdiinemo para difcrcneiar 
polínómios c rcsolveu muiios problcmas imporlanles dc maxi- 
mizagáo. miniini/aíáo, área e tangénda, Seu trabalho serviu 
de inspirüpuo a tsaae Newton, Fermat é mais conhecido por 
seu trabalho sobre a teoria dos números, pelo estudo de pro- 
priedadcs e pelas telagócs entre os mlmeros intctros. Elc foi 


o primeiro matemático, após o grego Diofante, a dar contri- 
buígóes stibsiancíais a csse campo. Infelízmente, nenlimn dos 
contemporáneos de Fermat apreciou seu trabalho nessa área. o 
que acabou empurrando-o para o isolamento e para a obscuri- 
dade, no final da vída. Além de seu trabalho em Cálculo c em 
teoria dos numeros, Fermat foi um dos ftmdadorcs da teoria da 
Frobabi lidade e deu grandes contribtiiqdes á Leoria da Optica. 
Além da Matemática, foi um erudito de certa imporláncia, era 
íluente em francés, iialiano, espanhol lati m e grego e escreveu 
unin quantidadc razoável de poemas cm ladm. 

Um dos grandes mistérios da Matctnáiiea está ein um 
trabalho de Fermat em leoi ia dos números. Na margem de utn 
livro de Diofame, ele rabiscou que, para valores dc n maiores 
do que 2, a equagao.**+/'= £' nño tem solugoes x t y e z inteiras 
náo-nulas. Ele añrmou: ^dcscobri uma prova verdadeiramente 
maravilhosa para isso, a qual. poreni. nño cabc ncsta margcm”. 
Esse rcsultado, quc ficou eonhecido como "o ultimo tcorema 
dc Fermafh parecia scr verdadeiro. mas cscapou dos maíores 
gcntos matcmútícos por 300 anos. atc quc o profcssor Andréw 
Wiles, da Universidade de Frinceton, apresentou uma prova 
em junho dc 1993 em uma série dramútica de trés conferdn- 
cías, que chamou a atengáo da mídia mundial {New York Yirnrs. 
27 de jimho dc 1993). Ocorre quc aquela prova linlia mna la- 
cuna séria. que foi preencbida c publicada por WEtcs e Ridiard 
Taylor em 1995. Um prémio de 100 mil marcos atemáes fora 
oferecido em 1908 para a solugáo desse problema, poréin seu 
valor foi consumido pcla infiagáo. 
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Tabela 


X 

0 

25 

50 

A 

0 

625 

0 



No E*emp¡o 1 T Inctm'mos x = 0 e ,i - 50 
como valores possiveis de x y mesmo 
que rtesse caso tenhamos relángulos 
com dois lados de comprinnerito zero, 
Se virmos ísso como um problema 
puramente matemáttco, náo haverá 
nada de errado em permitir fados de 
comprimento zero. Porém, se virrnos 
isso como um probíema concreto no 
qual o reíángulo será formado com 
algum material. entáo esses valores 
devem ser exclutdos. 


oii v — 25, Assítii t o niuxinio ocorrc cm um dos ponlos 

x — 0, x — 25, a: — 50 


A substituígño dcsscs valotcs cm (3) rcsulta na Tabcla 5.5.1, a qual rtos di/ que a árca niáxima 


dc 625 nr ocoitc cni x = 25, o qae cstá dc acordo coin o grálico dc (3) na Figura 5.5.2, A 
partir de (2), rcsuíta que y - 25 ; de modo que o retángulo de penrnetro I üí) ni com maior área 
é um quadrado com lados medindo 25 m de compriinento, < 


O Exemplo l ilustra o seguime procedimemo de eitieo passos que pode ser usado para 
resolver muiEos problemas dc máximos c mfnimos ern aplicaqoes. 


Procedimentos para Resolver Problemas de Máximos e Mínimos em ApUcagdes 

Passo í Faqa uma ñgura apropriadae identifitjue as quamidades relevantes ao problema. 

Passo 2 Obtcnha uma fórmula para a quantidade a ser maximizada ou ininiinizada. 

Passo 3 Usando as condiqoes dadas no problcma para elitninar variáveis, cxprcssc a 
quantidade a ser maximizada ou minimizada como lun^ao de uma vaiiável. 


Passo 4 Encontre o i ntervalo de valores possíveís para essa vartável a partir das restriqoes 
físieas do problema. 

Passo 5 Se aplicável, use as técrticas da scqáo anterior para obler o máximo ou o mT 
nimo. 


► Exemplo 2 Umu caixa aberta dcve ser teita de uma foihu de papeláo medindo 16 por 30 
cm, destacando-se quadrados iguais dos quatro cantos c dobrando-se os hidos (Fígura 5.5.3). 
Qual c o Uimanho dos quadrados para se ohtcr uma caixa com o maíor volumc? 


Pií^ura 5.S3 



Solugdo Para cnfati/ar, vamos íistar cxpl ici tamente os cinco passos do proccdimcnto dado 
acima como um modelo para resolver cssc problema. (Em exeinplos posteriores, seguiremos 
esse modelo scm listar os passos,) 

* Passo I: Na Figura 5.5.3a tcmos a folha dc papcláo com os quadrados removidos dos 
cantos. Sejam 

a - comprimenio (crn cm) dos lados dos quadrados a sercm cortados 
V = volume (em cmj dacaixa resultante 

* Passo 2: Como estamos removendo quadrados dc iados v de cada canto, a caixa rcsub 
tante tcrá dimensoes 16 - 2x por 30 - 2x por v (Figura 5.53b). Como o volume dc uma 
caixa é o produto de suas dimensoes, temos 


V = (!6 - 2x)(30 - 2x)x = 4S0.Í - 91x 2 + 4x 


(5) 
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Tabela 5*5.2 


X 

(3 

10 

8 

V 

0 

19600 ^ 7^ 

0 



Passo 3: Observe que a expressuo para o volume já se euconira em lermos íia úuica 
variávcl jc, 

Passo 4 : A variávcl x em (5) está sujcita a cerias mslricccs, Coino x rcpmscnla uni com- 
primento* nao pode scr negativo e t como a iargura do papeláo é de 16 cm, náo podcmos 
corlar quadrados com lados maiores do quc 8 cm dc coinprimenkr Assim, a variáveí x em 
(5) dcve saüsfazer 

0 < x < 8 

c. dessa Ibrma, rcduzimos nosso problema ao dc cncontrar o valor (ou valores) de x no 
imervalo [0 t 8] paru o(s) cjual(is) (5) é um máximo, 

Passo 5 : A partir de (5), obtemos 

dV 

= 480 - 184x -S- 1 2x 2 = 4{ 120 - 46x + 3x 2 ) 


dx 


= 4(x - U)(3x - 10) 


Equacíonando-se dV/dx — 0 t obtemos 


x — 


JÜ 

3 


C 


.V = 12 


Como ™ 12 cai fora do íntervalo [0, 8], o valor máximo dc V ocorrc ou no ponto crílíco 
x = ~ on em um dos exiremos .r = 0, x — 8. Substituindo em (5) esses valores, obtemos a 
Tahela 5.5.2, a qual nos di/ que o maior volume possível V~ crn' ro 126 cnv ocorre 
quando eortamos quadrados com jcm de lado. Isso está de acordo com o gráíico de (5) 
mostrado na Figura 5,5.4. < 



► Exemplo 3 A Figura 5,5.5 rnostra um pogo de petroltío no mar em um ponto W-a 5 km 
do ponio A mais próxímo de uma praia reta. O pclróleo é bornbeado de W ate um ponLo B na 
praia a 8 km de A da stíguinití fonna: de ITaté um ponto P na praia entre A<cB através rle uma 
tubulagfio colocada sob a água t e de P até B através de uma tubulagño colocada ao longo da 
praia. Se o eusto em dólares para coloear a lubulagao for de $ I .Q0Q.0GG/km sob a água e de 
$ 500.000/km por tcrra, onde dcve estar localizado P para minimizar o custo de colocar a 
tubulagao? 


So(u0o Sejam 


.r = a distáncia (em krn) entre A c P 
c - o custo (em milhoes de dólares) para toda a íuhulacáo 


A partir cla Figura 5.5,5, o comprimento da tubulagao sob a água e a distancía cntrc VV r e P. 
Pclo Tcorcma de Pitágoras, essc coniprimcnto c 


Vx 1 + 25 ( 6 ) 

Tambcm a panir da Figura 5,5,5* o comprimento da tubulagáo em terra c a distáncia entre P 
e /i, que é 


8-a 

De (6) e (7)* lem-se que o eusto total c (em milhóes de dólares) para a tuhulagáoé 


(7) 


c = I (/r 2 + 25 ) + - X) = Sx 1 + 25 + |(8 - _v) (8) 

Como a distáncia emre A c B é de 8 knu a distáncia x entre A c P deve satisfazer 

0 < x < 8 

Rcduzíniós, assim, nosso problenta ao dc enconlrar o valor (ou valores) dc x no intervalo [0 f 8| 
para o(s) quai(is) c atingc um míninio. Como c é uniu fungáo contínua de x no intervaío léchado 
[0 t 8] t podemos usar os métodos desenvolvidos na segát) anteiior para encomrar o mfnimo. 

A partir de (8) t obiemos 

dc x ] 


dx sCxi + 25 2 
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Equacionando dc/dx- 0 o resolventío em x, obtemos 


.v 

\A 2 + 25 


\_ 

“ 2 

- -{x 2 + 25) 
4 


T v 




OOMÍNIO DATECNOLOGIA 

Se o lertor dtspuser de um CAS, use-o 
paia verificaros cálculos no Exemplo 
3, Especificamente* diferencie cem re- 
ia^áo a .v, resolva a equagáo dc/dx - 0 e 
execule todos os cálculos numérioos, 


O nümero — náo é uma soktqáo de (9) c deve Ser tlesearfado, restando.v = 5/V3 eomo 
único ponto erítieo. Como csse ponto está no intervalo [0, 8|, o mínimo devc íx:orrer em um 
dos pontos 

.V = 0, A = 5/VS, x = 8 


Subsiiiuindo esiftes valores em (8), teremos aTabela 5.5.3, que nosdi/.queo menor custo pos- 
sfvel da lubulaqTio é c = $ 8.330.127 até o dólar mais próxímo, e ísso oeorre quando o ponto P 
csiiver loealizado a uma distáncia de 5/\/3 2,89 km de A . ^ 


Tabela 5.5,3 


A' 

0 


8 

C 

9 

'“ + (4 - 

l) = R,??0127 

» 9,433% 1 



V3 V 2 

75/ 


Exemplo 4 Encontie o raio e a altura do cilindro ctrcular reto de maior volunie que 
pode ser inscrito em um cone circular reto com 10 em de altura e 6 cm de raio (Figura 
5.5.6o). 



cm 


Soluqao Sejam 

r — raio do cilindro (em cm) 
h = altura do eilindro (em eni) 

V = voíume do ciliudro (em cm ) 

A fórmula para o volume do cílindro inscrito é 


V — 7 ir~h (10) 

Para diminar uma das variáveis em (10), preeisamos de uma relaqao entrc re h , Usando se- 
melhanga de tríángulos (Figura 5.5.6/;), obtemos 


10-/1 J0 5 

— - — — ou // = 10- r 

r 6 3 

Subsiiiuindü’Se (11)em (30), obiemos 


(] I) 



y 



I Ojt r 


5 \ 


( 12 ) 


que exprcssa V só em lermos de r. Como r representa um raio, e cste náo pode ser negativo, e 
como 0 raio do cilindro inserito nao pode excetler 0 raio do eone, a variável r dcve sansíh/er 


0 < r < 6 


Fifíurü 5SX> 


Assim, redu/iniüs o problcma a encontrar o valof (ou valores) dc rcm [0, 6] para o(s) qual(is) 
(12) é um máxímo. Como V é uma fungao eoniínua de r em [0, 61, podcmos apliear os méto- 
dos desenvoivtdos na se^So precedeme. 
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Talitla 5<5.4 


r 

Ü 

4 

6 

V' 

0 

frr 

0 


A panir de (t 2), obiemos 

dV 

— — 20,t/‘ - Snr = 5t/'(4 — r) 
dr 


Hquacionando dV/dr = 0, obtemos 

5jrr(4 — r) = 0 


e, porLanio, /■ = 0 c r = 4 sao os ponios crilicos. Conio esscs ponLos csiao no intcrvaío [0, 6], o 
máximo deve ocorrer em um dos ponios 


r 





SubsLÍLuindo esses valores em (12), obiemos a Tabcla 5.5.4, que nos dijí que o voliime máxi- 
rno V = 4^ 7T pv 168 cnv ocorrequando o cilindro inscrito Liver raío dc 4 cm. Quando r = 4, 
lem-se a partir de (11) que h = Assim, o cilindro inscríto com o maior volume tem raio 
r- 4 cm e altura h — y cm. < 


■ PROBLEMAS ENVOLVENDO INTERVALOS QUE NÁO SÁO FINJTOS E 
FECHADOS 


► Exemplo 5 Uma iaia cilíndrica fcchada deve conícr 1 litro (1*000 cm J ) dc líquido. 
Como podcnanios eseolher a altura e o raio paia minimizar a quunridadc dc material usado na 
confecyao da iala? 


Solugdo Sejam 

h = altura da laia (cni cm) 
r — raio da laia (em cm) 

S = árca da supertTcie da lata (em cm 3 ) 

Supondo nao haver perda nem superposi^áo, a quantidade de materlal necessánaparaa confec- 
cáo scrá igual á área da superffcíe cla lata. Como a laia consiste em dois discos circulares de raio 
r e urna folha relangular com dimensdes h por 2 izr (Figura 5.5.7), a área da superfTcie será 

S = 2nr 2 + 2 nrh (í 3) 


Conio S depende dc duás variáveís, re h t vamos proeurar por alguma condi^áo no problcma 
que perniíla expressar uma dclas cm termos da outra. Para ísso, observe quc o volume da lata 
é de 1.000 cm ; assirn, a partir da fórmuía V - n fh para o volume do ciíindro, Lem-.se quc 


1000 = 7tr~h 


ou 


1000 

7rr 2 


Substituindo (!5) em (13)* obtemos 


5 


= 2tz r 2 4 - 


2000 

/■ 


(14-15) 


( 16 ) 


Assim, reduzimos o problema a eneontrar um valor de /■ no intcrvalo (0, +oo) para o qual S c 
mínínio. Como S é uma fun^áo COnlínua de r no intervalo (0. +oq) e 


Um 

r^Q*- 




e 


lim 

r 




a análise da Tabcla 5*4,3 implica em S lcr um mínimo no intervalo (0, +oo), Como cssc nitni- 
mo devc ocorrcr em um ponto crítíco, calcuíamos 


Equacíonando dS/dr — 0, obtemos 


dS 2000 

= 4jT/" — 


dr 


i 


.2 


r 


10 

w 



(17) 

(Í8) 
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+ .S 



Figura 5.5.8 


No Efflmpto 5, a área a& superfício S 
náo lem máximo absoluío, poísícres- 
ce sem cota quenrfo o raio rtende a 
0 (Figure 5.5.8). Assim, setivéssemos 
perguntado pela tala que maximlzaS' 
íea quaniidarJe de maierial usado em 
sua confecgáo, n§o haveria solugáo 
do problenna. Os problemas. de otimi- 
za$áo sem solupáo sáo chamacíos de 
problemas mal-condicionados. 


v 



^ > 

(18, 0) 


Figura 5.5.ÍI 


Como (18) 6 o ünico ponto crftico no intervalo {0, +oo), cssc valor dc r dá lugar ao vaíor nií- 
nimo dc S* A partir de (15), 0 valor de h correspondente a essc r é 


1000 

jr( ] 0/ i/2rr)- 



Nao é acidemal nesse problema que o mínimo ocorra quando a altura da lala é igual ao dia- 


metro de sua base (Exercício 27). 





i 

I 

I 

l 

i 

i 

i 


r—”*J 


Area lirr 2 


Figuru 5*5.7 



Áres 2-irr/í 


Segunda soíuqao A eonclusño de que um mmimo ocorre no valor de r eni (18) pode ser 
deduzida do Teorema 5,4.4 e do leste da dcrivada segunda, obscrvando que 



4000 
= 4jT H-r— 


c posiliva se r > 0, e logo c positiva se r = 10/v ,/ 2jr. ísso itnplica que no ponto crftico r — 
10/ocorrc um mfnimo rdativo e s portanto, um mfnimo absoluto* 


Terceira solucáo Uma mancira aitcrnativa de justificar quc o ponto crítico r= 10/^5í 
corresponde a um mfnimo de S é olhar para o gráfico de S versus r (Figura 5,5.8), ^ 


► Éxempio 6 Eneonlre um ponto na curva y = x' tjue esteja mais próximo ck) ponlo (18. 0). 


Solugúó A dístáueia L entre (18, 0) c um ponto (,v, v) arbitrário na eurva y — ,v (Figura 
5,5*9) é dada por 

/, = v'tF- 18) 2 +(y -W 

Conio (x t y) eslá na curva, e y saiisiazem y = x 2 t assíny 

L - v/(a- - 18)2+^ (19) 

Como nao há restríQocs sobre v, o problema se reduz a eneontrar um valor de x em (—co, +oo) 
para o qual (19) é mínima. A distáneia L e seu quadrado L 2 sao mínimízados no nvesmo ponto 
(veja o Bxeicicio 62). Assim, o valor mfnimo de L em (19) e o valor minimo de 


5 = ¿ 2 = (x - 18) 2 + -í 4 


( 20 ) 


ocorrem no mcsmo valor dc x. 
A partir <le (20) 

dS 


= 2(x - IS) + 4x~ = 4x- + 2x - 36 


dx 


( 21 ) 
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logo, os pontos críiicos satísfá/.cm 4x' + Zv - 36 = 0 Ou t <lc forma cquívalcntc, 

2r’ + * - 18 - 0 (22) 

Para fcsoIvlt a equagáo acima, oomegamos vLTÍficando os divisorcs dc — 18 para vcr se o po- 
linómio a esquerda lcm alguma raíz inreíra (ver Apendice B). üs divisores sao ±1 1 ±2, +3 S +6, 
±9 e ±18. Uma verílicagño desses valoies mosira que v — 2 ú uma raiz, logo v - 2 e um faior 
desse polindmio. Após dívidir o poünómío por esse faioi; podemos reescrever (22) como 

(.v — 2){2 a 2 +■■ 4x -b 9) = 0 

Assim, as solugocs reslames dc (22) satisiazcm a cquagáo quadráLica 

Ix 1 + 4.v + 9 = 0 

Mas essa equagño náo lem solugóes reais (use a fórmula quadrática), de modo que x — 2 e o 
único ponto crfticode 5. Para dererminar a natureza desse pomo erítieo, vanios usar o teste da 
derivada segunda. A partir de (21 ) T 

d 2 S 


dx 2 


= 1 2x 4 - 2 , 


d 2 S 
logo — 
dx~ 


= 50 > ü 




o que mostra que em x - 2 ocone um mfnimo relativo. Uma vez que v - 2 é o único extremo 
relativo para U Lem-se apartir do Teorema 5.4.4 que em x — 2 também ocorre um valor míni- 
mo absoluío de L> Assim, o ponto sobre a curva v = a' mais próximo de (18, 0) é 

(A‘O0 = (Jt, jc 2 > = (2,4) < 


m UMA APLICApAO Á ECONOMIA 

Trcs funcócs de importancia para um cconomista ou um industria! sáo: 

C (a) = custo total da produgáo de x unidades tle um produlo, durante certo período de 
tempo 

R (x) = receíta tota! da venda cíe x unidades do produto, durante o período de tempo 
P (a) = lucro total obtido na venda de .v unidadcs do produto, durantc o pcríodo dc 
tempo 

Elas sao dertominadas, respectivament ^funqao custo^funqao receita e fun$ao lucro. Se 
todas as unidadcs produzidas forcm vendidas, elas estarao rciacionadas por 


P{x) = R(x) - C(a) 

[Iiil’toJ — [recfeila] ■ LaistoJ 


(23) 


0 eusio total C (a) da produgáo de a unidades pode ser expresso como uma soma 

C{ x) = a + M(x) (24) 

onde a é uma constame denominada despesas gerais c M (a) c uma fungáo representando o 
custo de manufatura. As despcsas gcrais, as quais inctucm custos íixos como alugucl c sc- 
guro, náo dcpendcni dc x; devem ser pagas mesmo c|ue náo haja produgáo. Por outro lado t o 
eusto dc manufatura M (a)> o qual inciui ítens conio cuslo do materíal e do trabalho, depende 
do núnierodc artigos manufaturados. Mostra-sc em Economía que + com hipóteses simplilica- 
doras adcqtiadas, M (a) pode ser expresso na íórma 

M (x) — bx + cx 1 

onde b e c sao constantes. Substiniindo issoem (24), obtemos 

C{a) = a + bx + cx 2 (25) 

Sc uma indúslria puder vcndcr todos os artígos produzidos por/j dólares cada t entao sua 
reccíta total R (a) (cm dólarcs) será 


R(x) = px 


(26) 
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c scu iuero total P (x) (em dólares) será 

P (x) = [reeeita total] - [eusto total ] - R (a) - C (_v) = px ~ C ( v) 

Assim, se a fungáo cuslo for dada por (25), 

P(x) - px - (a + bx + c’.v’) (27) 

Dependendo de fatores tais eomo numcro de empregados, maqumário disponível, condtgoes 
econdmieas e concorréncia, há uma limUagao superior / no número de artigos que uni fabri- 
cante ú capa/ de produ/ire Véndcr, Dcssc modo, durante uni períodode tempo íixo, a variávcl 
x em (27) írá salisíazer 

0 < x < I 


Ao determinar o valor {ou valores) de x cm [0. /! quc maximiza(ni) (27), a firma pode dcicr- 
minar quantas unidacles de seu produto devem ser íabricadas e vendidas para obter o maior 
luero. Isso está iluslrado no excmpio numérieo a scguir. 


► Exemplo 7 Uma íbrma Ifquida dc pcnicilina fabricada por uma firma fai maccutica 6 
vendída a granel a um prego dc $200 por imidade. Se o custo total dc pi odugáo (cm dóíares) 
para x unidades for 

C (x) = 500.000 + 8(Xv + 0,003/ 


e sc acapaeidade dc produgáo da fintia íor dc, tio máximo, 30,000 unidadcs em um tcmpo 
especiñcado, quantas unidadcs de penicilina devem scr fabtieadas c vendidas naqucle tempo 
para maximizar o lucro? 

Solugao Como a receita total da venda de x unidades é R (,v) = 20ftv, o luero P óv) sobre x 
unidadcs scrá 

P (x) = R (x) - C (x) - 200x - (500.000 + 8ü.v + 0,003/) (28) 


Como a capacidade dc produgáo é de, no máximo, 30.000 imidades, xdeve estar no intervalo 
[0* 30.000). A partir de (28), 

~~ = 200 - (S0 + 0,006*) = 120 - 0.006* 
dx 

Equaeionando dP/dx - 0, obiemos 


120 - 0,006* = 0 ou * = 20.000 

Como esse ponto crítico está no intervalo 10, 30.000], o lucro máximo deve ocorrer eni um 
dos pontos 

x - 0, x = 20.000 ou x - 30.000 


Substíluindo esses valorcs cm (28), obtemos a Tabela 5,5.5, que mosira que o lucro máxímo 
P = $700,000 ocorre quando x - 20.000 imidades foreni fabricadas e vendidas no lempo 
cspccificado. M 


Tabdci 5.5.5 


X 

0 

20,006 

30.000 

P(x) 

-500,000 

700.000 

400,000 


■ ANÁLISE MARGINAL 

Os cconomístas chanmm P'(x), R f (x) C C(.v) de lucro marginaL receita marginal c custo 
margtnaf, respeetivameme, e inicrpreiam essas quantidades como o luero, a receita e os cus- 
tos adicíonais quc resuitam da produgño e da venda dc uma unidadc adicional do produto, 
quando o nível de produgáo e de vendas deste é de a umdades. Essas interpretagoes seguem 
da aproximagáo linear loeal das fungoes lucro, receitac custo. Por excmplo, tem-sc apartirda 
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Fórmula (2) da Segao 3.8 quc\ quando os nfveis de produgáo e de vendus sao de unidades, a 
aproximagáo linear local da iimgáo lucro c 

P(x + A.v) ^ P(a) + P 7 {x)Aa 

Assim, se Av - i (uma unidade adicional produzida e vendida), essa fórmula iniplica que 

/ J (x+ 1) ^ P(x) + P'(x) 

e, portanto, o aaé&cimo no iucro, lesuitante da pi odugao e da venda de uma unidade adicio- 
nal, ptxle ser aproximado por 

P(x+ 1)- P(x) ^ P\x) 


m UM PRtNCÍPIO BÁSICO DE ECONOMIA 

Tcm-se a partír de (23) que P'(x) = 0 tcm as mesmas soIu^Ges que C'(a) = R f (x ), o que tm- 
plica que o lucro máximo deve ocorrer nos pomos cm que a receita rnargína! e igual ao cuslo 
marginal; isto é: 

O lucro máximo ócorre em um ponto no qual o custo dc fabricagño e de venda de uma 
imidade adicionai de ttm produto é aproximadamente igual á receita gerada por uma 
umdade adicional. 


No Exemplo 7, o luero máximo ocorre com x — 20.000 unidadcs. Obscrve que 

C(20.001)- C(2ü.0GQ) = $200,003 c /?(20.0ÜI>- /?(20.000) = $200, 
o que é consístente com esse princfpio básico de Economia. 


EXERCÍCtOS DE COMPREENSÁO 5-5 (Ver página 322para respost&s.) 


1. Um nijmero positivo ú somado com seu recfproco, O menor 
valor possfvcí dessa soma é _ _ 

2* Se a soma de doís números positivos é 10, entño o valor máxi- 
ino do produto dcsscs doís mimcros é_. 

3. Sc x + 2y = 2. emáo u meiior valor possívet de .v' + y'e_, 


4. U itt reláitgu I o é i n seri U> en i um Iri á ngu I o c uj os vérl i ee s estáo u a 
orígcm, no ponto (0, 2) e no ponto (1,0). Se eada lado do reiáti- 
guio é pamlelo ou comddcnte com um dos eixos coordenados, 
entáo a maior área possfvel do retánguJo é __ . 


EXERCÍCIOS 5.5 


1. Encontre uin número no intervalo [I t |] tal quea soma do ná- 
mero com seu recíproco é 

(a) a menor possfvel 

(b) a maior possívd 

2 . Como cscolhcr dois iiúmeros náo-negativos tais quc sua soma 
é I e a soma de seus quadrados é 

(a) a maior possívd? 

(b) a mcnor possivel? 

3. Um campo rctangular está limitado por uma cerca em tres dc 
seus lados e por um córiego reto no quarto iado, Encontre as 
dimensdes do campo com área máxima que pode ser cercado 
com 1.000 m de cerca. 

4. Um eampo deve ter o formato de um tríángulo retángiilo, 
com a hipotenusa ao longo de um rio reio e uma cerca de- 


limitando os dois catetos do campo. Encontre as dimensoes 
do campo de maior área que pode ser cercado com ! .000 m 
lineares de cerca, 

5. Um terreno retangular deve ser cercado de duas formas. Uois 
lados opostos devcm rccebcruma eerca reforqada quc custa $3 
o metro, enquanto os dois lados rcsiantcs recebem uma eerea- 
padrao de $2 o metro. Quais sño as diinensoes do terreno de 
maior área que pode ser cercado com $6.000? 

6. L r m rctangu I o d eve ser t n scri i o e m u m ti i ángu I o retángu I o co m 
lados de comprímento (x 8 e 10 cm. Encontre as dimensuesdo 
letángulo com a maior área. supondo quc cle está posicionado 
conlbnne a íigura a seguir. 

7. Re sol va o Excre íci.o 6 supondo o retánguI o posi c ¡ on ado con Ib r- 
me a tigura a seguir. 
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8 cm 



Figura Cx-7 


8 cm 


8* Urn rctángulo tcm dois cantos i níeriores no eixo x c dois cantos 
superiores na curva y =16- .v'. Dentre Lodos esses retSngnlos, 
quais as diinensóes daquele que tem maior área? 

9* Encontre as di mensdes do retñngulo com área máxima que 
pode ser inscríto ein uni cfrculo com raio de 10 cm. 

10* Qiral c a maior ñrea possível de uma regiao no plano xy conti- 
da tanto no retangtilo de vertices em (±8. ±10) quanto em um 
quadrado de lados paralelos aos cixos coordcnados e cujo canto 
inferíor esqtierdo cslá na reta y — —4.r? 

■j 

E1* Uma área retangular com 288 m" deve ser cercada. Em dois 
ladosopostos será usada uma ccrca quecusta %l o inetroc nos 
lados restantes, uma cerca que custa S2 o metro, Encontre as 
diinensñes do retñngulo corti o menor custo. 

12. Mostre que, dentre todos os retSngulos eom perfmeiro p> oqua- 
drado 6 o quc tern árca máxíma. 

E 3, M ost re qt ic, den t re t odos os relán gti 1 os corn á rea A y o quad rado 
tem o perímeiro mfnimo, 

14, Um fio com 12 cm pode scr curvado í’onnando um cfrculo, 
dobrado formando um quadrado ou eortado em duas partes 
formando urn círculo e nni qnadrado. Quanto do tio deve 
ser usado no círculo para que a área total cnglobada pcla(s) 
figura(s) scja: 

(a) máxima? (b) mínima? 

15* *Suponha que o número dc bactérias cni uma eultura no inslante 
í seja dado pot N = 5000(25 4- te <>2ú ). 

(a) Encomre o maior e o menor nítmero dc bactérias no inter- 
valo de tempo 0 < t < J 00* 

(b) Em quc momento. tio intervaío dc tempo de (a). o miincro 
de bactérias decrescc mais rapidamente? 

16, A janela de uma igreja consistc em um rctángulo com sctni- 
ciVculo cm cima c deve ter um perfmetrn p. Encontre o raio do 
semieíreulo para que a ároa da janela seja máxima. 

E7* Urna caíxa de base quadrada 6 maís alia do que largn. Para po- 
der mandá-la pelo correio dos EUA. sua allura e o perfmetro 
da basc devem somar nuo mais do que 108 polegadas. Quul é o 
volume máximo dessa eaixa? 

18. Uma caixa de base quadrada é mais larga do tjue aUa, Para po- 
der mandá-la pelo corrcio dos EUA, sua largum c o perímotro 
dc um dos lados (náo quadrado) devem somar nfio mais do quc 
108 polcgadas, Qual é o volumc máximo dessacaixa? 

19, Uma caixa aberta deve ser feita com uma folha de metal de 3 
por 8 cm. cortando-sc quadrados iguaís dos quatro eamos c do- 
brando-seos lados. Encontre o volume máximo quc umacaixa 
dessas pode ter. 



21 . 


22 , 



24, 




27. 

28. 




31. 


Um recipientecm forma dc pamlelepipedo com basc quadrada 
devc tcr um volunie dc 2.250 cm\ O materíal para a base e a 

■) -y 

íampa do recipieiite eusta $2 por cm" e o dos lados, S3 por cm'. 
Encontre as dimensbes do recipiente de menorcusto* 


IJm recipiente com a forma de um paralelepípedo eom base 
quadrada deve tcr um volumede 2.000 cm'\ O custo da base c 
da tampa é o dobro do custo dos lados. Encontrc as dimensoes 
do reeipiente de menor custo. 


Uni reeipiente de base quadrada, lados verticais e aberto em 


címa dcve ser feitodc 90 nrdc matcrial. Eneontro as dimen- 


socs do rcctpiciuc com o maior volumc. 


üm recipiente em forma de pamlelepípedo tem dois lados 
quadrados e é abertü em eima, Se o volume for V unklades 
cúbicas, encontre as dimensoes do recipiente com a área de 
superfYcie míníma. 

Encontre as diinensoes de um ciHndro circular reto com o inaior 
volume que pode ser Ínseríto cm unta esfera de mio R. 

Encontrc as dimensoes de um cilindro circular relo com a 
maior árca de superffcie que pode ser inscrito em uma esfera 
de raío /?. 


Mostre C[ue o cilindro círcular reto de maior volume que pode 
ser inserito etn um cotic circular rcto tem utn volume quc c á 
do volume do conc (Pigura Ex-26), 



Uma lata dlmdrica fechada dcve tcr um volume dc V unidadcs 
cubicas* Mostre que uma lata com área superficial mfnima é 
ohiida qiLando u altum for ígual aodiámetro da ba.se. 

Uma lata cilmdrica fechada dcve tcr tmia área superfieiaí dc S 
unídades quadradas. Mostrc que uma iara com voluine máximo 
é übiitla quando a aítura for igual ao diánretro da base, 

Uma lata cilíndrica abeita em cima deve conter 500 cnv' de lf- 
quido, Encomre a allura e o raio que minimizam a quantidade 
de material necessárto paraconfeccioná-la. 

Uma lata dc sopa com forma dc cilindro drcular reto, raio re 
altura h deve tcr um volume V. A tampa c a basc sáo cortadas 
de quadrados, conforme a Figura Ex-30 a seguir. Se os camos 
sombreados fbrcm os úntcos refugos* cncontre a raziSo r/h para 
a lata que rcquer mctios matcrial (incluirtdo o refugo). 

Uma armagao em aramc cotisiste cm dois quadrados idáníicos. 
cujos vénices estáo ligados por quatro fios retos dc mesmo 
comprimento (Figura Ex-31 a segLiir). Se a arma^ao for feita 
com um ilnico fio de arame de comprimento L, quais devem ser 
as dimensoes para obtor uma caixa com o maior volume? 
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32, Suponha que a soma das áreas das supei fícies de uina esfera e 
de um cubo seja consmme. 

(a) Mostre qne a som a dos volumes é míniina quando o dííi- 
ineico da esfera íor igual íio comprímento de uma aresta 
do cubo. 

(b) Quando será máxima a soma dos vohimcs? 

33, Encontre a almra e o raio de urn cone com allura irtclmada / 
cujo voUime é o inaior possfvel. 

34, Um cone é feito de unia folha circuíar com ciío R recoitando 
um setor e colando os lados que sobraram (Figura Ex-34). Qual 
c o máximo volume possívcl para o conc? 


Fiííura Ev-34 

35, Uni copo de papel cm forma dc cone dcvc conter 10 cm ' dc 
água. Encontre a altura c o raio <lo copo que requer a mcnor 
quantidade de papeL 

3f>* Encontrc as dimensoes do iríángulo isósceles dc mcnor urca 
quc pode circunscrever um círculo dc raio R . 

37, E ncontre a altu ra c o rai o d e u in conc c i rc u I ar reto com o m enor 
volume qne pode circunscrever uma esfera de raio /?. 

38, üm trapézio é inscríto em um semícírculo com niio 2, de forma 
que um lado está sobre o díameiro (Figura Ex-38). Fmcontrc 
a maior árca possívcl para o trapúzio. [5/ígci7í7r>; Expressc os 
lados do tmpézio em termos de 0, ¡ 

39, Um eanal de tlrenagem deve ser feito de ial forma que a sec^ao 
transversal é um trapézío com os lados igualmente indinados 
(Figura Ex-39); Sc os lados c a base tiverem um coniprimento 
dc í m, como cscolhcr o ángtilo 9 (0 < 0 < n¡2 ). dc forma quc a 
área da secgáo transversal seja máxtma? 


Figura Ev-3S Figura Ev-39 

40, Uma lámpada é suspctisa acima do centro de uma mesa eircu- 
lar com rato r. A quc altura acima da mcsa cia dcvc scr colo- 


cada para se obter o máximo de ilumina^áo na borda da mesa? 
[Suponha quc a Ílumína^áo / é dirctamcnte proporcional ao 
cosseno do ángulo dc inddéncia <p dos raios dc luz c inversa- 
mcntc propoicíonal ao quadrado da distancia I da fontc dc luz 
(Fígura Ex-40).| 

41, Uma pmncha ó usada para cscorar um muro c dcve passar por 
cima dc uma cerca de 8 pós de altura o a I pc do muro (ihgura 
Ex-4¡), Qual é o compiimenlo da menor escora que ptxle ser 
usada? [Stige.sfaú: Expivsse o comprímento da escora em ter- 
mos do ángulo 9 mostrado na figura]. 


Fígura Ex-40 Figura Ex-41 

42, Uma fazenda de gado permite 20 novilhos por SO m" dc pasto. 
O peso médío de scus novilhos no mercado ú dc 900 kg. Estí- 
mativas do Departamento de Agricultura (EUA) índícam qtie o 
peso médto licará reduzído em 22.5 kg para cada novilho que 

■j 

for acrescentado nos 50 m dc pasto, Quantos novilhos devcm 
scr colocados nos 50 rn para quc o pcso médio <,!clcs seja o 
maior possfvel? 

43, (a) Urna indüstria qufmíca vcndc ácido sullürico a grancl a 

$100 por unidadc. Se o custo de produ^áo total diário em 
dólares j>ara x unidades for 

C(a) = 100.000 + 50.V + 0,0025-v 2 

c sc a capacidade dc produijáo diária for de. no máximo, 
7.000 unidadcs, quantas unidades de ácido sulfúrico de- 
vem scr fabricadas c vendidas diariamciuc para maximizar 
o lucro? 

(b) Ben c li cí ari a ao i ndus i rí al ex pan dí r a capacid adc de prod Lt- 
cao díáría? 

(c) Usando análisc marginal, aproxime o eléíto sobrc o lucro 
causado por um aumento dc 7.0ÍK) para 7,001 unidadcs na 
pradugáo diária. 

44, Uma ñrma determína quo x unidades dc seu produto podem ser 
vendidas dianamente a p dólares a uuidade, onde 

a- = 1000 - p 

Ü clesio de produgáO de x uiiidades diárias ó 

C(x) = 3000 4- 20-t 

(a) Encontre a ÍLin^áo receita Á' (a), 

(b) Encomre a fun^áo lucro P (x). 

(c) Supondo quc a capacidade máxima dc producáo c dc 500 
uuidades por dia, dctcrminc quantas unidadcs a companhia 
deve pioduzir e vender por dia para maximizar seu lucro. 

(d) Encontrc o lucra máximo, 

(e) Qual é o prego unítái ío a scr cobrado para obtcr o incro 
máxinio? 
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45, Em itm certo piocesso de tabricagrio química, o peso diário v de 
produgáo dufcicuosa dcpendc do peso.v de toda a produgáo, dc 
acordo com a lómiuia cmpírica 

v = 0,01 r v + 0,0(X)03 a- 2 

onde x e y estao em qoilos, Se o lucro forSIOO por kg do produto 
qLiímico sem defeilo e a perda for de S20 por kg de produlo quf- 
tnico dd'cilJuoso prothjztdo, quantos quilos do prodiiTo dcvcm scr 
produzidos diariameme píira maximizar o Jucro díário total? 

ijrn inotorista de caininháo áuLónomo cobra de um eliente $1 5 
por hora dirigida, acreseido do cuslo do combustivel, l>irigin- 
do a nrtm veiocidade dc v quilómctros por hora, o Ciimtnháo 
cotisegue fazcr 10 - 0,07 v km por JÍtro de eombiistiveJ. Se o 
combustfvd cusla SI,50 por titro, qual é a vdocidadc v quc 
minimiza o custo para o clienle? 

47. Duas paiticulas A e B estáo em movimcnto no plano xy. Suas 

coordcnadas cm cada instantc do lempo / (/ > 0) sáo dadas por 
jt A - f. _v 4 = 2f, = ] —/ c y H = i. Encomrc a clistáncia mínima 

entre A e B. 

48. Siga as iusirugdes do Exercicio 47, com = l \q= t\ x tt - 2 1 e 
}’» = 2 ' 

6 “S 

49. Prove qtie o ponto da curva Jt“ + y" “ I inais próxímo de (2, 0) é 

(U0). 

50. Encontrc todos os pontos na curva y = ^/x para Ü < .v < 3 quc 

estao na menor e na maior distSncia do ponlo (2,0), 


ENFOCANDO CONCEITOS 


51. S u ponha q ue l /(v) = itiv + b sej a u rna fu ngfio J i near de x e que 
(> íieja um ponto qnalquer do plano yv, 

(a) Sem utílizar CíÍIcliIo. expitque como eticontrar o ponto 
do grálico de/tnais próximodc Q 

(b) Usc derívadas para confcrir sua rcsposta eni (a). 

52. Supotiha que C seja um círeuJo no plano xy de ccntro P e 
quc Q seja um ponto qualquer do plano xy distinto de R 

(a) Sem u lí I í zar Cál c ll I o. exp I i q ue com q encon trai' os pon- 
tos dc C que cstao mais próxímos* c também íiquetes 
que estáo mais afastados, de Q , 

(b) Use derivadas para conferir sua resposta em (a). 

53. (a) Encontre todos os pontos P que estáo m elipse rodada 

a:" — xy + y" — 4 nos quaís a reta tangente á dipse é per- 
pcndicular á retu por P c pela orígem. 

(b) Dé uma explicagáo geométríca sobre por que os pontos 
encontrados em (a) sáo aqueles da elípse que estao maís 
proximoSs ou mais afasiados, da origem, 

54. ÍJsando a derivada, expiique por que os pontos encontrados 
no Exercícío 53(a) sao aqueles da elipse queestao maís pró- 
xiinos. ou mais aíástados. da origcm. 


56. Eneontre a eoordenada x do ponto P na parábola 

v = \ -x 2 ( 0 < .v < I) 


de modo que o tnánguJo fbrnnado pela reta tangente em P e os 
eixos eoordenados tenha a menor área, 

57. Onde, na eurva y ¡= (1 + x 2 )~\ a reta tangente tem a maior incli- 
nagáo? 


58. Uin homem está semado em um barco a 1 km tia margem (reta) 
de ii m lago. Uma cidade está localí/adá nessa margem a 1 km 
do ponto da margem do lago que está mais próximo do homem. 
Elc pretcnde rcmar cm linha reta atc um ponto P na margctn 
oposta e depois caminhar o i cslante ao longo da margem (Figu- 
ra Ex’58), Para que pomo ele deve remar a fim de ehegar a seti 
destino no nienor tempo seele 

(a) pode andar a 8 km/h e rcmar a 5 km/h? 

(b) pode andar a 8 km/h e remar a 6 km/h? 



Um cano com diámetro dcsprezívol dcve scr carregado horí- 
zontalmenie, em tomo de um cantü ligando duas passagens 
com 2,40 m e 1,20 m de largura (Figura Ex-59) + Qual é o com- 
primento máxímo quc o cano podc ter? 


Fonte: Uma difiCusaüO intcress.Lirne deste pnoblema, m o tliñrnetro do 
cnno náoé dcsprezívcJ, foi fcita por Norman Millcr no Atttoricm A kithvmn- 
tiatl Monthly. Vot, 1949, p. 177-179, 



Figwra Ex-58 



60. Se uma quantídade ffsíca desconhecída é medída n vezes. as 

medidas x lr x 2 .v N muitas vezes variam, depcndendo de fato- 

res incontroláveis, corno tempcraímn, prcssáo atmosfcrica. etc. 
Assim, ii m cientista muitas vezes se depüra com o problema de 
obter, a parlir dc n medídas obsci'vadas disthuas, Linut estímatí- 
va x dc uma quantidadc dcsconhcdda a j . Um método de obier 
uil estimativa está baseado m princípio dos míniwos qmdra- 
do$, que estabdeee que a estimativa x deve ser eseolhida de 
forma a minimizar 

S = UI - -V) 2 + (. 1 ; - x) 2 + ■ - ■ + (x„ - x) 2 

qiie é a soma dos quadrados dos desvios entre a estimativa á e 
os valorcs mcdídosl Moslrc quc a cstiniativa rcsultantc do prin- 
cfpio dos mfnimos quadrados é 

1 

x = “U'I + \2 H-F x fí ) 

n 


isto l\ a é a niédia aritmética dos valores obscrvados. 


55, Encon tre as coord enadas d o ponto P tia c u rva 

y = “7 Cv > 0) 

de modo que o segmento da reia tangente em P, determínado 
pelos eixos coordenados, tenhao rnenor coitiprimcnto. 


61. Suponha que a intcnsidade de uma fonte pontual de Jliz seja 
diretameme proporcíonal á poténcia da lome e inversamente 
proporeional á dístñncia da fonte, Doís pontos de luz com po- 
téncías S e 8,V cstao separados por uma distancia de 90 cm. 
Onde, no scgmento dc mta entrc as dnas fontes. a intensidadc é 
míníma? 
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62* Pr e: e / .x > 0 ein um irtter n I e e / x ti er mn a r 
iná im e / em x ir eiuá a ung2 ffi *) tainbém tem um 
u r má irn em .r 0 na ganiente ara n re mínim 
Sugef/m?: e al e ue vT é uma ungá uie uente n 

inter a 0, +oo 

63, Da nt ¿12,1 e/?5,4 fc enc ntre nt P inter 

a 2,5 ei jr ue ma imiice ángu APfí 

64, beira aineri r e um ua r e 10 é caiuracmc 

iga e tá 2 é acima ni e h e tim b ei r a r 

Su n ue a me h r i á é bti a uan é tná im (m 

gu ubemen í e ua r n b b er a r a ua 
i tñncia ua r etc e eiía hcar 


uz ia an e uma me 4 em um meí ara um b er a r 
B cm utr mci Figura E Sabe e uoa uz ia a a uma 
c ci a e c n taute em um Tnei imi rmc, rém mai aga 
r amcnlc cm um mci mai en c m a água ue cm 
um men en c m ar n c üentemente» ercur 
e men r tem emre A c B níi ú nece ariamente uma rcta, 
ma uma reta uebra a e A am P e ara B. crmilin uc 
a uz c c antagem c ua mai r c ci a e n mei men 
en Lei de Refraqáa de Snelí alirma uc a tra etória 
mi c uzéta uc 

sen Oi sen $2 

V] v 2 



Princi 1 e Fermat bí grafia a ágína 3Í0 na 6 ticae ta 
bc ccc uea uz. ia an eum nt ara utr , eguea uec 
caminh ara ua lem t ta n cicur é mmim Em 
um mei uní rinc, camính e 44 tem miním " c c “mc 
n r i táncia’' ém a er iguai a ím, a uz> c nü b truí a, 
ia a em inha rcta Su nha ue tenham uma ntc c uz, 
um e e h ao e um b er a r em urn mei uni rme Sc 
um raí e uz ei a a nte, bate em um e e h e ai atd 
b cr a r, enta uatractóríac n i tc cm í egment e 
reta, c n rmem tra a Figura E 5 Deao r c m rincí 


í e Fermat, a tra etória é ta ue tem t ga l n ercur 
é mínim u, c m mei é tini nnc> a tractória erá ta ue 
a 3 tánciat ta crc rri a eAaPaZÍ erá a irtcn r í e 

Su 11 uc mínim c itc uan difdx = Ü. in trc ue 

rai e uzíráatingir e eh emum nl P, la ue iL ángu 

c ínci éncia” Q } erá igua a “ángu e rcílc á ” 0 2 



66* tíncí i e Fermat E ercicí 5 também c ica r ue 
rai e uz tic a a entrc ar e água e Ínc ina re ragá 
magine i mei uní rme c m água e ar e um rai e 


n er f éa e ci u e a uzn rimeir mei ,u 3 *n egun 
e 0. e á ancu m tra na Figura E tre 

J 4- k. 

uc i cgtte a hi ótc e e ue caminh ctcm mímm 
c rre uan dtfdx- 0 


67* 111 azcn eir e e a caminhar a uma ta a c n tante c eu 

e tábu até um ri ret , eneher uiti ba e c e ar ara ca a n 
mcn rtem 

a E i ucc m c te r h ema e re aci nac m rirtef i 
e Fermat e r b enia á rdle á a uz F ercfci 5 

h e re uia E ercíci 5 ara e cre ei ge metri 
camente ua me h rcaminh ara azen eir eguir 

c e a arte b ara etermínar n e azen eír e erá 
encher ba e e a ca a e e lábu c ti ercm ca iza 
ta c 111 na FÍgura E 7 



Figura Ex-66 


4 

km 


I km 


Éstábulo 

1 m 

ba / • 


r. ■ f'.i. 


4 

km 


R¡o 


Figura Iix-67 


/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSAO 5.5 


1. 2 2. 25 3. í 4. I 


VVillcbrord van Roijcn Sncll (1591*1626) atemátíc h 
an é Sne uce eu a eu ai n t e r e r e a 

tcmática na ní cr t a c e ci en cm 1 13eémai am 
c rc u ta bre rc raga a uz ue c a cu n mc Em 
b m euamen tenha i e lu a c e a réeia antiga 

c m a trón m Pt meu, até traba h e Sne areagá 


era inc rretamente en a ae m en Qfu¡ = 0Jv 2 ei e 
Sne i ub ica a r De carte em 1 3 , em ar e ¡ 

cré it íiSne Eetambám cc briu um mét e etcrmi 
naga e i tánda r triangu agá ue euiníd á m erna 
téaiica ec n ecgá c ma a 
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5.6 METODO DE NEWTON 


jVíi Segdo 2.5 mostmmos como aproxmmr as raizrs de uma equagao f(x) = 0 ttsando o 
Teorema do Vaíor Intermediário e xamhém fazcndo um zgoin no corte do eixo x de y — f(x') 
com urn recurso gráfico computacionaL Nesta se{ áo estudaremos uma téctuca detiominada 
Método de Newton, que, em geraf é mais eficiente do qite qmdquer uma das outras duas . O 
Método de Newton é a íécnica usúda por mnitos progmmas de computadores comerciais e 
cientificos para encontrar raiz.es. 


m MÉTODO DE MEWTON 

Em Álgebra elementar, apremte-se que a sokigaa de uma equagao de primeiro gmu av + h - 0 
é dada pcla fórmula x = -hia c que as solugócs da cquagao dc scgundo grau 

íia“ H- hx -f- c = 0 


sao dadas pcia rórmula quadrádca. Exístem fórmulas ta]iii>cni para solugóes de cquagoes dc 
terceiro e quarto grau, embora muito complicadas para uso prático. Em 1826, foi mosira- 
do pclo matemálico norueguÉs Niels HcniikAbel que 6 Ímpossívcl construir uma formula 
semelhante para solugoes dc uma equagáo geral de quinto ou maior grau. Assiin, para uma 
equagáo poiínomial especifica de quinto grau, tal como 


JC 5 - 90 + 2a j - 5a 2 + 17.r - 8 = 0 


pode serdiftcil ou impossivcl enconlrar valorcs cxatos para todas as solugócs, Difrculdadcs 
análogas ocorrem corn cquagócs náo-polinoiniais, tais como 


A J — COS .¥ ™ 0 

Para essas equagóes, as solugóes sáo geralmente aproximadas de alguma forma, freqüente- 
memc pek> nictodo que vamos expor a scguir. 



Niels Henrik \bel (1802-1829) Matemálico HOrue- 
gues. Abel eríi lilho de um pobre ¡ninistro luterano e 
de Lima máeextraordinanameme bda, de quem herdou 
sua Kurpreendente belezá. Em sua breve vida de 26 
anos, eJe viveu em pobre/a e sofreu uma sucessáo de 
adversidades; ainda assim, conseguiu provar resultados 
ímportames que atteraram para sctnprc o panorama da Mate- 
matica. Aos ] 3 anos. foi mandado para íonge dc casa. para uma 
escola cujos melhores dias já linharn passado. Por um goipe 
de sortc, a eseola aeabara de eoiitiatar o professor Renu Mí- 
diad Holmboc, o quai rapídamcnte dcscobriu acxtraordinária 
habilidade dc AbcJ para a Matcmática. luntos. elcs cstudaram 
os lívros de Cálculo de Euler, os trabalhos de Newion e os 


dos matemáticos Iraticcses da ópoea. Quando de sua l’orma- 
tura, Abd já eslava a par da maior parlc da grande lileratura 
matemálica, Em 3 820. seu pai morreu. deixando a famflia em 
um jerrívei aperto íjnaneeíro, Abeí someote eonseguiu entrar 
na Universidade de Christiania, em Osío, porque ganhou um 
quarto de graga c vários profcssores o sustcntaram com scus 
próprios salários. A imiversídade nao tínha cursos avangados 
em Matemática: assim, Abel reeebeu um grau preliminar em 
1822 e eontinuou sozinho seus estudos de Matemática. Ein 
[ 824, publícou por conta próprta a prova da impossibilidadc da 
solugáo algcbrica üc uma equagáo polinomial gcraí dc quinto 
graiu Com espcranga dc quc o lcvaria ao reconheciniento e á 
aecitagño pcla comunidadc matemátíca, Abc3 enviou o artigo 


ao grande matemático alemáo Gauss, quc negligentemente o 
dcctarou uma monstruosidade, colocando-o de lado. Porém, 
ctn 1826, o artigo dc AbeJ sobre cquagoos dc quinto grau c ou- 
tros trabalhos foram publícados na primeira edigáo de um novo 
jornab fundado por seu amigo Leopold Crelle. No veráo de 
1826. ele completou um trabalho hístórico sobre fungóes trans- 
cendentes. que submeteu á Academia dc Ciéncia da Eranga. na 
cspcranga do sc consolidar corno um grandc maíemático, pois 
muitos jovens ganharam rápida distingáo ao ter suus trabalhos 
acdLos pcla Acadcmia. Noentanto, Abcl esperou cm váo. pois 
o artígo ou foi tgnorado ou pcrdido por um dos jurados c náo 
apareceu de novo, senao dois anos após sua morte. Esse artigo 
J’oi posterionnente descríto por um grande matemálico eomo 
"... a descoberta matemdtica do século... ”, Após submeter seu 
atligo. Abcl voltou á Norucga. com tubercuiose c nma pcsacla 
dfvida. Enquanto ganhava a vida com dificuldade como profes- 
sor pardcular, eominuava a produzir grandes trabalhos, e sua 
fama sc espalhou. Logo, grandcs esforgos foram fcitos pam 
obtcr para clc uma posigáo maíemática adcquada, Temcndo 
quc seu grande trabalho tivcssc sído perdido pela Academia, 
enviou uma provado resultado principal para Crelle, emjanei- 
ro dc 3 829. Em abril, sofreu uma violenta hemorragia e mor- 
rcu, Dois dias após, Crcllc cscrcvcu informando-o dc quc uma 
nomeagio esiava assegurada pata ele em Rerlim e que seus 
dias de pobreza tinham acabado! O grande artigo de AbeJ foi, 
íinalmente, publicado pela Academía 12 anos após sua mortc. 
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Vamos supor que estejamos tenlando eneontrar uma rai/ rda equaéao/('v) = 0, e que por 
algum metodo, como gerando o gráñco de v = fix) e examinado scu cortc com o cixo ,v t lenha- 
inos oblido umaaproxímaqao inieial .x } rudímeniar de r Séfix { ) = 0 + entao Se/ú|) ^ 0> 

entao cntcndemos que é mais fácil resolvd uma equaqao linear do c|iie a equaqao proposta. A 
melbor aproximagáo Eincur dc y =fix) perío de x = \ 4 c dada pela reta tangcnte ao gróíico dc/ 
em A‘|; poitanto, deve ser ra/oavcl esperar que o corte dessa rela com o eixo x forneya uma me- 
Ihor aproximagao de r. Denotemos esse coríe por x 2 (Figura 5.6.1). Agora podemos tratar da 
mesma tnaneira que Iratamos x } . S cfix 2 ) = 0, entáo r- x r Stfi.xfi s 0, entao construímos a rcta 
tangente ao gmílco de/em x 2 e tomamos x % como sendo o corte dessa reta com o eixo x. Comi- 
nuandodcssa nianeíra, podcmos gcrar uma sueessao dc valoics,v,, x v x 4 ... que gcralmente 
eonverge para r. Esse procedimcnto para aproximar r e denominado Método de Newton. 

Para implcmentar analiticamcntc o Mctodo dc Newlon, piccisamos oblcr uma fórmula 
quc nos diga como caleular cada aproximaqáo mclhorada a partir da aproximagao precedcnte. 
Para lanto, observauios que a tbrma ponto-inclinaqáo da reta langente a y - f(x), na aproxi- 
magáo inicial jc [f é 

y-/I m) = fixMx-xt) (i) 

Se /'(A,) = 0, eruao cssa reia nao é paraleia ao eixo .v e, consei¡íientemente, coria-o em algum 
ponto (x lt 0). Subsiituindo as cooi dcnadas desse ponto cm (IX obtcrnos 


-/UiJ = /'C*i)(Jt2-.t,) 


Rcsolvendo em x 7f obtemos 


*2 = a i - 


f(x l) 


(2) 


/'<*■) 

Á próxima aproximaqáo podc ser oblida mais facilmenle. Sc considerarmos x 2 como a apro- 
xínmqáo inícial c x, como a nova aproximaqáo, podemos siniplcsmentc aplícar (2) com x 2 em 
lugar de jq c x x cm lugarde ,v : . Portanto 

f(x 2 ) 


% = xi - 




(3) 


dcsde que f'(x 2 ) ^ 0. Em geral, se a;, é a enésima aproximagao, eníáo é evtdente, a partir do 
padráo em (2) e (3), que a aproximaqáo meíhoradax„., é dada por 


1 


Método de Newton 

f(Xn) 


(4) 




f'(x n ) 


n — 1,2, 3.,.. 


► Exemplo 1 Usc 0 Mélodo de Newton para aproximar as soluqócs reais dc 

JC 1 - .v -1=0 



[-2, 4] X (-3. 3] 
vScl = L vSci = I 


v ^ v" - ,v - I 


Figuru SA%2 


Sohi^ao Seja f(x) = v -x- I; logo, f T (x) = _\v" - 1 e (4) fica 

v -3 


Xf¡ 


x;-, - x„ - i 
3 v- — I 

' }A n 1 


(5) 


A pariir do gráfico de.f na Figura 5,6.2, vemos que aequaqáodada tem uma sóraiz rcal, Essa 
soluqáo cslá cntre 1 c 2 t pois jT( 1) = — 1 < Oc /(2) = 5 > 0 Vainos usar como primcira aproxi- 
maqáo jf| — 1,5 (v, = I ou x¡ = 2 também scríam eseolhas ra/oáveis/ 

Fa/endo n — 1 em (5) e substLtuindo v,= 1,5, oblemos 

(\ sí 5 — J 5 — 3 

V2 = 1 ’ 5 " L * 134782609 (6) 

l ' V ■ !• } * 
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DQMÍNfQ DATECMOLOGEA 

MuEias ealculadoras e programas de 
oofripuiador calculairi internanrienie 
com mais ca$as decirnaís do que con- 
seguem expor. Sempre que possrvel, 
devemos utílizaroe valores estocados 
calculados em contas an-ierrores. em 
vez dos valores exibidos na tela do 
recurso cümputac¡on¡al. Assim, no 
Exemplo 1, o valor de x : utilizado em 
{7) deveria ser o valor estocado de .x : 
s náo o valorexiPido em {6). 



[0.5 |x 1-2,21 
jScI = LySci = I 

Fígura 5*6,3 


(Usamos uma calculadora que exihc 9 dígitos.) A seguir, fu/endo n = 2 em (5) e substítuíndo 
x 2i ohlcmos 

4 -X2-\ 


— -\"2 “ 


3a j ; — 1 


1,32520040 


(7) 


Se continuarmos esse proeesso até que sejam geradas duas uproximacoes sucessivas iguais, 
obtcrcmos 



a' 2 s» 1,34782609 


jt 3 ^ 1,32520040 
.v 4 ^ 1,32471817 
x 5 ** 1,32471796 
a 6 ^ 1,32471796 


Nesie ponlo, náo bá neeessidade de comimiar mais adiante, pois atingimos o lirnite de preei- 
sao de nossa calculadora e todas as aproximaqoes subseqüentes geradas por ela provavelmen 
te serao iguais, Assim, a soluqáo é aproximadameme x ^ 1,3247 f 796, < 


► Exemplo 2 lueaevidentc, a partir da Figura 5.6.3> que se a estivcr em radianos, entáo a 
equaqáo 

eos x = x 

tem uma soluyáo entrc 0 e L Use o Método de Newton para aproxímá-la. 

Solu^áo Reesereva a equaqáo como 

x — eos x = 0 

e aplique (4) com f(x) = x - cos a, Como f\x) = ] + sen x, (4) fiea 

(S) 


^+i = x n - 


x n - cos x ñ 


1 -í- scn x n 


A partir da Figura 5 + 6 + 3, a soíuqáo pai'ecc mais prdxima dc x = I do que de x = 0; logo, 
vamos usarA t = I (em radtanos) como aproximagáo iniciaü Fa/cndo n = I em (8) e substU 
tuindo a'j = 1, obtcmns 

I — cos I 

x> = I - - - ^ 0,750363868 

I + sen 1 

A segnii , vanios fazer n = 2 em (8) e> suhstimindo o valor de x 2 acima, obteremos 


X$ = Aí — 


A'2 “ COSA2 
1 + scn a '2 




0,739112891 


Se eontirtuarmos esse processo até que sejam geradas duas aproxímagoes sucessivas iguais, 
obtercmos 


-U = I 

x 2 - 0,750363868 
a 3 w 0*739112891 
a 4 ^ 0,739085133 


,r 5 s* 0,739085133 


Assim, no limite da precisao de nossa calculadora, a solugáo da equaqáo cos x = x é 
x m 0*739085133. * 


■ ALGUMAS OIFICULDADES COM O MÉTODO DE NEWTON 

Quando o Método de Newton funciona, as aproximaqñes convergeni para a soluqáo com 
gruiíde veloeidade. Há situaqoes, porcm, nas tjuaís o método falha. Porcxemplo, se f f (x n ) = 0 
paraalgum u s entáo(4) cnvolve umadívisáo por zero, tornando impossfvel gerar x tí h| . Porcm, 
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.v, níSo pode ser geíado 


Figurn 5.6*4 


isso poclc scr prcvisto, pois a rcta tangente a y = f(x) é paralcla ao eixo x quando / ( y ) — 0, ou 
seja, ela nao cmza ocixo r para gcrar a próxima aproxiniagao (Figura 5.6.4). 

O Metodo de Newton também pode falhar por outras razSes; as vczes, cle podc ig- 
norar a rai/. que lentamos encontrar e cotivergir para outra; e } as vezes, lambém pode nao 
convergir de todo, For exemplo, consideie a cquagao 

A ,/3 = 0 


cujá única sólugao é jc — 0. Vamos tentar aproximar cssa solugao pclo Mclodo dc Ncwlon 


i¡\ 

coitiegando com _i (l = 1. Tomando f(x) = x \ a Fórmula (4) ííca 





} ó „)- 2/3 




Comegando com jc, = I, a seqíiéncia dc valores gerados por essa tormuia e 

X] — 1 , Á*2 = — 2, A‘j = 4, ,Í4 = — 8 , . . . 

que, obviamcnlc, nao converge para v = 0. A Figura 5.6.5 ilustra o que cstá acontecendo geo- 
metricamente nessa situagao. 



Para aprender tnaís sobre as condigoes de convergéncia do Método de Newíon e para 
uma diseussao sobre a questao dos erros, o leitor deve consultar um livro de Anáüse Numé- 
rica* Para uma discussao mais profunda do Método dc Newton e sua rclagáo com os estudos 
atuais sobre caos e Fractaís, o leitorpodc !ci r o artígo “Newton's Melhod and Fractal Patterns/ 
dc Phillíp Strafñn, pubücado cm Appíications of Galatlus, MAA Notcs, Vol 3, n 29, 1993, 
da Mathemalical Associalion of Amcrica. 


EXERCIGIOS DE COMPREENSÁO 5.6 {Verpágina 328para respostas) 


L Use o grálico ao lado para estimar x, u sc o Mctodo de 
Newton for aplieado a eqeagáo y =/í-v) com ,v L - 8. 

2. Suponha quej'í!) = 2 e quc f'( I) = 4. L Sc o Méiodo de Newton 
Ibr aplicado a y ~J\x) com x t - 1. entáo ,v 2 = „ _ 

3* Suponha que J[U) = 3 c t|uc x 2 = 3 quando o Mctodo dc Newton 
foi’ aplicado a y =fix) com á, = 0, Entáo / ; {0) = . _ _, 

4* Se o Método dc Newton for aplicado a y = e - I com ,v, == 1 n 2, 
entáOÁb -_. 


+ . v 



A 

> 


s to 


■K 


4 


Figura Kx*I 
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EXERCÍQIOS 5.6 R ñecurso Gráflco 


Nestes exercícios, nespostas coitt tantas casas deciniais quantas 
forem pci'miüdas por scli recnrso compuiacional, mas siga o proce- 
dimento delineado na caixa Domínio daTecnologia & página 325, 

1, Aproxime ^/2 aplicando 0 Méiodo de ISÍewion á equagác 
x —2 = 0. 

2, Aproxime \/5 aplicando o Metodo de Newton á equagáo 
.r 2 - 5 = 0. 

X Aprí>xi me v''"6 apí icand o o Mdiodo de N ewt on d equaeáo 
x } - 6 — 0 

4, Qua I eq u apat j d e vemos l tsar para aprox i mar a ra¡/ enési ma d e a 
pelo Método de Newton? 

5 -s A equagáo dada tem uma solucao real. Aproxime-a pelo Mé- 
Lodo de Newtoti. 


5 , .r-24-2-0 
7. /+X A -SmO 


6, x + x - 1 = 0 
S. , 5 - 3.1 + 3=0 


9-14 Use mn recurso gríííico computacionai para determinar 
quantas soluqoes tem a equapao e. entao, nse o Mátodo de Newton 
pam aproximar a solucáo qnc satistáqa a condigao dada. 


09. ,í j + r -4 = 0:<0 
01O., 5 -.V-2 = Üu>O 

011. 2 cos .t = X; x > 0 0 12. sen x=.<T; x >0 

01.1. x - (e x = 0: it\2 < x < 3,t/2 


014. ( + e sen x = 0; jt/2 < x < 3rr/2 


15-20 Use um recurso grático computacional para detcrminar o 
níímcro de vezes que as curvas se intersectam: aptique. eiiíáo T o 
Méiodo de Ncwtoti, quando necessário, para aproxímar m coorde- 
nadas.rde todas as íiuerseegoes. 


015.y - a - ' e y - ] - ,v 
016, y = scn .v c y = x' - 2r“ + 1 


17. y = x e y - V2 jt + I 
018,y = 1 r' - 1 e y = cos x - 2 
19, y = 1 e y = e' sen r: 0 < x < tt 
0 20, y = e~ x e y = ln x 

2 L A regra mecánica para api ox ¡ mar ráízes quádrádás afirma que 

yja P onde 

■Wi = j 7 n = 1 T 2,3.... 


e.r t équalquer aproximagao posítíva de 
(a) Aplique o Metodo dc Newton a 

f{x) = t 2 - a 

para deduzir a regra mecánica. 

(h) U se-a p¿i ra aprox i ínar v /10. 


22, Muítas eatenladoras computam reeíprocos usando a aproxima- 
cao 1Á7 ííj x a , onde 

ín+i = x n (2 - ax n ) 7 n = 1,2, 3,... 

e.Vj d uma aproximagao inidal de Ua. Essa tórnuüa torna pos- 
sfvei etetuar divisoes usando muitiplicaqoes e suhlragdcs, o quc 
é iim proeedimenlo mais rápído do que dividir díretamente. 

(a) Aplique o Metodo de Ncwton a 

m = - - * 

X 

para dedu/íressa aproxjmagño. 

(b) Use a t orm Lt I a para apra x i mar ™ , 

23. Use o Méiodo de Ncwton para aproxímar o mínimo absoluto de 

f{x) = \x A + x 1 - 5* 

24. Usc o Metodo de Newton para aproximar o máximo ahsoJuto 
de /(.v) = x sert x no intervalo (0, jt\, 

25, U se o M etodo tle Newton para aprox i mar, com duas casus deci- 
mais, as eoordemidas x dos pontos de inftexáo da fungáo 


fM = 


e 




1 + .v 


26. Use o Mdtodo de Newton para aproximar o máximo absoluto 
dey(A') = (] - 2v)arc tg x. 

21, Use o Méíodo de Newton para aproximar as coordcnadas do 

•T» 

portto sobre o paiábola y = x~ mais próximo do potito (l, 0). 

2íí. Usc o Mdtodo de Newton para aproximar as dimensCes do 
retángulo de maíor área que pode ser inscrito sob a curva y = 
cos x para 0 < x <x/2, conforme a Figura Ex-2S. 

29, (a) Mostre t|ue. sobre um círcuio de raio r, o ángulo central 0 
que subeniende urn areo de comprímento 3 ve/es t> eom- 
prímento L de sua corda satísfaz a eqtiaqao & = 3 scn (9/2) 
(ver Figura Ex-29). 

(b) llsc o Método de Ncwton para aproximai 0. 




30. t Jm segmt'uUr de um eírcuio é a regiáo eompreendida por um 
arco e sua corda (ver ñgnra a seguír). Se r for o mio do cireuio 
e // o angulo subentendido no centro do círcuio, entáo pode-se 
mostrar que a área do segniento é A = ~ *U0 - sen 0 ). onde (J 
está em radiauos, Eneontre o valor de 0 para o qual a áréa <!e> 
segtnento é utn quarto da árca do círcuio. l)é o vaior de 0 até o 
grau niais próximo. 
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31-32 Use o MlHMo de NewLon para aproxírnar Lodos os válo- 
res reais tle y quc sáiisl a/em a equaqao dada para o vator dc ,x 
índacado. 


31. .vy J + ,v\v = 1; A' = 1 

32. xy ~ cos (y) = 0; x - 2 

33. Uma anuidade é uma seqüSncia dc pagamcntos igtiais que 
Süo pagos ou reccbidos em siitervalos regularcs de lempo. Por 
exemplo, podemos querer depositar quaiitias iguais ao íinal 
de cádá ano, em uma poupanga, a fim de acumular uma certa 
quantia em atguni momenio uo futuro* Se. ao fmaí de cada ano, 
l’orem aerescentados juros de i x 100% sobre o satdo da conta, 
emáo dizcmos qtie a poupaiu;a paga i x 100% de jtiros. com- 
posios atiualmenfe , Pode-se mostrar que. se os depósilosde Q 
rcais fmem feiios ao final de eada ano, em uma poupanga C[ue 
paga / x 100% compostos anualmcntc. entao. por ocasíáo do 
enésimo depósiio c já depositados os juros do ano anterior, a 
quaiuia S(>í) na poupanpa é dada pela íormula 

S(h) = $I(! +0“-!] 

I 


Suponha quc queiramos deposiiar S5.000 em uma poupan^a ao 
final de cada ano, com ü objetivü de acumular $250,000 no 25° 
depósito. Qual é a taxa de juros compostos a ser paga para quc 
possamos aíingir cssa meta? | Sugestáo: Mostrc que a taxa de 
juros t satisfaz a cquagáo 50/ = (14- /)" - I e resolva-a usando o 
Mctodo dc Ncwton.] 


ÉNFÜCANDG CONCEITOS 


■-■■ 34. (a) L'sc um rccurso grálico computacional paia gerar o grá- 
ficode 

m = -^r 

X* + I 


e use-o para explicar o que acontece se aplieamos o 
Método dc NcwLon com o vulor inicial de x t - 2, Vcríñ- 
quc sua conclusáo computando ,v 3 . c av 


(b) Use o gráñco gerado em (a) para expticar o que acon- 
tece sc apiiearmos o Método de Newton com um valor 
inicial de v, - 0.5. Verííique sua conclusáo computando 
x 2 * x y . x 4 e Xy 

35, (a) Apliquc o 'Mctodo de Newton á fun^Élo f(x) =x +■ I 
eom víilor ínicial dc x } — 0,5 c detcrmine se os valorcs 
jv 2 ,..., .V| (l apareníam convergin 

(b) Ex p l i que o q ue está aconiccciído. 

3í>. Em cada partc, cxpliquc o quc acontecc sc aplicarmos o 
Método de Newton a utna funcáo/quando a condi^áo dada 
é satisfeita para algum valorde n. 

(a) Ax) = 0 (b) x u+A =x„ 

(c) = 

37. Seja / imia fungao cuja derivada é contínua em toda parlc. 
Suponha que cxista tim ntímero real c tal que, quando o Mé- 
lodo de Newion é aplicado a/, a desigualdade 

|.r„ - c| < - 
n 


c satisfeita para todos os valorcs de n - 1.2, 3,... 

(a) Explique por que 

2 

\x n+ \ — X n | < " 
n 

para todos os valores dc t¡= 1,2, 

(b) Mostre quc cxístc uma constantc posítiva /V/ tai quc 

]/(-Vfe)I 5 M\x fí+Í — x n \ < — 

para lodos os valores de // - 1,2, 3,... 

(c) Prove que, se /fo) 0, entao existe um inteiro positivo 
N tal quc 

< |/(oi 

para cada n > N. \Sugexulo: Mostre quc f(.x) —> /U ') 
quando x —> c c cntáo aplíqtte a Dcfini^ao 2.4.1 com 

€ = |1/(C)|.] 

(d) O que pode scr concluído tle (b) c (c)? 


38, Quaís sáo os elcmentos importantes no argumento sugerido 
pelo Exercicío 377 É possivel cstcndei L esse argumerito a 
umacolcqáo maior de fun^oes? 


•/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁQ 5.6 


I. ís2 2.1 3. -1 4. In2-Í!B 0.193147 
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5.7 TEOREMA DE ROLLE; TEOREMA DO VALOR MÉDIO 


Ne$!ú següo vúnios discutir imi resultado chamado Teorenui do Valor Médio. Esse teorema 
tem tanias conseqlténcias importantes que é consíderado um dos gnmdes princtpios do 
Cdlciilo. 




Figuni 5*7*1 


■ TEOREMA DE ROLLE 


Vamos conicgar com um caso cspccial do Tcorcma do Vaíor Mcdio, chamado Tcorcma dc 
ííollc cm homenagem ao mutemátíco M ichcl Rollc. Bssc tcorema afirma o fato geomctn- 
camcntc óbvio scgundo o quai sc o grálieo dc uma fungáo difcrcnciávcl eruza o cixo x cm 


dois pomos, a c b, cntáo cntrc clcs dcvc cxlslir pcio mcnos um ponto ondc a rcía tangentc c 
horizonta! (Figura 5.7.1). G enuneiado preciso do tcorcma é o quc segue: 


5*7*1 TKOKKMA (Teorema de Roile) Seja f diferenciávet rw imervtúo aberto (a, b) e 
coníímiü íio inten'aio fechado [ a, b\. $e 

f(a) = 0 e f(b) = 0, 

entño hd peio menos urn ponto c em (th b), taí qtte fjc) — 0. 


demonstracao Dívidircmos a prova cm trcs casos: o caso cm qucJTfv) = 0 para todo.v cm 
(a, bf o easo em que/(.v) > 0 para algum x em (a, b) c o casti em quc/'*v) < 0 para alguni x 
c m (a T ib). 

casü i Se f(x) = 0 para todo x em (a, b) t entáo f'(c) = 0 em cada c dc (a, b), pois/é uitia 
fungáo constantc ncssc iiitci'vaío, 

caso 2 Suponhamos que/U) > 0 para algum .v cm (a, h ). Como/é comfmia cm b L sc- 
guepeloTcorema do ValorExtremo (5.4,2) que/tem um máximo absolutoem |úc 5 h |. O ma- 
ximo ahsoluto náo podc ocorrcr nas extrcmidadcs dc \a+ h\ porque f(a) =j\h) = 0 c cstamos 
supondo que f{x) > (J para alguin ponto dc (a, b). Assim, o máximo absoluto precisa ocorrer 
em algum ponto c dc (a, b), Scgue do Teorema 5.4.3 que cstc ponto c é neccssariamente um 
ponto crftico dc/c, como/é dirorenciávol cm (a, b), osse ponto crítico é estacionário, ou 
seja, f'(c) — 0. 


Michcl Rolte (1652-1719) Matemáhco fraticés. Rclle, filhode 
um lojista, freqüentou somente o Ensino Fundamental. Casou- 
sc ccdo e trabalhou duro para sustcntar a támílla com nm magro 
salário dc escriváo para tabelioes e advogados, Mesnio com scus 
prohlcmas llnancciros c sua pouca instrugáo, Rollc cstudon por 

jT 

si própi ío Algebra c Análíse diofantina (um ramo da tcoria dos 
numeros). Sua sortc mudou drasticamente em IÓS2, quando pti- 
blicou uniü elegante solugáo de um diffcil e náo-resolvido pro- 
blcma cm Análisc dioíanLína. O rcconhecimento público levou-o 
a ser amparado com um empiego de protéssor de escola íunda- 
mental e, depois, com um posto admiiiistrativo no Miníslério 
da Guerra. Em 16S5, entrou para a Ácademia de Ciencias em 
Ltma posigao infcrior peta quaJ náo receheu saláiios regnlares até 
J699. Ncla permaneceu atc a morte em 1719, por apoplexia. 

Embora o forte dc Rollc sempre tcnha sido a Análise 
diofantina. seu trabalho mais importante foi urn livro sobre a 


Álgehra dc equagoes, imitnlado Traité d algébre, publicado 
em 1690. Nesse lívro, RoIIeestabeleceu firmemente a notagao 
7 |antcs cscrita como u\ para raiz cncsima dc a c pro- 
vou uma versáo para polindmios do teorema qtic hojc leva seu 
nc’jme, (O notne Teorema dc Rollc foi dado porGiusto ñcliíu i- 
tis t cm 3 846.) Ironícamente, Rolle ibí um dos mais doqílcntcs 
antagonistas Ínidais do Cálculo. EJc csforgou-sc intcnsamcntc 
para demonstrarque o Cálculo dava resultados errados e base- 
ava-se em raciocínios falsos, Snas discussdes sobrc o assunto 
eram tao acaloradas quc várias vezes a Acadcmia dc Cicnctas 
tcve de intervir. Emre suas várias realizagbes, Rolle ajudou 
a avangar a ordem hoje aceita para os numeros negativos, 
Descartes, por exemplo. via -2 como menor do que -5. RoIJe 
atueeipou-se a maioria de seus eontemporaneos adotando a 
convcngáo atual cm 1691. 
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V 



/'{f) = 0 


v - x 2 - 5x + 4 


Figura 5-7.2 


A v 



Figura 5.7J 



Figura 5-7,4 


Nos Exemplos i e 3 foi possfvel OH' 
oontrar vaiores ej<atps <Je c porque 
a equa^áo /'(*-) - ü ío¡¡ facflmenEe re- 
soivída. Contudo, nas api¡cap5es do 
Teorema de Rolle, geralinente a ejfís- 
téftcla de c é mals importante do quo 
seu yalor exato. 


('ASO 3 Suponhumos que/.v) < 0 pui a algum ,v cm (a, £?)- A prova ncsse easo é análoga a ílo 
Caso 2 c scrá omitida, ■ 

► Exemplo 1 Encontre os dois pomos do corte do gráfico da fungao flx) = x 2 - 5x + 4 com 
o eixo a e coníirme que f f (c) = 0 em algum ponío c cntrc csses dois pontos de coite. 

Soluqao A fungao/pode scr fatorada como 


x 2 - 5.v + 4 = (x - 1 )(x - 4) 

de modo quc os ponios dc corlc com o cixo x sao x —I C x — 4, Coiuo o poiindmio /6 contínuo 



[1,4]. Asstm, podemos ter cerieza de qtieexiste pelo menos um pomo c no imervaio(1,4) : tal 
qtie f f (c) — 0. Derivando/ obtemos 


f(x) - 2x - 5 

Rcsolvendo a equagao f f (x) — 0 t obtemos x — ^ dc modo quo c — % c um ponto no íntcrvalo 
(1,4) ro qual f(c) - 0 (Figura 5.7.2), M 


► Exemplo 2 A exigencia de dil’ereneiabilidade no Teorema de Rolle é críltca. Se/det- 
xa de ser difercnciáveL mesmo em um unico ponto do intervalo (íí, b), entao a conclusao 


x 


mostrada na Figura 5.7.3 


do teorema pode náo valer. Porexempio, a t’ungáo f(x) — 
tem raízes em x = -l ex = 1, mas náo existe reta tangcnte horizontal ao grático de/no 
intervalo (—1, í). M 


► Exemplo 3 Se/satístáz as condtgoes daTcorema dc Rollc em [í/, b\, entao o tcorema 
garante a existéncia de peh menos um ponto c em [a T b) no qual f(c) = 0. Pode, entreiamo, 
havcr mais dc um c. Por cxemplo, a funcáo j\x) = seti x c contfnua e diterenciável em toda par- 
te, de modo que satisfa/ as hipótese doTeorema de Rolle no imervalo [0 : 2tt'1 cujos extrenios 
sao raízcs de/ Conformc índica a Fígura 5-7.4 + existem dois pontos no íntcrvalo [0, 2 ,t] nos 
quaís o gráíico de/tcrn rcla tangcntc horizontal» c } = n!2 c c 2 = 3,t/2. M 


M OTEOREMA DO VALOR MÉDIO 

O Teorema de Rollc é um easo espcdal de um resultado mais geral, denomiuado Te&rema 
do Vator Médio. Gcometricamente, csse teorema afinna que, entre dois pontos A («,/«)) e 
B(b, f(b)) quaisquer do grálico de uma funqao diferenciável/ existe pe]o menos um ponto 
onde a reta tangentc ao gráíico é paralela á reta sccante que passa por A e B (Figura 5.7.5). 



A{a. 


Figura 5.7.5 



Observe que a inclinaqáo da reta secante quc passa por £ W>J\b)) é dada por 

m - m 

b — a 
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A retd tangeníe- é paralete h reta secámte 
onde é máxima a distartcta vertical i-( ) 
entre a reta &ecante e o gráfico de/. 


Fi^urü 5J.6 


e quc a inclinagáo da reia Langente em c na Figura 5 J,5a é JXc), Analogamente, na Figura 
5.7.5/;, as inclinagoes das retas tangenles em c, e c\ sao / '(£ u 3 ) e respectívamente. 

Como relás nÜo-verLicais paralelas tem a mesma inclinagáo, o Teorcma do Valor Médio podc 
serenuncíado precisamente como segue. 


5.1.2 i;KORE M A (Teorema do Vaior Médio) Seja f conittma no intervaio fechado 

[á. /j¡ e diferenciáveí no intervalo aberto (á, b ). Entao e is 

te pelo menos ttni ponto c em 

(a, b), tal qae 


, m - m 

f (O = , 

(i) 

b — a 



MO'J'I VACAO PARA A DF MONSTRA piO 1)0 l'ROREMA 5/7 J A Figui á 5.7.6 SLigefe que (I) será 
valida (ísto é h a reta tangentc será paralela á rcta secante) em um ponto c no qual a dístáneia 
entre a curva e a reta secante íor máxima. Assim s para provar o teorema, é naiural eomegar 
por uma fórmula para a distáncia vertícal v( ) entre a curva y = /( ) c a reta secantc ligando 
os pontos (a, f(a )) e (b, /(/>)). 


t > eiv IONS pr\£ao íx> T i o re >.ía 5*7.2 Co nio a eq uagáo da reta sec an l c q u e pas s a por (a , /( á )) 
e (b t f(b)) é 


ou, de forma equívalente. 


iV , m-m, 

y - /(«) ■ —-- (.V - a) 

b — a 


m-m, ,. , 

y _ —-(jr - a) + f{a) 

b — (i 


a diftn'enca v{ ) entre a allura tlo gráfico tle / e a da reta seeante é 

m - m 


v(x) = fíx) - 


(,v - a) + /(«> 


] 


( 2 ) 


b — a 

Como /( ) c contínua cm [a> b\ c difercncíávcl cm (//, b) t u( ) também o t\ Além disso, 

u(íi) = 0 c v(h) — 0 

logo, t;( ) satísfaz as hipoteses do Teorcma dc Rolle no intcrvalo [a, b\. Portanto, exíste um 
ponlo c em (t a , b)i al quc v'(c) - 0. Mas t u partír da Fquagño (2) t 


v'(x) = f(x) - 


assim, 


v(c) = f(c) - 


f(b) - f(a) 
b ™ a 


m - m 

b — a 


Como vXc) - 0, temos 


f’C) = 


m - m 

b — a 


► Exempío 4 Mostre que a fungáo/( ) = + 3 satisfaz as hipóteses do Teorema do 

Valor Mcdio iu> intervalo [0, 2] e encontre todos os valores de c do intervalo (0, 2) nos 
quais a rcta tangente ao gráfico de/é paraleia á reia sccantc quc [íga os pontos (0, /Í0)> e 
(2J{2)f 
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Solugáo Á fungSo / c contínua c dífcrcnciávcl cm toda partc, pois é tim polinómio. Em 
particular, / écontínua em [0. 2] c diferenciável em (0.2); assim, as hipóteses do Teoremado 
Valor JVIédio cstao satislcitas com a = 0 e b = 2. Mas 

/(«) = /( Q) = 1, /(/?) = /(2) = 3 


/'CO - 


3x 2 
4 r 


/'(c) 


3r 


Dessc modo, a Fórmula (1) torna-sc 

3c 2 3 - i 


ou 


3r 2 = 4 


4 2-0 

tendo as duas solu^des c = ±2-/3 ^ ±1,15, Porém, somentc a solugáo positiva está no intcr- 
valo (C/ 2); esse valor de c eslá dc acordo com a Figura 5.7.7 t < 


m UMA INTERPRETAtJÁO DOTEOREMA DO VALOR MÉDIO, USANDO A 
VELOCÍDADE 

Há uma ÍnterpretaQáo interessante do Teorema do Valor Médio quando x - f(t) é a curva 
posi^áo versus tempo para um carro movendtvse ao longo de uma cstrada reta. Nesse easo, 
o lado direito de (1) é a veloeidade média do carro no intervaio de tempo a<t< b, enquarito 
o lado esquerdo c a velocidadc instantánea em / = c. Assim, o Teorcma do Vaíor Médio csta- 
belece que pelo menos uma vez, durante o intervalo de tempo, a velocidade instaníánea deve 
ser iguai á velocídadc niédia. Isso está de acordo com a nossa experiéneia no mundo real; se 
a velocidade média em uma viagem for de 80 km/h. entao, em algum instante t o veltx'inietro 
marcou 80 km/h. 


► ExempSo 5 Um motorista está dirigindoem uma estrada reta com o iimite de velocida- 
de de 80 km/h, Ás 08 horas e 05 minutos da manhá, um controladov eronometra a velocidade 


do carro como sendo de 75 km/h e, 5 minutos depois, um segundo eontrolador T 10 kni adiante 
na estradaj cronometra a velocidade do carro eomo sendo dc 80 km/h, Explíque por que o 
motorista poderia reecber uma multa porexecsso de velocidadé. 


Soíufáo O motorista pereorreu 10 km em 5 minutos (= 1/12 h); !ogo, sua veloeidade média 
foi de 120 km/h. O Teorema do Valor Médío garante que, pelo menos uma ve/ ao longo dos 
10 kni, o motorista dirigiu a 120 km/h, < 


M CONSEQÜÉNCIAS DOTÉOREMA DO VALOR MÉDÍO 

Havíamos aíirmado no eomego desta sc£áo que o Teorema do Valor Médio 6 o ponto de par- 
tida para muitos resultados importantes em Cáleulo, Como exemplo disso, vamos usá-lo para 
provar o Tcorema 5.1.2, uma de nossas íerramentas fiindameniais para a análise de gráíicos 
de funydes. 


5.1-2 rí : o«i M . v ( Revisadv) Seja f ttma ftu tgáo que é con fín i m no in tervaio fechado 
[a t h] e diferenáável no intervaio aherto (a y bf 

(a) Se ff x) > 0 para todo vaiorde x em (aj.?), entáo f é crescente etn [a,b\ 

(b) Se f (x) < 0 para todo valor de x em (a, b), entüo f é decrescente em \a,b \. 

Uj Se f'(x) -■ 0 para todo valor de x em (a, h'f entáo f é constante em [q^ b\. 


i>i:MO\S r rKACAO (fl) Sejam x, cx 2 pontos em [a, h\, sendo x, < x 2 - Precísamos mostrar que 
f(x j) < f(x¿. Como as hipóteses do Teorema do Valor Médio estáo salisfeitas em todo o in- 
tervalo [a, b\. iamhém esiáo no subintervalo [x,, x 2 \. Assim, há algum ponto c no intervalo 
aberto (x ]f x 2 ), tal que 

, /te) - f(x r) 


X 2 “ X| 









y = flx) = x{x) + k 



x 

> 


Se/'ü')« íí'CO sm um interva^o, 
entao os gráficos de /e £ sao 
translag&es verticais um do 
outro. 


Figura 5 p7*K 
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qu, de forma equi.vuleme, 

/te) “ /(-VI) = f(c)(x 2 - -í|) (3) 

Comoccstáno intcrvalo abcrto (jr lJT r^) t tcm-scqucíí < c < h\ portantu, f'(c)> 0, Porcm, como 
X, < x 2 s lüin-sc quc x 2 - x¡ > 0. Scguc, a partir dc (3), que f(x 2 ) - f(x } ) > 0 ou, cquivalcnicmcn- 
te, j\x ,) < /(a ? ), que é o quc quertamos provar. As demonstraqoes de (¿r) c (c) sao análogas e 
deixadas como exercfcios. ■ 


■ TEOREMA DA DtFEREN(?A CONSTANTE 

Sabemos de nosso estudo aiiterior sobre derivadas que a derivada de uma constanle é zero. A 
partc (c) do Tcorcma 5,! 2 c a rocíproca daquclc rcsultado, isto c, uma funqao cuja dcrivada c 
zero em um imervaló deve scr eonstante naquele intervalo. Se aplicarmos isso á diferenqa de 
duas fungdcs, ohtcrcmos o scguinte tcoiema útil. 


5.7.3 t t x j r k ma ( Teorema da Diferen ga Co nstante ) Se f e g mo fim gdes diferen ciá- 
veis em um inteivalo I e se f -(x) - gix) para cada x de L entaof- g é constante em í; ou 
seja, existe uma constante k tai que f(x) — g(x) — k ou, equivatentemente, 


para cada x em L 


f(s ) = g (x) -h k 


UKMONSTKACAO Scjam x¡ é x 2 dois pontos quaisquer dc / tais que x { < x 2 > Como as fun^oes 
/e g sao diferenciáveis em /, clas sáo continuas em /. Como [x^ xj é urn subintervalo de /, 
segue que/e g sáo contínuas cm [x ]t e difercneíáveis cni (x v x 2 ). Além dísso, scgue das 
propriedades básieas dc derivada e continuidadc quc o mesmo 6 vcrdadciio para a fun^áo 

F(x) = f(x) - g(x) 

Como F f (x) - f\ A’) - g íx) - 0 t seguc da parte (r) do Teorema 5.3.2 que F(x) —f(x) - g(x) é 
constante no íntervalo [x v x.f. Isso signiíica que/ v) — g(x) lem o mcsmo valor nos dois pon- 
tos x, e a\ de /, Como esses dois pontos sáo arhitráríos, segue que f- g é eonstante em /. ■ 

Geometricainente, o Teorcmada DiferenqaConstante nos diz que, se/e g tém a niesma 
dei ivada em um intervalo, entáo» nesse intervalo, os gráíieos de/e g sáo translaqoes veitícaís 
um do outro (Fígura 5.7.8), 


► Exemplo 6 A parte (c) do Teorema 5.1 2 pode ser úlil para estabelecer identidades. Por 
exemplo, embora náo necessitemos do Cálculo para provar a identidade 


JT 


arc sen x 4- arc cos x = — (— I < x < I) 


(4) 


isso pode ser feito tomando f(x) - arc sen x + arc eos x. Segue das Fórmulas (9) e (10) da 
Secao 4,3 que 


, d d II 

/ (x) = —lare sen x\ T —|arc cos jc| = _ = — ~ _ = 

dx dx 1 


= 0 


de modoque f(x) - arc sen x + arc cos x é constante no intervalo [-1, i (. Essa constante pode 
scr encontrada calculando o valor dc/cm qualquer pomo conveuicntc dcssc imcrvalo. Por 
exempío* usando Jtr - 0, obtemos 

JT jt 

/(0) — aro sen 0 T arc cos 0 = 0 T — = “ 


provando (4). ^ 
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EXERCÍCÍOS D£ COMPREENSÁO 5,7 {Verpágina 338para respostas.) 


1. Seja /U) =x 2 -x, 

(a) Um intervalo no qual/satísfaz as hipóteses do Teorema de 
RolJeé_.. 


(b) Encoiitre todos os valores de c que satisfazem a conclusao 
do Teorenia do Valor Mcdio para a fuiujao / no intervalo 
[0, b\. onde búo pontocncoutiado cnt (a). 


(b) Encon íre Kxios o s valo res de c qtie sat ¡ s fazcm a conc I ti sao do 
Teoromade Rolle para a Uineüo/no intcrvaíode (a). 

2. üse o gráfico de/em anexo pai'a encontrar um ítitervalo [a, b\ 
tio qual 6 aplicável o Teorcma de Rolle c eticontre Lodos os 
valores de í’ naquclc intervalo que satísfazcm a conclnsao do 
teorema. 



l r ¡gura Ex-2 


3, Scjn/(.v) - A', 

(a) Encontre um ponto b tal quc a inclínaQao da rcta sccantc 
por (0,0) c (b,j{b)) seja igiial a 1> 


4, Usc o grático de/ eni anexo para cstimar todos os valores dc 
c q llc saiisla/éiu a conci usSo do Teorema do Valor Mcdio nos 
intervalos 

(a) [0,8] (b) [0,4] 



Figura Ex-4 


5* En con l rc u m a t'u nq ao / ta I q llc o g rá \ i co dc /con tcn b a o po 1 1 to 
(L 5) e lal que, para cada vaior de ,v u , a reta tangente ao gráli- 
co dc/em ,v (:i seja paralela á reta tangente ao gráfico de v = ,v' 
em r v, :r 


EXERCÍCIOS 5.7 3 Hecurso Gráfico 


T-6 

nos 


Verifiquc sc as hipótescs do Tcorcma dc RolJc estáo satisfeitas 
intcrvalos e enconrrc todos os valores de c ncsscs intervalos 


quc satisfazem a condusáo do teoremn. 


1. /í.r) = V - H_v + 15; [3,5] 

2. f(x) = V - 3 v J + 2v; [0.2] 

3. /(jv) — cos .v: | tt/2, 3jt/2 ] 


4. f{x) = In(4 + 2.V - v 2 ); [-1,3] 

S> m = [0,4] 


6* 




4 1 


— + -; 
3.v 3 


n.3i 


7-12 Verillque sc as hipóleses doTeorema do Valor Medio esláo 
saLisfeitás nos intervalos e encontre todos os valores de c nesses 
intervalos qLte satistazem aconclusáo do tcorema. 

7> f{x) ™ x - x; [-3,5] 

8. /( r v)-.cVv-4; [-1,2] 

9. /(.0 = V7TT; [0,31 

10. /(*)=*--:, [3.4] 

x 

11. f(x) = v'25 - .V-: [-5.3] 




I 

x - I 


h= 13. (a) Encontre um intcrvalo 1«, no qual 

f(x) — .V 4 + .0 - x~ + x - 2 

satisfaz as hipótescs do Tcorema dc RoÜe, 

(b) Cene o gmilco de f'(x) e use-o para lá/.er estimativas de 
Lodos os valorcs de r ohiidos em (a) que satisfazem a con- 
dusño do Tcorema dc Rollc. 

(c) U sc o M ciodo dc Ncwton para md ho rar as cst i mat i vas ob - 
lidas em (b). 

R 14, Seja /í.ij = x } - 4x. 

(a) Bncontre a equaíáo da rcta secanie quc passa pclos pontos 
(-2,/(-2))c(U/(l>/ 

(b) Moslrc quc há somente tim número c no imervalo (-2, í) 
quc salislá / a conclusáo doTcoi ema do Valor Médio para a 
reta secante em (a). 

(c) Eneontre a equagáo da reta tangente ao gráfico de / no 
ponto (c, f(í j). 

(d) Usc um recurso gráíico computacíonal para gerar a reta 
sccantc de (a) e a tangente de (c) no mesmo sistema dc 
coordenadas, e contirme visualrnente qLic a.s duas sáo pa- 
ralclas. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


15. Seja /ú) = tg .v. 

(a) Mostre quc nao há no intervalo (0, rr) um pomo r tal 
que f f (c)~ 0, einbora /(0) ~ J'ítt) = 0. 


; [2*5] 
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(b) Explique por que o resultado de (a) nño viola o Teore- 
ma dc Rül lc. 


(h) Use o re.suJutdo de (a) para mosiraj L que a ruugilo 


h{x) = Íx - i)- 1 - (.v 2 + 3)(x - 3) 


)(>, J'(,v) = a , jí , a = -! e b = 8. 

(a) Müstré quc íiaü há no intervalo («, b) um ponio c tál qtíe 

m - jut) 


f(c) = 


b - a 


(b) Explique por que o rcsultado tle (a) nao víola o Teorc- 
ma do VEtlor Medio. 

17. (a) Mostre que, se / for tii fere:tei e! vd no imervalo (—x¡, +rv) 
e se os «rálicos de y = f(x) e tle y - f(x) estivereni no 
mesmo sisiema de coordenadas. cntáo enti'e qualquerpar 
de / há pelo menos um dc f\ 

(b) De al gu ns exem p I os quc iltistre m i sso. 


18. Rcvcja as Fórmulas (10) c (11) na secao 3.1 e use o Tcore- 
ma do Vaíor Mcdio para mostrar quc, sc / for dífcrencidvcl 
cni í-cc, t-oc), entáocm qualqucr inlervalo [r 0 , ,-v J há pelo 
mcnos um ponto em (x t ., ,r¡) no qual a taxa de varlagao 
instamánea de y em relatjao a x é igual ii taxa dc variaqao 
média. no mesniü imervalo. 


19-21 Use o resultado do Exerdcio \ K nestes exeidcios. 


19. Uin automóvel percorre 4 km de uma esirada reta cm 5 mi- 
mitos. Prove que o velocfmetro mostra pdo menos uma vez. 
durante o percurso. cxatamente 48 km/h. 

21). Ás 1 Ih da manha, a tcmperaturacxierna cra dc 7ó í 'F Ás 11 h da 
noiie, havia cafdo para 52 Ü F. 

(a) Mostre que, em algum instante durante csse período, a 
temperatura estava deereseendo a uma taxa de 2°F/h r 

(b) Suponha scr dc seu conhecimento que a temperatura atin- 
gíu os 88 C F cm algum moinento cntre as I Ih da manha 
c as 1 Sh da noitc. Mostrc que. em algum instantc duran- 
te esse perfodo, a temperatura estava caindo a uma taxa 
maior do que i^F/h. 

21, Snponiia c|ue dois corrcdoies de J(X) mctros rasos acabam cm- 
patados. Mostre quc, pelo menos mna ve/, durante a corrida, 
ambos tívcram a mesma velocidadc. 

22. Usc o fato dc que 

4~ íx ln(2 - -v)j = ln(2 - x) - 
(ix 2 - x 

para mostrar que a equa+lo + = (2—r) In (2 — jc) tem pelo menos 
uma soluqáo no intervalo (0, 1). 

23, (a) Use o Tcorcma da Difcrcn^a Constante (5.7.3) para mostrar 

que, se fíx) - fix) para todo x no intervalo (-ou. +oc) t e se 
/ e g téin o inestno valor em algum ponto x tt , entao f(x) = g(x) 
para lodo.rcm Í-íx, +'x). 

(b) Usc o rcsultado dc (a) para coníirmar a idcntídadc trigono- 
mdtrica $en+ + cofx — .1. 

24. (a) Use o Teorema da Diferen^a Constame (5.7.3) para mos- 

trar que. se f(x) - gfx ) para todox em (-co, +do). e sc 
f(x 0 ) - gUy) - c cm algum ponto cntao 

fíx) - g(x) = c 

para todo em (-co, +oü). 


é constante para todo.rem (—-x. +<xj) e cncontre a constairle. 

(c) Verifique o rcsuJtado de (b) muHipJicando e simplilicando 
a fórmula de h (.v), 

25. Seja g(x) - xe' - e ) Fucmil rc /í'.v), tal quc fíx) - f(x) c /í 1) = 2. 
2<k Sc¡Ei g( i j “ arc Ig .x\ Encontre/f í), lal que f(x) - g\x) c fi 3 ) - 2. 


ENFOCANDO CONCEtTOS 


27. (a ) U se o Teore i n a do Valo r M dd i o pa ra m osl ra r que T se / for 

diíereneiável em um intervalo aberto /, e se ]//,v)| < M 
para todos os vaiores de x em /, cntüo 

\m - /(>01 < M\x - y\ 

para todos os valorcs de x c y cm L 
(b) Use o resu 1 tado de (a) pa ra mostrar q ue 
]scn x — sen yj < \x — y\ 
para todas os valores reais de x e y 4 

28. (a) Use o Teorema do Valor Medio para mostrar que, se / 

for diferenciável ein um intervalo aberto /, e se | f(x)\ > 
M para todos os valores de .v cm /. entao 

J fíx) - f(y )I > M\x - y\ 

para lodos os valqres dc jr c y cm /. 

(b) Usc o resultado dc (a) paia mostrar quc 

\igx - tgy| >\x- y\ 

para tcdos os valores dc x c y no intcrvalo n¡2). 

(c) Use o rcsultado dc (b) para mostrar quc 

Jtg* TtgyI > \x +y| 

para todos os valorcs dc x c y no intcrvalo (-t/2. tt/ 2). 


29. (á) Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que 


y? — fx < f 


v — .v 


2 V x 


se 0 < x < y. 

(b) Use o restiltudo de (a) para mostrm que. sc 0 < x < y, entáo 

< jU + .v) 

(á inédia aritmétiea é maíorquea média geondétiicá). 


30. Mostrc quc, se / for difercnciáve] em um intcrvaio abcrto / c 
f T (x) ^ 0 em /. a equagao f(x) = 0 podc ter no máxlmo uma 
raiz rea] em /. 

31. Use o resnltado do Exercício 30 para mosirar o seguEntc: 

(a) A equaqáo x + 4x -1=0 tem exatamente uma i ai/. real. 

(b) Se b~ - 3 ac < 0 e se a ^ 0, eEitao a equa^ao 

a.\ x + bx 2 + cx + d — 0 
tcm exatamentc uma raiz rcal. 

32. Use a desiguáldadc V5 < 1.8 para provar que 

1,71 < 75 < 1,75 

f5i igcsíáo. Tome/í t) = . V T, a — 3 e h = 4 no Teorema do Vúlrjr 
Médio. I 
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33* Use o Teorema do Va] o r M éú i o para p i ov ai qu e 

x 

-r < are tg x < x í.v > 0} 

I + .v- 

34, (a) Mostne que, se / e g íorem fungoes para as quais 
f(x) = g(x) e g(x) = f(x) 

para todo entáo /"( x) - g+v) é uma consiante, 

(h) Mostre que as fuiigC+s/t) = l - (V + e '') eg(_v) = (e — e "') 
Lém essa pmpriedade. 

35* (a) Mostre quc. se / e g forem fungoes para as quaís 

f(x) = g{x) e g\x) = -f(x) 

para todo x, entño / ; (_v) + g’(_v) 6 uma constantc. 

(b) Dé uin exemplo de fungoes / e g com essa propriedade. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


3f)* Scjam / c g contínuas em JY¿, /?] c diíerenciáveis cm («, b). 
Prove: sc f(a) = g(a) e fib) = gih), eniaü há um ponto c ém 
(í7* h) Onde f%c) = g f (c )* 

37. ilustre o resultado do Exercícío 3b com uma llgura apro- 
piiada. 

3H. (a) Prove: se /'/.v) > 0 para todo x em (¿j, £?), entao //.v) = 0 
no máxmiQ uma vczcm {a, b). 

(b) Dc u ma i nterpretagao geométri ca do tcsu 11ado e m (a). 

39* (a) Prove a parte (b) do 1'eorcma 5.1.2. 

(b) Piove a parte (c) do Teorema 5A.2. 


f'Uo) = lim f(x) 

.H -*■ 


| Sngextao; A derivada f(xf) c dada por 


fix o) = 


lim 

X .v¡„ 


f(x) ~ f(X q) 

X ~ Xq 


dcsde que exista esse limite.j 



43. Use o Teorcm a do Valor M úd io pa ra provar o resultado scgui n- 
te: O grálico de uma iuiicáo /tcrn utna reta tangentc verttcal em 
(X^JlXu)) se /é eontíuua em x 0 e f(x) tende ou a +oo ou a 
quartdo x -+ xl e quando .v —> r v“ 


40* Use o Teorcma do Valor Médio para provar o rcsultado se- 
guinte: Seja/uma tun^ao contínua em x n e suponha queexista 
lim A ., f(x). Entáo/é díl'erencíável 01)1 x (t e 


^ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSAO 5.7 


I. (a) [0, 1 1 (h) <:■ = I 


2. [—3, 3]; c = -2, 0, 2 


.3. (a) b = 2 (h) £- = 1 4. (a) 1,5 (b) 0.8 5. y¡» =x 2 + 4 


5.8 MOVIMENTO RETILÍNEO 


Nesta se<¡ñü contimtaremos o estudo do movimento retilíneo íniciado na Segáo 3.1. 
Defuiitemos matematicümente a rtogfio de “acelúra^fio” e mostraremos como ntilizar as 
ferramentas do CáÍculo, desenvoividas anteriannente neste ccipífuh, para analisar mais 
profitndamenre o movimento retilíneo. 


■ BEVISÁO DETERMINOLOGIA 

Confonnc vimos na Seqao 3,1, uma paríícula que podc sc movcr em qualqucr scntido ao lon- 



v ou quaiquer reta coordenada ínclinada* Em díscussocs gcrais, utilizaremos um eíxo s como 
a reta do moviniento. Vamos supor quc foram escolbidas unídades para medir a distáncia e o 
tcmpo c que iniciamos a observaqáo do moviniento no instantc t — 0, Quando □ particuía se 
move ao longo do eíxo s, sua coordenada s é alguma fungao do tempo t digamos s — s (f). Di/.c- 
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Curva posigac versus tempo 


Figura 5.8.1 


mos que s(t) é a funqao posigao üa parifcula* e que o gráfico de í versus i é u curva posigao 
versus tempo ♦ Se a coordcnada ác uma partfcula no instante /, é í(I l ) e a coordenada cin um 
tempo r 2 posterior d s(t 2 ), eniao s(t 2 ) - (f,) é ehamado de deslocamento da partfcula sobre o 
intervalo dc tempo [f r t 2 }, O deslocamento descreve a variaqáo na posiqáoda parlícula. 

A Figura 5.8.1 mosira uma curva posigño versus tempo típíca para uma partícula em 
movimento retilí'neo. Podemos observao a partir do gráfico, que a coortlenada tla partícula no 
instante / - 0 é % e deduzir, a partir do sinal de s , quando a partícula está do lado negativo ou 
positivo da orígem durante sua trajetória ao longo da reta coordenada. 


► Exempio 1 A Figura 5.8.2tf mostra a curva püsiquo versits tempo para uma parlícula 
ein movimento em um eixo .v. Descreva em palavras como varia a posiqao da partícula em 
relagáo ao tempo. 

Solugao A partícula está na posiqáo s — -3 no instante r — 0. E3a se move no scntido positivo 
atc o instante / = 4, já que está creseendo. No instante / = 4, a parlícuia esla na posicáo .v = 3. 
Nesse instamc, a partfcula troca cle sentido de inovimento e se move no sentido negatívo ate o 
instanie / - 7, pois s e decrescente. No instante / = 7, a panícula está na posiqáo / - -I; dali em 
diante, ela pennanece estacionada, pois s e constante para t > 7. Isso está ilustrado esqucmati- 
camente na Figura 5.8,2/j. < 



Fígura 5.8.2 


r> 7 




Para cHstinguir a veiocidaít& instantá- 
nea da v&locidadíí média, um nom& 
mais adeqtrado para v<ñ seda fungéQ 
vQiocitiatfe in$t$rtf$né& Contudo, 
vamos seguir a prática comum de 
chamá-la de 'iuncáo v&ioo¡dádé í, r ctei- 
xando suPentendick) quo ola desorgvo 
a velocidade insiantánea. 


■ VELOCIDADE E VELOCtDADE ESCALAR 


Conformc vimos nas Fónnulas (6) e (7) da Scqáo 3.1 e na Fórmula (4) da Seqáo 3.2, a velo- 
cidade inslantánea de uma partfcula eni movimemo retilíneo é a clerivada da l’unqáo posiqáo 


e a velocidade escalar instantánea é o valor absoluto da velocidade instantanca. Assim, se 
s(0 é a funqáo posiqáo de uma partícula em movimento reülítieo, cntáo deíinimos dfungdo 
velocidade v(Q da partfcula por 


v(f) = s r (t) = 


ds 

~d¡ 



e a fungdo veíocidade escaiar por 

\v(t)\ = ]¿(/)| = 

() sinal da velocidadc díz o sentido do moviniento: um valor positivo de u(í) signiñea 
que i' está erescendo com o lempo, de modo que a partícula se move no senlido positivo, e um 
valor ncgativo de v(t) signiítcaquc s está deerescendo com o tempo, dc modo que a partfcula 


ds 

Tt 


(2) 


Ao e&izrüvcr ■= ,v(Ú enl \c/. da csprcssáí.) mais lamiliar .v = flt). cslnnic.K u&aiid&a. lutni v tanlo paríi u variávcl dupcudcnlú í|LtLLriEo 
|iiarn o noroe da fLLísgño. o que vem a at'r práltca cnmuirj na Engcnliaria e nn tisica. 


































338 Cálculo 





Figura 5.SJ 


se move no seniido negativo, Se u(f) = O t eniao u paníeula esiá momenianeamenie parada, 
A fungáo velocídade escalar, que 6 scnipre náo-ncgativa. dí/ quáo rápido a partícula cstú sc 
iiiovcndo, mas náo ínforma 0 senLido do movimenUx 


► Exomplo 2 Scja s{t) = f - ór a fungáo posigáo de unia pariícula inovcndo-sc ao longo 
de um eixo s, onde s está em metros T enquanto t é dado em segundos, Encontre as fuiieoes ve- 
locidade e vclocidade escalar c niostrc os gráftcos da posigáo, da vdocidade c da vclocidadc 
escalar versus lempo. 


Solugao A partír de (1) e (2), a velwidade instamánea e a velocidade escalar sáó ílatias por 


{\ ás 'i/ 

v(t) = — = 3r 
dt 


1 21 


n(OI = |3r - \2r\ 


Os grañcos pedidos estáo na Figura 5,8,3. Obscrveque a vclocídade e a velocidade csca- 
lar tém por unidades metros por segundo (m/s) T pois .s eslá em metros (m) e o tempo, em 
segundos (s), + 


Os gráíicos da Figura 5.8.3 fornecem uma imporlanie informagáo visual sobre o movi- 
mcnto da partfcula. Por exemplo, a eurva posigáo versus tempo nos diz que a partíeula cstá do 
lado negativo da origem para U < t < 6, do lado positivo da origeni para i > 6 e eslá na origem 
nos instantcs (= 0 e f = 6. A curva veloeidade versus tempo nos diz quc a patlíeuia move-se 
na diregáo negativa se 0 < t < 4, na diregáo positiva se f > 4 e está momemaneamente pai ada 
nos instantes ( = 0 c f = 4 (a velocidade e zcro), A curva vclocidade cscalar versus tcmpo nos 
úv/. quc a velocidade cscahu da particula c crcsccntc para 0 < (< 2, decresecnie para 2<í <4 
c novamente crcscente para / > 4, 


■ ACELERAgÁG 


No movimento retilíneo, a taxa segundo a qual a velocidade instantánea de uma partícula 
varía em relagáoao lempoé denominada aceleragño instantánea ou, simplesmeme, acelera- 
gao. Assim, se umapartícula em movimento retilmeo tcm uma fungáo velocklade v(f), entáo 
definimos a fungao aceleragao da parltcula por 


a(t) - v'(t) = 


dv 

dt 



Alternativametiíe, podemos usar o fato de quc v(t) = s\f) para expressar a fungáo aceteragáo 
em termos da fungáo posigao por 





Acelera^ao versos tempo 

Pigura 5.8.4 


►- Exemplo 3 Seja s(t) = t — ór a fungáo posigáo de uma partícula movendo-se ao íongo 
dc um eixo s, onde s está em metros c r, em segundos. Encoutre a lungáo aceleragáo instantá- 
nea a(t) c mostrc o gráfico da aceleragáo versus o tempo. 


Soíugao Pelo Exemplo 2, a vefocidade instantáuea da partícula e v(ú = 3r" - 32r; logo, a 
acc I cragáo i n sta n tá n ca c 


dv 

a(t) — — —6t - 12 
dt 

e a curva da acderagáo verstts tempo c a rcta na Fígura 5.8,4. Notc quc, ncsse cxcmplo* a 
aceleragáo tem unidades de m/s’, uma ve/ que tí está em metros por scgundo (m/s) e o tempo, 
ctii segundos (s). < 
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Se uít) - 0 ao longo do oro coíIo in- 
tervalo, o que fsso irrsplica quanto ao 
movimonto da partícula dorantc osse 
inicrvaEo? 


■ AUMENTANDO E DIMINUtNDO A VELOCIDADE 

Dizemos que uma partícula em movimenío retilíneo está aumentando a velocidade se a ve- 
loeidade esealar c crescente, e csut diminuindo a velocidade se a velocidade escalar 6 dceres- 
cenie. Em linguagem corrente, se um objcto está áumeníáiido á veloeidade ? di/émos queestá 
“acelerando” e + se estiver díminuiiido a velocidade, está +A desaeelerandr>'\ o que nos levaria 
a pensar qué uma parlícula cm niovtmento rélilínco estará aumentando a vclocidáde sc Sua 
aceleragáo l'or posídvae diminuindo a velocidade se sua acelera^ño tbr negativu, Embora isso 
seja verdadeiro para uma partíeula eni movimcnto no sentido positivo, ndo é váíido para uma 
partíeula em movimento no seniido negatívo. Isso c assim porque aceleragáo posítiva implí- 
ea velocidade crescente, e aumentar uma veloeidade negativa deeresee seu valor absoíuto; 
analogameníe, uma aceleraqao negaliva implica uma veloeidade deereseenle, e dimimiir uma 
velocidade negativa aumertta seu vaior absoluto. 

Essa discussao iníormal pode ser resumida como seguc (Excrcício 37); 


INTERPRETArÁO ]>0 SINAL I>A ACELERACÁO Uma partk ida em uwvimento retilmeo está 
aumentando stta veloádade qitando a velocidade e a ace.íeracao riverem o mesmo sinai , e 
dimbmmdo stta veíocidade quando tiverem sinais opostos. 


► Exemplo 4 Nos Exemplos 2 e 3, encontramos as curvas velocidade versus tempo e ace- 
leracáo versus tempo para uma partíeula com fuuqáo posiqáo .y(f) - 1 6 f * 2 Use essas eurvas 
para deferminar quandoa paníeula está aumentando ediminuíndosua velocidadc, e conñrme 
se seus rcsultados estáo eonsistentes com a curva da veloeidadc escalar versits tempo obtkla 
no Exemplo 2. 

Soluqáo No intervalo cie tempo 0 < t < 2, a veloeidade e a aeeleraqáo sáo negativas; logo, 
a partícula cstá aumentando a veJoeidade. Isso está de acordo com a curva da velocidadc 
esealar versus tempo, pois nessc intcrvalo a velocidade cscalar 6 creseente. No tntcrvaío 

2 < t < 4, a velocídade <5 ncgativa c a accleraqáo 6 positiva; assiin, a partícula csiá dimU 
nuindo a vclocidadc. Isso tambcm cstá de acordo com a curva velocidadc escalar versits 
lcmpo, pois ncsse íntervalo a velocidade escalar é decrescente. Por íim, no imervalo t > 4, 
a velocidade c a aceleragño sao posítivas, dcsse modo a partícula cstá aumentando a velo- 
cidade, o que úe novo esiá de aeordo com a curva velocidade escalar versus tempo. < 


■ ANALISANDO A CURVA POSigÁO VEHSt/STEMPO 

A curva posiqáo verstts tempo contém Lodas as informa^oes signilicativas sotire a posiqáo e a 
velocidadc dc uma partícula em movimento rctilíneo. 

* Sc s(t) > () T a partícula cstá no 3ado positivo do cixo ,v. 

* Se sít) < 0, a paiifcula está no lado negaüvo do eixo s, 

* Á inclinaqáo da reia tangcnrc cni quaiquer instantedo tempo é a veíocidade instantá- 
nca naquelc instante. 

* Quando a curvu tivev inclinagáo posiüva, a veiocidade é positíva e a pártícula se move 
na dircgáo positiva. 

* Quando a curva tiver inclinaqáo negativa, a vclocidadc c ncgativa c a parlícuia se 
move na díreyáo ncgativa. 

* Quando a curva tívcr incliiiaqao nula, a vclocídade é zero c a partícula cslá momenta- 
ncamcntc parada. 

ínfümna^oes sobrc a acclera^ao dc tmia partícula cm movímento rctílínco tambcm 
podcm scr deduzidas da curva posi^ao versus icmpo, cxaininando sua concavídadc. Por 
exemplo, sabemos quc a curva posiqao verstts tempo será ebncava para cima nos imerva- 
los ondc s ft (t) > ü e para baíxo onde s <f (t) < 0. Mas, a partir de (4), sabemos que s Jf (t) 6 a 
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aceieragao instuntánea; logo t nos iniervalos onde u cun u posigao versus tempo forcdncava 
para cinia, a partfcula tcrá acclcragao posiliva, c ondc for concava para haixo, a acclcracáo 
serd negativa* 

A Tabola 5.8 .1 rcsume nossas íihscrvagocs sohre a curva posigao rcr.vw.v tempo. 


Tabela 5.8.1 


curva i'OsrcAo caractlrísticas im ccímportamento oa imrtIcula 

VFJtSVS ThMJ'O CURVA EM / = t $ NO [NSTANTE f = f 0 


4 

1 s * > 0 * Partícula no lado positivo da origem 

* Curva com indinagáo * Pailículá moven.do.-se no sentido positivo 

/ , positiva * Velpcidade dccresccntc 

--i. + Gurva cfincava * Partfcula diminuindo a vdoddade 

f[ > para baixo 

J 

k * -v(7 (( ) > 0 - Particula no lado positivo da origem 

* Curva com inclinagao • Pártfcula movendo-se no sentido negativo 

\ negativa . Vdocidadc decrescentc 

> * Curva cftncava * Partfcula uumentando a volociüade 

pai'a baixo 

j 

i a * s(t 0 ) < 0 * Partícula no lado negativo da origem 

. ¡ t * Curva com Íncünagáo * Partícuta movendo-se no sentido negátivo 

— -► uegativa + Veíoctdade cresceme 

* Curva concava * Partículadiminuindo veíocidade 

para cirna 

J 

t j * sl7 ( j >o * Partícula no iado positivo da origcm 

/ \ + Curva com iticiinagáo # Párticula momcmaneamente parada 

f | \ Wtp ■ Vdoddade decrcsccnte 

-i. * Curva concava 

para baixo 


► Exemplq 5 Use a cujva posigáo vers aste mpo da Figura 5.8.2 para determinar c¡uando a 
partícula do Excmplo I esiá aumemando e quando está diminuindo a vdoctdadc. 


Solugao De t ~ 0 a t “ 2, a acelcragáo e a veloeidade sáo posítivas; logo. a partfcuia está 
aumentando a vdocidade. De r = 2 a r = 4, a aceieragfio e negativa e a veloeidade, posiltva; 
logo. a pailícula está diiutnuindo a veioeidade. Etn t = 4, a velocidade é zero; logo. a partícula 
parou momentaneamente. De f -4 a ¡ = 6, a aeeleragáo é negatíva e a velocidade também; 
logo, a parífeula está aumentando □ velocidade. De t = 6 a t = 7, a aceleragáo é positiva e a 
vclocidadc é negativa; logo, a partícula cstá diminuindo a vclocídadc. Dai por diantc» a vclo- 
cídade c zcro c t ussim T a partfcula purou. < 


► Exemplo 6 Suponha que s(t) - 2t' — 2lr + 60f + 3 seja a lungfio posigáo de uina pariícu- 
la movcndo-se ao longo do eixo s. Analise o movimento da partícula para t > 0. 

Solu^áo As í ungoes veloddade c aceleragáo sáo dadas por 

V(f) = í'(f) - 6f 2 - 42t + 60 = 6(f - 2)(f - 5) 
íí(í) = u'(t) = 12/ - 42 = 12 (/ - |) 
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* Diregao do movmemo: A unáiise de .$in m da í unguo vdocidade na Fignra 5,8,5 mos- 
tra quc a partícula csíd sc niovcndo no scntidn positivo ao longo do intcrvalo dc tempo 
0 < r < 2, pára momentaiieamente no ínstantc t = 2, move-se no senlido negativo ao 
longo do intcrvalo de tempo 2 < / < 5, pára momcntaneamcntc rto inslanic í = 5 c s daf 
cin diante, segue no sentido positivo. 


0 2 

i i 


? 


++++++ ++0 — 

Senüdo 

posiílvo 

Mgura 5.8,5 

Sentrdo 

uegativo 

— 0 + + + + + + + + 

Sentido 

positívo 

Smai de v(t) - ■6(r — 2 )(s- 5} 

Sentido do movimento 


* Variagáo na veíocidade escalar. A Figura 5.8.6 mostra uma eomparagao dos sinais 
das fungoes vclocidade c acclcragao. Como a panícuJa cstá aumcntando a vcloci- 
dadc quando os sinais sáo iguaís e diminuindo quando sáo opostos, vemos que a 
partícuia c.sut dimínuindo a velocidade no tntervalo dc tcmpo 0 < f < 2 c cntáo pára 
momenLaneamente no instante t - 2, Em seguida, ela acelera ao longo do intervalo 
de tcnipo 2 < / < A aceleragao instantánea no ínsíante r = 1 c /:cro n dc modo que 

ju ' Ar 

a partícuía náo CStá nem aumenlando ncm dimjnuindo a velocidüde. Ao longo do 
íntervalo de ternpo 1 < t < 5, a partíeula está díminuindo a velocidade e entáo pára 
momeiuaneamcnte rro instante f = 5, Daf em diante, aumenta a velocidade. 


I 

0 2 2 5 ( 

j_ j _i_i_*. 

+ + ■+ + + + + + 0 -■-—*-- 0 + + + + + + + + Sinal d? t ? ( t} — 6 (f — 2 )(í — 5 ) 

-— 0 + + + ++ + + + + + + + + Sinaíde a(t) — 12(7 - 

0 2 2 5 t 

J_I_L_I_v 

DiminujniJü Aumentando Dlminuindo Aumentando Mudanía navelotídade 
3 velocidade a veloddade avelocfdade avelocídade 


Ftgum 5.8.<i 


* Conclusdes: O díagrama na Figura 5.8.7 rcsume esqueinatieamente a infonnagáo 
acima. A linha marcada abaixo da figura e apenas dcscritiva, com o verdadeiro tra- 
jeto ocorrendo no eixo coordenado, para lá e para cá. As coordenadas <la partícula 
nos instantes / = 0, t = 2 t r= \ e / = 5 foram ealculadas a panir de s{t)> Os segmentos 
cinzas indieam quc a partfcuía esíá aumcntando a veloeidade c os a/uis indicani que 
csíá dimijiuindo. < 


t - 0 *- — 

i i 

0 3 

Figura 5.8,7 





t = 2 


55 


x 


EXERCÍCfOS DE COMPREENSÁO 5.8 (Verpágina 344para respostas) 


1. As fun^oes veJocidadc i-tf) e posi^áo s(t} de uma pam'cula em 

movi nrento retilínco estáo relacionadas pela equa^áo,_e 

as funqoes aceleragáo a(t) e veloeidade n(0' estño letacíoinidús 
pe!a cqua^áo_, 


2. Suponha que uma paitfcula se mova ao longo do eixo í com 
fun^áo posi^áo s(t) = lt - 2f\ No instante t = 3, a posi<;áo da 
pailfeuta é . sua velt>eidade é . sua ve- 

locidade oscalar c_e sua acclcracao 6 _. 
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3. Uma partícula em irtovimento netilfneo está aumentando a veloci- 

dade sc os sinais de sua vcloctdade e acelera^ao sao_- 

e diniinuíndo a vdocidadé sc os sinais sao_. 


4, Stsponha que uma partícula se inova ao longo do eixo s com 
fun^ao posi^áo s(t) - t A - 24í ao longo do intcrvalo ¡ > ti A 
partícLila desaceJera no(s) intervalo(s) de tcmpo._ 


EXERCÍCIOS ^ Recurso GráfEco 


ENEOCANOO CONOEITOS 


1. AbaExo estao os gráfícos de trés funQOes posigáo. Em cada 
caso, determine o sinal da velocidade e o da acelera^áo e, 
emao, se a partícula está aumentando ou díminuíiido a velo* 
cidadc. 



Pigura Kx-I 



(h) 



2. Abaixo estáo os gráíicos de trés lun^oes velocidade, Fán 
cada caso, determine o sinal da aceleragao e, emáo, se a 
partfcula está autnentando ou diminuindo a velocidade. 



Figura Ex-2 



3* Abaixo, está o grálico dc uma l'un^ao posigáo de utna partf- 

cula movendo-se em um ci xo honzoníái x, 

(a) A partícula está se movendo para a esquerda ou para a 
díreita no instantc t ü l 

(b) A acelera^ao é positiva ou negatíva no ínstante 

(c) A partícul a c stá au ment an do ou di mi n u i nd o a veloc ida- 
dc no instantc í 0 ? 

(d) E no insíanle está aumontando ou diminuiudo a vdo- 
cidade? 



A .» 


Figura Fx-3 


4 , 


Para os gráfícos a seguío associe as fungíies posi^ao com as 
fungóes velocidade correspondentes. 








Figura Ex-4 

5* Esboce um grálico razoável de s versus t para um carnun- 
dongo fechado cm um corredor estreito (um eixo .v com o 
sentido positivo para a díreita) coirendo para frente e para 
tiás da seguinte íormaí corrc para a diicita com uma vclo- 
cidade constaníe de 1,2 rn/s por um tempo. cmáo graduat- 
mente diminui para 0.6 m/s, logo em seguida passa para 2,0 
m/s e, cntao. gradualmcntc vaí diminumdü até parar. mas 
imcdiatamcnte rcverto a dtrceáo c logo atingc 1,2 m/s, 

6, A figura abaixo mostra o gráfieo de s versits f para uma for- 
in iga movendo-se ao longo de uni cano estreko veuicúl (um 
eixo s com sentído posítivo para címa). 

(a) Quando, se c que oeorre, a formíga atinge a origem? 

(b) Quando, se é que ocoi re, a formiga está coin a veiod- 
dadc zero? 

(c) Quando, sc c que ocorrc, a fomiiga movc-sc para buixo? 



7, A figuni a seguir niostra o gráfico vclocidade versus tempo, 
para uma partícula movendo-se ao longo de um eixo co- 
ordenado. Fa^a um esboqo dos graíicos vcloc-idade escalar 
ver&us tempo c acdcracáo versus tcmpo. 
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8, A tigura abuixo niostru o gnifico posigáo ver.ms tcmpo pura 
uni elevadorquc sobc 40 m cntre um:i paruda c oulru, 

(a) Estimc ü vcíocidudc do clcvüdor m> mcio da subida. 

(b) Paqa u m csbog o dos grá ti c os das cu rvas vclocidadc ver- 
sus tempo e aceleragáo versus tempo. 



Tempof(s) Pigura Ex-S 


9* A f'igura abaíxo mostra o grállco velocidade versits tempo em 
um testc classiñcatório do uma con ída Grand Prix GTP Pon- 
tiac. Usando osso grañco T estime: 

(a) A aeeleragáo a 60 nrilhas por hora (em pcs por scgundo ao 
quadradojcmbmndo que ] mi¡has/h/s= 1,467 pcs/s"). 

(h) O instantc cm quc ocorrc a acdcmgüo máxi ma. 

Fonte: Dados da Carurul Dnrer Shigú-¡m. Íuly 2003. 



Tempo f (s) Figura Ex-9 

tfl, A íigtira ahaixo mosira o gráíico vclocidade versus tempo 
em um icsic classificaidrio dc uma corrida Chevrolet Malíbu. 
Usando esse gmlico, cstimc: 

(a) A accleraqáo a 60 milhas por hora (ein pés por segundo ao 
qnadrado, lembrando que 1 milhas/h/s= 1,467 pcs/s"). 

( b) O i n stan 1 e c m que ocorre a ace lcragáo máx i m a. 

Fonfe: Dados d:'t Carüml Driver Aíügazine, XoventhvrTOD.T 



TempD f(s) FÍKura Líx-10 


11-12 A Fungáo ¿(r) descreve a posigáo dc uma partfcula movcn- 
do-sc ao longo de imi cixo coordenado, onde s está cm meiros e i 
em segundos. 

(a) Faga uma tubela mostrando a posigao, u vcltxbdade e a acde- 
ragáo com duas casas decimaís nos instantes i - K 2, 3,4 e 5. 

(b) Etn cada um dos tempos dc (a), veritiqLie se a partícula 
está parada: sc náo cstiver, dctcrmme o sentido do movi- 
mento, 

(c) Em cada urn dos tempos de (a), verilique su a partícula 
cs(á aimiemando ou diminuindo a velocídade, ou ticnhum 
dos dois. 


-i -i / \ 

1L v(/) = sen — 
4 


12. i(f) = lV, i> 0 


13-18 A í'imcao í( 0 descreve a posigáo de uma paiifetiia moven- 
do-sc ao longo de tuu eíxo coordenado, onde s cstá cm metros e f 
em segimdos, 

(a) Encontre as Fungocs vclocitiadc e acelcragát). 

(b) Encomre no ínstame/ = la posigáo. a vclocidade, a velocí- 
dade cscalar e a aceícrugáo. 

(c) Em que insUinles u partícula esiá puradu? 

(d) Quando a paitfctiIa está auntentando ou diminuindo a velo- 
cidade? 

(e) Encontrc a distáneia total pcrcorrída pcla partfeula cmrc / = 
0 c / = 5. 


3.1. s(i) = r'-3r, í>0 

¡4. í(/) = , J -4r + 4. />0 


15- s( f ) = 9 — 9 cos(;n/3)* 




r 


/>0 


0 < I < fi 


17. j<f) = (r + 8)<T, r>0 

18. síj) = - r — :i(l + 0. r>0 

■ 19. Seja s(í) — t/(/ + 5) a fungáo posigáo de uma paiifcula moven- 
do-sc íio longo de um cixo coürdcnado, onde v está em metros 
e i cm segimdos. Usc um recurso gráñco eomputacíonal pnra 
gerur os gráhcos dc .s(0* u(t) c o(t) para t > 0 e use os gráficos 
onde for necessário u seguir, 

(ñ) Usc o grá I i co aprop ri ado para l a/er u m a cst i ¡ í tat i va d o i ns- 
tuntc cm que ocorre a primeira rcvcrsáo do semídodo mo- 
viinento da partíaila e, eníáo, encomre esse iimanie. 

(b) Enconlre a postgáo exata da pnmeiia reversáo do sentido 
do movimento da partfcula, 

(c) Use o grálico apropriado para Fazer estimativas dos ínter- 
vaios ondc a partícula está aumentando c diminuindo sua 
velocidade e depois cncontiie esses intervalos. 


f 20- Scja ,v(/) -i/e a fungfio posigáo de uma partícula movendo-sc 
ao longo de um eixo coordenado. onde s cstá em metros c t ern 
segundos. lisc mti recurso gráfico computacíonal para geraros 
gráficos de a( 0- c(t) e n(/) para / > 0 c use os gráficos onde íor 
uecessário a seguii. 
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(a) Use o gráfico üpropriado para fazer u tna esti maiiva do ins- 
taníe em que liá a primcira icvcrsao do scntido do movi- 
rnemo da pariícula e, én tao, cncontre essc tnstíinlc, 

(b) Eneontne a posigSo exaia da primeim i cversao do sentido 
do movimenio da pariícnla. 

(c) lisc o grálico apropriado para tázcr estimatívas dos itttcr- 
valos onde a pailíaila cstá anmentando e diminuindo sua 
veloeidade e, depois, eneontre exse.s inlervalos. 


21-28 E dada utm tungao posigño de mna partícuia movcttdo-so 
ao longo de um eixo coordenado. Use o método do Exemplo 6 
párá analisar o movimemo da partícula em t > 0 e faqa um esboco 
esquemático do movímento (como o da Figura 5.8.7). 


21* v = -4/ + 3 
23* s = f 5 _ 9/ ’ + 24r 


22* s = 5r - 20/ 

24* s = t" - 6i 2 + 9i + \ 



v= 16 te 




25 

26* s — t +- 

t -f- 2 


27* v- 


eos/, 

I, 


0 < r < 2jt 
t > 2w 


0 < r < 3 
t >3 

29. Seja.?(/) = 5/"- 22/ a fun^áo posi^áo de uma paitfeiila moven- 
do-se ao longo de um eixo coordenado* sendo s em metros e t 
cm seguudos. 

(a) Encontre a velociclade cscalar máxírna da pattícula no in- 
tervalo I < i < 3, 

(b) No intervalo dc (a). qaando a partícula cstá mais longe da 
origcm? Qiuil 6 sua posi^áo ncssc insiamc? 

■n 

30* Seja s = H)0/(r + 12) a ñm^áo posigao dc uma partfcula quc 
sc niove ao tongo de uma reta coordcnada. onde s está em me- 
tros e t em segundos, Encontre a veíocidade escalar máxima da 
paitfcula para / > 0 e o sentido do movimento dela quando está 
com velocidade escalar máxima. 


28* j = 


2 /(/ — 2 ) 2 , 

13 - 7(/ — 4) 3 , 


j* 

31-32 E dada uma fnnqáo posiqáo dc utna partícula que se movc 
ao longo dc uma rela coordcnada. (a) Estime s e v quando ü = 0. 
(b) Estime s e a quando v = 0. 


31. í = 1/1(3/* - 12/ + 13) 32. í = /' - 6 r + I 

33. Scjii * = v/2f- + 1 a fuii;ao posicáu de uma pariícula inoven- 
do-se ao longo de um eixo coordenado* 

(a) Use um lecurso gráfico compmaciona] para gerar o gráfico 
de v versits i e faga uma conjectura sobre a velocidade da 
partfcula quando i — 

(b) Veriíiquc sua conjeciura obtcndo |ím u(f). 

/ —+ +X 

34* (a) Use a regra da cadcta para mostrar que. para uma partícula 
ein movimento retilfneo, a = vidv/ds). 

(b) Seja .v = y/3t + 7, / > 0. Encotitrc uina fbnnula para v em 
ternios de s e use a equagáo de (a) para determtnar a aeele- 
racáo quando s = 5. 

35. Suponha que as funqdes postqáo de duas partfculas P } e P» mo- 
vcndo-sc ao longodc uma mesma rcta, scjam 

Si = ^t~ “ / + 3 c ¿¡2 = — 4* / H“ 1 

respectivamente, para t > 0. 

(a) Prove que P. e P , náo colídem. 

(b) Qnal é a menor distáncia entre c /ü? 

(c) Dtirantc quais imervaios dc ternpo clas sc movem em scn- 
tidos opostos? 

36. Sejam $ A = 15r + 10/ + 20 e = 5f 5 + 40f* t > 0* as funqoes po- 

dos carros A e íí movendo-se ao longo de laixas paralelas 
retas dc uma cstrada. 

(a) Qtiao adiantado cstá o carro A em relagáo ao cano B quati- 
do i = 0? 

(b) Em que instantes os dois carras estáo alinhados? 

(c) Em que ínstaiHes os carras tem a mesma vetocidade e qual 
é o carro quc cstá na frcntc ncssc momcmo? 

37. Prove i \ ue ti ma pan íci i la a u menta stia vel oc i d ade se a veloci da- 
de e a aceleniqáo tiverem o mesmo sinal e dimimii no caso de 
sinais contrdrios, [Sugestáo: Seja r(í) = [i;(/)| t e encontre r'it) 
usando a regra da cadcía. \ 


*/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 5.8 


1, v (/) = s'0); <i(t) - u'(/) 2. 3; -5: 5; -4 3. iguais; opostos 4. 2<t <2^/5 


EXERCÍCIOS DE REVISÁO DO CAPÍTULO 0 Rectirso Gráfíco 


t, (a) Se x | < , q ue re í agáo deve ex i sl i r en t re / ix ,) e f(x ; ) para / ser 2. 

crescente em um imervalo contendo x { e x 2 ? E decrescente? E 
constante? 

(b) Qtial condí^áo sobre /' garantc quc / scja crcsccntc em tim 
intervalo [íl 6|? E decresecnte? E constanlc? 


®CAS 


(a) Qual condi^ao sobre /' garante quc, em um tnlervalo aber- 
to, / seja; concava para cima, cdncava para baixo? 

(b) Qual condigáo sobrc f tf garante quc, cm um iiuervato 


aberto, / scja: cóncava para cima, concava pam baíxo? 


(c) I)escrcva o que é u m ponlo dc i n llexáo dc /. 
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3-10 Enconíre; (a) os intervalos ondc/c crescente, (b) os interva- 
los onde/é decresceme, (c) os iniervalos abeilos onde/ é cñrtcava 
para dma, (d) os intervalos al>ertüs onde/ é cóncava para baixo c 
(e) as coordenadas .v de todos os pontos dc intlcxáo. 


3. /(.v) = - 5-V + 6 


7. /í,v) = .v l/J (.v+4) 
9. /(.v) = t /e' ! 


4. /(.¥) =jt 4 -&r+ 16 

6. /(-¥) = ví+2 

8. /(.¥) = x m - X 1/3 

10. /(.¥) = arc tg .v 3 


11-14 A nal i se a fung Tio tri gonom éi rí ca fno i ntervato especí fic ad o. 
enunciando onde fé crescente, decrescente, concava para cima c 
concava para baíxo e dando as coordenadas v de toclos os pontos 
de ínflexáo. Coníirme se seus nesnltados sáo consístemes com o 
gixífico de / gerado por um rccurso gmfíco. 


01E/(a;) = cos,v; [0,2jr] 
012,/(je) = tgjc;{-^/2, jr/2) 
13* f(x.) =; sen a cos x; [0, jt] 


314. f(x) — cos - 2 scn .v; [0, 2.7/] 


íS. Em cadü partc. csboce umu curva coniínua v = f(x) com as pro- 
priedadcs indicadas: 

(a) /(2) = 4. f(2) = I, f f (x) < 0 para x < 2. 
f\x) > 0 para x > 2 

(b) f(2) - 4, f'Xx) > 0 paia x<2 t f ,f (x) < 0 para x > 2. 

lim f(x) — +w» lim f(x) = +oc 

x —> 2~ ,i“>2 + ' 

(c) /(2) = 4, f\x) < 0 paia x 5* 2, lim f(x) = 1, 

lim f{x) = -1 ^ 

.r->2+ 


16. Em (a) a (d), C dado o grafíco completo de um poimfiEnio com 
grau no máxímo 6. Encontre equagocs para polinSmios quc 
produzám gráficos com esses aspcctose vcrifíque suas rcspos- 
tas com um recurso gráfico computacionaL 



17* Encontrc coEidigocs em ü. bcc que garantam quc o pofínomio 
quadrático gcial 

f(x) = üx 2 + bx + c {a / 0) 
seja scmpre cresccmc ou sempre dccrescentc cm [0. +oo). 


18, Encontre condi^oes em a r h* c e d que garanutm que o polím> 
mio cúbico gcrai 

f(x) = £¿.\ + bx 2 + cx + d (a f 0) 

seja scmprc crescentc ou sempre dccrescentc em (—oo, +oo). 
h t 1 )* Use um recurso gráfico para estimar o valor de x no qual 

f{x) “ i /¿, + T 
está crescendo mais nipidamente, 

20. Prove que, para quaísquer constantes a e k, o gráfico de 

í + a x + k 


tcm um ponto dc inflcxao cin 

2L (a) Ondc no gráfico de y = /(jr) devemos esperar quc v esteja 
crescendo í>u decrcscendo mais rapidamenie cm rela^áo 
a a? 

(b) Em palavras, o que é um extremo relativo? 

(c) Enuncíe um procedimento para determínar onde podem 
ocorrer os extremos rclativos de/ 

22. Determine se a atirma^ao é verdadeira ou l’alsa, Se for lálsa. de 

um exetnplo para o qual ela i’alha, 

(a) Se/tem um máximo relativo etn a;,* eTUao/u) é o maior 
valor que f(x) podc tcr. 

(b) Sc o maior valor para/ no intervalo (a. h) ocorre cm ,r () . 
entáo/tem um máximo rdativo em .v„. 

(c) Uma fungflO tem um extremo ralativo em cada um de seus 
pontos crúieos. 


23. (a) l)e acordo com o Lcste da dcrivada primeira* quflis condi- 
qoesgarantem que/ tem utn máximo relativoem a C i ? E itm 
mínimo nelaüvo? 

(b) De acordo com o teste da derivada segunda. quais condi- 
qoes garantem que /tem um máxtmo relativo em a-,, 7 E um 
míninio relativo? 


24-26 Localize os ponlos crilieos c íderililique quais dclcs corres- 
pondem a pontos estacionários. 


24. (a) f(x) = 
(b) f(x) = 

25. (a) f(x) = 


,¥ + Iv 3 - 9x + ] 
¥ j - 6.1- - 3 
X 


x 2 4 - 2 




x 2 - 3 
X 2 + I 


26. (a) /(.¥) =a j, V-4) 


(b) /(.v ) = x™ - 6x° 


27. Em cada parte, cncontrc Lodos os pontos crftícos c usc o icstc 
da dcrivada primcira para classificá-Ios cni máximos ou míni- 
mos relativos, ou nenhum dos dois. 


(a) /(,¥) =,x'%x-7f 

(b) /( x) — 2 sen a - cos 2v. 0 < v < 2 jt 

(c) /(.r) = 3.¥-U--lf' 
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28. Eni cada parte, enconire todos os pontos críticos e nse o teste 
da dcrivada scgunda (quando poasfvel) para classíñcá-los cm 
niüximos ou mínimos rclativos, ou cm ncnhum dos dois. 

(a) = 1/2 + 

(b) m^r + %/x 

(c) f(x) = serr x - cos x, 0 < x < 2i r 

23-36 Fa^a um gráfico complcto de/. indiquc os limites quando 
x —> ±oo c localizc toilos os cxtrcmos rclativos* os pontos dc infie- 
x5oc as assfntotas (quando apropriado). 


29, fix) = a -J - 3.V 1 + 3x" + 1 

30, /(.r) = a- 5 - 4/ + 4í'’ 

31, f(x) - tg(.v 2 + 3) 


32. /{jr) = 

33. /W = 

35 + f(x) = 


x - eos x 

JC" 



+ 2x + 5 

.r. x < 0 


—JT 5 , JC > Ü 


36 + /<x) = (1 + xf í (3-x) ,/í 


34. /(x) — 


25 - y.v 2 


37-44 Use qualqticr mélodo para encontrar os extremos reíativos 
da fun^áo/dada. 


37 + /{x)-v- + 5*-2 


38. f(x) = j/ - 2* 2 + 7 


39. /W 
41. /W 
43. /W 


= A' 




„2 


.V 2 + I 

ln(I + .f) 


4tí + /(x) = 2v + x 

42 + ,f(x) = ~ r 

jc + 2 

44. /(x) = ¿V 




45-46 Usando mn reeurso gráílco compníacionaL aspcetos impor- 
tamcs dc mn gráíicopodcm sc pcrdcrse a jancla escolhida mlo for 
apropriada, Isso cstá ilustrado nos Exercícios 45 c 46. 


K 45. (a) Gene o gráiico de/x) = \x : ' - ¿f.v no intervalo 1-5, 5] 
e laga uma conjectura sobre a naturc/.a c a locali/agño dc 
todos os pontos crfticos. 

(!>) Encontro a localiza^ao cxata dc todos os pontos críticos 
e dassiliqtie-os como máximos ou lufiumos relatívos. ou 
ncnhum dos dois. 


(c) Confirnie os resukados de (b) fazendo o gráftco de / em 
um intcrvalo apropriado. 


46. (a) Gerc o gráfieo dc 


f(x) = lx s - If 


5' 


8 ' 


+ f x 3 + l,x 2 — 6x 


no intervalo ¡-5, 5| e la^a uma eonjeaum sobre a localiza- 
gáo e a nature/a dc lodos os pontos crñiccs. 

(b) Enconiro a localí/a^áo cxata de todos os pontos cntíeos 
e classilique-os como máximos ou mfnimos relativos. ou 
nenhum dos dois, 

(c) Confirme os nesnHados de (b) fa/endo gráficos de paries de 
/ em intervalos apropriados. [Nom: Máo é possfvel eneon- 
trar utna tlnica janela na qual sejam diferencíados todos os 
pontoscrítícos.j 


[5 47. (a) Use itm recurso gráfico computacional para gerar os gráti- 
cos de y = x e v = ix' - 8)/(.v' + I) jtmtos no íntcrvalo | -5.5] 
e fa^a urna conjcctura sohrc a relacao entre eles. 

(b) Confii me sua conjcctura em (a). 

48. Usc difercnciacáo implíeita paia mostrarquc a fun^áo dclmida 
implicitamcñte por sén x + cos v = 2v íem pontos cndcos, scni- 
l>re que cosx = 0. Use, entáo, o teste da derívada prtmeira ou sc- 
gunda para classiíicá-loscomo máximos ou mínimos relativos. 

49. Seja 

,. . = 2 a j + - I it + 7 

J ' (2x - ¡ )(3.v 5 + .v - I ) 


Fapa o gráfico de y = f(x) c encontre as equa^ñes de todas as 
assmtotas horizontais c verticais. Explique por quc nao há as- 
sfntota vertical em x = I. mesmo quc o denontinador de / tenha 
tim /ero nesse ponlo. 


050. Scja 


f(x) = 


.v 3 - ,v 4 - 3.V 1 + 2.v + 4 
- 2,t 6 - 3.v 5 + 6.v J + 4.v - 8 


(a) Use um CA $ para fatora r o n i Lmerado r e o denotn i nador de 
f c use os resuUados para determinar lí locali/agáo de lodas 
as assfiuotas > r erLicais, 

(b) Confirme que sua resposta está de acordo com o gráfico 
de /. 


51. (a) Que dcsigualdadc f(x) precisa satisfazer para que / tertha 
um máximo absoluto em um intervalo / em um ponto x (1 ? 

(b) Que desigualdade f(x) precisa satisfa/er para que f tcnha 
um mfnimo absolulo cm um iiuervato / em um ponto x.,? 

(e) QttaJ é a difc re nga entre uin ext remo ah soJ uto e um re lativo? 


52. De acordo com o Teorema do Valor Extremo, quais condi^ues 
sobre uma fungao / e um ímcrvalo / garantem qnc / irá tcr um 
máximo c um mínimo absolutos cm /? 


53. Em cada partc, determine sc a afirmariva é vertiadei ra oti falsa c 
jusLÍfiquc sua resposta. 


(a) Se / for dífercnciável no intcrvato aberio la. b) c tíver aí 
um extrcmo absolufo, entao este deve oconerem um ponto 
estacÉonáno de /. 


(b) Se / foi contfnua no intervalo aberto (a> h) e [iver aí um 
extremo ¿íbsoltuo, cntáo exte deve ocorrer eui itm ponto es- 
tacionário de /. 


54-56 Em eada paite. enconlre o mfnimo absoluio m e o máximo 
absolmo M dc / no intorvaío dado (se existireni) e indique onde 
ocorrem os extremos absolutos. 


54. (á) f(x)~ l/x; [-2,-1] 

(b) fiK)=x y -/: [-1,2] 

(e) f(x) - x - tg x; [-t/4 + t/4J 

(d) /£x) = - |x'-Zí!;|1 t 3J 

55. (a) f(x) - x 2 - 3a - 1: (-■rx,+ +oí>) 
(b) f(x) = x' - 3x - 2: (-rx,. +^xi) 

(e) f(x) = e 7x : ; (0. +oo) 

(d) f(x)=x x \ (0,+oc) 
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56. (a) f(x) - 2x- 5.r J + 7: (-1,3) 

(h) /M = (3 - x)/{2 - .v); (0, 2) 

(c) /Cv) = 2xK/+ 3); (0.2] 

(d) /(*■)=^ (jí - 2)'°; (0,3] 

57* Em cada parte, nse um recurso gráfíco para esthnar os valo- 
re.s máximo e mínimo absolutos clc /, se houven no iutervalo 
d;ulo* c emáo use os métodos do Cáleulo para cncontrar os 
valores exato.s. 

(a) f(x) = (x z - í) 3 ; (-^,+oü) 

(b) /(4 = e/(.t 2 +i);[a +oo) 

(c) /(.v) - 2 sec.v - tg x; [0* tt/4] 

(d) /Cv) = .v/2 + Iti(a" + I); 1-4, 0] 

58* Prove Cjtie .v £ arc sen para cada x em ]0, 11. 

[c]59* Scja 


(a) Gere o grálico dc y = fix) e use-o para t’azer esti mati vas das 
eoordenadas dosextremos absolutos. 

(b) Use um CAS para resolver a equagüo f\x) = 0 e, entáo, 
pai á fazer aproximagoes mais prccísas das coordenadas 
de (a)* 


60* A janela dc uma igneja consiste cm uma sec^Tiu semicircular 
no topo de um rctángulo. conforme ntostra a Figura Hx-60. O 
vidro a/.ul dcixa passar mciade da lu/ por unidadc dc ílrea. En- 
contre o raio r da janela que admite maior luz se o perímetro de 
Loda ajanela for de P meiros- 



Encontrc as dimcnsdes do retangulo com área máxima quc 
podc scr Ínsciito na clipsc (.v/4)‘ + (v/3/ - ] (Figura Ex-61). 



Figura Ex-60 



[c]62* Conforine mostra a ligura a seguÍE'. suponha que um barco cn- 
tre crn iun rio no ponto í í, 0) c mantcnha sua dircgáo voltada 
para a origcm, Como resultado da forte concntc, cle segue a 
liajeióna 


x mn - 1 



onde x e y cstáo em quíldmelros. 

(a) Fa^ a o grá tico da iraj e Lórí a seg li i da pe I o barco, 

(b) O barco podc atingír a oiigem? Se náo, discuta seu desiino 
e dcscLtbra quáo próxímo estará deia. 


x 



Figura Ex-62 


63. llrna folha de papeláo quadrada com 120 cm de lado é usada 
para fazer uma caixa sem tampa cortando quadrados de tama- 
nho iguaí dos quatro cantos c dobratido para címa os lados. 
Qual o tamanbo dos quadrados quc devem scr cortados fora 
para se obier umacaixade tnaior volume possívd? 

64* Fa^a uma llgura apropriada c desci eva a ideia básica do Méto- 
do de Newtom sein usar fónnulas, 

65. Use o M étodo do Newton para aprox i rn ar todas as t rés sol u£oe s 
<3e X - 4a' + 1 - 0. 


66. Usc 0 Mctüdo de Newton para aproximar a menor soiu^áo po- 
sítiva de scn x + cos x — 0. 


i67. Use uin rccurso gráfico para dcterminar o niimero dc ve/cs qiie 
a curva y = x* íntcrsecia a curva y = (jt/2) - 1. Entáo apiiquc o 
Mctodo dc Ncwton para apToximar as coordcnadas x dc todas 
as intersec^oes. 

68* Ue acordo eom a Leí de Kepkr, os planetas no ímsso sistcma 
soiar movern-se em órbitas elípiicas em tomo do SoJ, Se a po- 
sicáo do planeta mais próximo do Sol oconer no instante t = 0. 
entáo a distancia r do centro do planeta até o centro do sol ecn 
um ínstantc i postcrior pode ser deicrminada pda cqua^áo 

r — ü (Í — e cos 


ondc a é a dtsiánda inedia emre os centi os* e é uma constanle 
pósiiiva que mede o achatamenlo da órbita elfptica e $ é a solu- 
dáó dá equaeao de Kepler 


2 irt 

~T 


= <¡f — e scn fy 


na qual Tú o tempo icvado parEi uma órbini compicta do piancta, 
Estimc a distáncia üej Tctra ao Sol quando i - 90 dias. [Pmnciro, 
actic da equagáo dc Kcpicr e, entao, use cssc vaior para encon- 
Irar a dístáncía. Usc a - 150 x 1 (f* km, e = 0,0167 c T = 365 dias.] 

69* Usando as fórmulas do Exercícío 68. encontre a distáncia dc 

■ft 

Martc ao Sol quando ; = 1 ano, Para Marte* use a = 228 x 10 
km,e = 0*0934 c T= 1,88 ano. 


7(1 Suponha que / seja contínua uo inlervalo fechado [íi* /j| e di- 
ferenciável no intervalo aberto (a, b); além disso, suponha que 
/(/;) = f(b). É Iblso ou vcrdadcíro quc / tlcvc ter pclo mcnos um 
pontoostacíonário cm (a, b)1 Justihquc sua rcsposta. 

71* Em cada parte, dctermine se todas as hípúleses do Tcorema dc 
Rolle esláo verillcadas no imeiv r alo indicado. Caso náoesiiverem, 
indíque qual ú a hipótese que está lalbando; $e estivei eny encon- 
(]t‘ todos os válores de c garanLidos na conclusáo do teorema. 
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(a) /(a) = ^4 - a- 2 cm (-2 r 2] 
(h) /(.»■) = ] em |-1. I) 

(<■■) f(x) = sen(.r) em [0. 


72. Eni cada píinc, dctermine se tí>das as hipdteses do Teorema do 
Valor Médiü üstíio sutisfeiias no intervalo dado. Se nao* íodit|ue 
quais hipóteses estao falhatido: se sim, encomre todos os valo- 
ros dc c garantidos na conclusao do tcorcma. 

(a) /(a) = U--l]cmr-2,2| 


(hi f(x) = --1- em [2,3] 


v - 1 


(cj m = ■ 


3 — x 2 se x < 1 


2/x 

73* Usc o tato do que 

d 


se x > 1 


em |0, 2] 


d.x 


U’ 0 — 2x“ + x) = 6.v 5 “ 4v + I 


para mosirar que a cquagao 6.v s -4x + I =0 tcm pclo mcnos 
uma solueao no intervalo (0, 1). 

74* Scja g(.v) = X ~ 4.v + 6. Enconlre fix), tal que f\x) = g' r (,v) e 


75* (a) Um objeto em movimento retilfneo pode reverter sua sítua- 
qáo se a acelerag&o for constante? Justifique sna resposta 
usandouma curva vdocidade vcrsus tempo, 

(b) Um objeto orn movimerno rctilfnco pode tcr vdocidadc 
escalar crescente e acelera^So decrescente? Jusiifique sua 
rcsposta usando uina curva veloctdade versits tcmpo. 

•'••••• 76* Suponha que a fuu^áo de posiqño dc uma partfcula em niovinien- 

to retilínco seja dada pcla íormula s(t) - t/(2r + 8) para / > 0. 

C. a) U sc u m recu rso gráfico c om putac i on a l para gerar as curvas 
posi^áo* vckx;idadee acelera^ao verm? tempo. 

(h) Use um gráfico apropriado para fa/er uma cslimativa dt> 
instumo em que a paitícula rcveitc sua díre^áo c entáo en- 
conlre éssé tempo. 


C c) Enc ont rc a posi gáo t a vel ocid ad e e a ace I eragáo n o i nstante 
cm quc a partícuia rcvcrtc sua dirc^áo. 

(d) Use um gráfico apropriado para lazcr uma cstimativa dos 
intervalos de tempc nos quais a partfcuia cstá aumentando 
e dos intervalos do tempo nos quais está diminuindo sua 
veloeidade c os eneontre com exaiídáo, 

(e) Quan d o a parl fc u I a te m s u a s vc 1 oc i d ades ináx i ina e m í - 
nima? 


[y 77, Suponha que a fun^ao positjáo de uma partícula em movimento 
rctihneo scja dada pda fórmula 

t 2 + í 

s(/) = _ ,>o 


(a) 

fb) 


Use urn CAS para cncontrar fónnulas simpiificadas para a 
vdocidade u(0 e para a aceleragáo a(t). 

Faca os grálicos das curvas posicao. vdocidade c acdera- 
gao vermts tempo. 


(c) Use o grállco apropriado para fa/.er uma estimativa do ins- 
tante em que a partícula está irtais íonge da origem e sua 
distáneia atc a orígein ncssc instantc. 


(d) Use o grártco aprüpriado para fazer uma estimativa do ín- 
tervalo dc tcmpo durante o qual a partícula sc move na di- 
rccáo posilivíu 


(c) Use o gráíico apropriado para fazer estímativas dos ínicr- 
valos de tempo durante os quais a pariícuia esEá aumen- 
tando suíi velocidadc e dos ímervalos de tempo durante os 
quaís cstá dimintiindo, 

(f) Use o gráfico apropriado para fazer uma estimatíva da 
velocidadc ináxima da partícuia c do Ínstantc em quc ela 
ocorre. 


n. 


É faJso ou vcrdadciro quc uma partfcuia cm movimento reti- 
línco cstá aumcntando sua vclocídadc quando sua vciocidadc 
cstiver aumentando, c diminuindo a vdocídadc quando a veio- 
cidade esiiver dimimiindo? Jusüfique sua resposta. 



Expandindo o Horizonte do Cálculo 


Kabum, o Homcm-Bala, será dísparado de um canháo e cspera eair em uma pequena 
rede no cxtrcnro oposto da arcna do circo. Scu trahalho como empresáno dc Kabum é 
fazcr os cálculos matemáticos que llic pcnmítiráo desempenhar scu dcsalio mortal com 
scguranqa. Os mctudos quc vocc irá usar pertcncem ao campo da balfstica. Para apren- 
dcr mais sobrc balísttca, e aplicar o que Ibi aprendido ncstc capítulo, visite 
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INTEGRACÁO 


Dai-me um pomo <k apoio 
que eu múverei o imtruiú. 

—Arquimedes 
Cientista grego da Aníigüida- 
de e Maíemáf ico 


este capítulo come^aremos com uma vísao geral do problema deencontrar áreas: 
discutíremos o significatio do termo “área 'e delinearemos duas abordagens para 
definir e caícular áreas. Em seguida. anafisaremos o Teorema Fundamental do 
CálculOj que é o teorerna que relaciona os problemas de encontrar retas tangentes e áreas f 
e discutiremos técnicas de calcuiar áreas. Por fim* utilizaremos as ídéias desenvclvidas 
neste capitulo para continuar nosso estudo dc movimento retiiineo, eicaminar algumas 
conseqüéncias da regra da cadeia no Cáículo Integra! e reanalisar o conceito da fun$áo 
togarrtmo natural. 


Foto; Sefor conhecida a velocidade de um carro de carnda durante um certa intervalo de íempa t eníao é possivel en- 
eontrar a distáncia percorrida nesse intervalo de tempo usando as técnicas que serüo estudadas neste capüuto* 

6.1 UMA VISÁO GERAL DO PROBLEMA DE ÁREA 

Nesta se^ao introdutória considemremos o probíema de cakular áreas de regides pkmas 
com contomos cunHíneos. Todos os residtados éesta segdo serao reexaminados com mais 
detcühes em se^oes posteñores deste capíhdo; portanto, nosso ohjetivo úqui é tao-somente 
ii itroduz.tr os con ceitos fiitidametxta is. 


M O PROBLEMA DA ÁREA 


MiiíLis civili/íigoüs primílivas conheciam as fórmukts para a área de polígonos como qua- 
drados, retüngulos, tríánguíos e trapézios. Contudo, os matcmáticos primitivos sc dcparavam 
com muitas dificuldades para eirconlrar fórmulas para a área de regioescom contornoscurvi- 
líneos, das quais ocírculo é oexemplo mais simplcs. 

O primeiro progresso reai no irato com o problema geral da área foí oblido pelo 
matcmático gregoArquimedes, que obteve áreas dc regioes delimitadas por arcosde cfrculos, 
parábolas, espirais e vários outros lipos de curvas t usando uin proccdimento genial maís tarde 
denominado método de exaustao. Esse inétodo, quando apiicado ao cfrculo, consiste na in- 
scrigao de uma sucessáo de polígonos regularcs no círculo» perniLlindo que o numero de lados 
dos polígonos cresca indefinidamente (Fígura 6. 1,1). Á medida que cresce o mlmero de lados, 


os polígonos fendcm a “exaurir” a regiuo clo círcuio e suas áreas se apmximam cada vez inaís 

da área exata do círeulo, 
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Paru ver coino isso funcíona nunierieamente t denote por A(n) u area cle um poiígono 
regular de n lacios inscrito em um circulo de raío I, A Tabela 6.3 .1 mostra os valorcs de A(u) 
para várias eseolhas de n> Observe que t para valores grandes de n, como é de esperar, a área 


] ; ¡Hiirn 6,1,1 





ARQUIMEDES (287 aX:.-212 a.C,) Matemático e 
cienttsta grcgo. Nuscício em Síracusu, na Sicília, era li- 
Iho do aslronomo Fídeas c possivdmciue aparentado dc 
[ letron IL rei de Sírucusa A maionados fatos sohre sua 
vida vem do hidgrafo romano Plutarco, que insenn ulgu- 
inas páginas provocadoras sobre ele na vasta bíografia 
do soldado romano Marcdo. Nas palavras de um escri- 
tor "o nelatosobrc Arquimedesé marcante cojiio uma ñnfssima 
fatia de presunto em um enorme sanduíehdf 

Arquimedes é considerado, jiintamente com Newton e 
Gauss, como um dos tiés grandes matcmáticos da História e, 
certamente, o maior da amigíiidadc, Scu trabalho ú tlo mcdoino 
cm espfrito c técnica quc é difícjl distiugui-lo dos trabalhos dos 
matemáticos do século XVII. mesmo quc f'eito sem os bcnelí- 

j* 

cios da Algebra ou dc um sistema numénco convcnieiuc. Entre 
suas reuü/.aít'des matemáiicas, desenvolveu um método gcral 
(exaustáo) pura calcular áreas e voluines. tendo utilizado-o para 
encontrar árcas líniítadas porparábolas e cspíi'aís c volumes de 
ciiindros, parabolóidcs c segmentos de esfcras, Elaborou um 
pTocedimento para aproximar n limitando seu vaíor enlre 
e 3|. Apesur das límilagóes t!o sislema numéríco grego, criou 
métodos paia encontrar rafzes quadradas e um méiodo baseado 
no miríade grcgo (10.000) j>ara repiesentai mlmeros íáo grandes 
coniio ! scguido por 80 bilhocs dc milhocs dc zeros, 

Dentre todos os seus trabalhos, o quc niaií> orguthava Ar- 
quimedes era o método para encomrar o volume de uma esfe- 
ra - de mostrou que o volume de umaesfera c 2/3 do volumc 
do menor cilindro que a eoménu Satisfazendo a um pedido 
seu, a íigura de uma esfera e de um eilindro foi gravada na 
lápide de seu tümulo. 

Aléni de Matcmática. Arquimedes trabalhou cxtcnsivamen- 
te em Mecanica c Hidrostátiea, Quase todo estudante colegial 
conhece Arquimedes como um ciemísta distrafdo quc, desco- 
brindo que um objefo, ao boiar, desloca seu peso do ífquído, 
pulou da hanheira e saiu correndo nu pdas nias de Simcusa gii- 
tando: ^Ourcka, curcka!" (“eu dcscobri’" ). Arquimcdcs. na rca- 



posigoes de cquiifbrro para vários corpos flutuantes. Ele Jan^ovi 
os postulados l’undamcntais da Mccdnica. dcscobriu as Icis das 
alavancas e calculou cenlros de gravidade de várias superffcies 
planas e sólidos. Na agiiagao da descoberta das leís matemáti- 
eas da alavanca, atribuiii-stí a elc a frase: “Dai-me um ponto de 
apoío que eu movereí o mundo”. 

Embora Arquimedcs cstivcsse mais intercssado na Mate- 
mática pura do que em suas aplicagoes. cle era um génio em 
Engenharia, Durante a segunda guerra Pünica, quando Smi- 
cusa foi atacada peln frota romana sob o comando de Marce- 
lo, foi rcgistrado por Plutarco que as invenqoes militarcs dc 
Aiquimedes mantiveram a frota afastada ]>or trés anós. Ele 
inventou supercatapultas que faziani chovcr pedras pesnndo 
uin quarLo dc Lonclada ou mais sobre os romanos c aicrrori- 
zantes cngcnhos mecánicos de ferro com “bicos e garras". os 
quais* por cima das paredes da cidade, agarravam os navios e 
o$ jogavam contra as pedras. Após o primeiro revés, Marceío 
chamou Arquímedes dc um “Biiareus geométrico (monstro 
mitológico com ccm bracos) quc usava nossos navios coino 
xícaras para tirar água do oceano'f 

Finalmente, o exército romano foi viiorioso e, cootrariando 
oidens específicas de Marcelo, Arquimedes, entáo com 75 anos, 
foi morto por um soidado romano. De aeordo com um registro 
do ineidcntc. o soJdado tez sombra sobre a areia onde Arquime- 
des trabalhava em um problema maternático, Initado, Arquime- 
dcs grítou: 4i n|o pcriLu'bc os meus círcuios'’. O soldado, eni utn 
accsso dc raiva, matou o vdho, 

Embora nao exista repTesentagáo ou estátua desse grande 
homem, nove trabalhos de Arquimedes sobreviveram até os 
dias de hoje. Dc cspeciat importáncia é o tralado O Método 
dos Teoremas Mecánicos. que era parte dc um palimpsesto 
que foi encomrado em 1906 em Constanlinopla. Nes.se trata- 
do, Arquimedes explica como fez algumas de suas descober- 
tas. utílizando um raciocfnío que antedpa as ídéías do Cálcnló 
Integral. Osse documcnto permaneceu perdído ató 1998. quan- 
do foi adquirido por um colccionar particular anóninio por 2 
milhóes de dólares. 
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Tabela 6X1 


/1 

A(tt) 

] 00 

3 J 3952597647 

200 

3J 4107590781 

300 

3J 4136298250 

400 

3J 4146346236 

500 

3.14150097084 

1000 

3J4157198278 

2000 

3.14158748588 

3000 

34 4]59035683 

4000 

3.14159136166 

5000 

3*14159182676 

10000 

3J 4159244688 


A(n) parece esUir próxima de t (unidádes de área), Isso sugere que, paru um eírculo de raio 3, 
o método da exaustáo 6 equivalente a uma equaeáo da fornia 

Hm A (n ) — 


Como os matemátieos gregos suspeitavam muíto do coaeeito de ‘Iníiniio ’, eles evita- 
vam seu uso em argumentos inatemálicos, Desse modo, o eálculode áreas pelo método de 
exaustáo era um procedimento muito complicado. Acabou flcando para Newton e Lcíbaí/. a 
descoberta de um mélodo geral dc obtengao de áreas que ulili/asse cxplicitaniente a no^áode 
Mmite. Díscutiremos o método dcsses matemátieos no contcxto do problema seguinte. 


b,L1 o PROBMíMA pa árka Dada uma fungáo/contínua e nao-negativa em um in- 
tervalo [a, h], encoiure a área da regíáo entre o gráfico de/c o intcrvalo [a> h\ no eíxo x 
(Figura 6,1 2). 



Dg um ponto d:e vista lógico, nao po* 
dcmos falar sobre o cálculo de áre- 
as sem termos arites uma definrdáo 
matemática precisa db termo ''área 1 *, 
Ad¡ant@ h capitub, darsmos urna 
tal dotiniíáo, mas por enquartio trata- 
romos intuitiv&mente do conceito. 


■ O METODO DOS RETANGULOS PARA ENCONTAR AREAS 

Uma abcndagem ao problema da área é a uliliza^áo do método de exaustáo de Arquímedes 
da seguinte maneira: 

* Dividir o inlervalo [cr, h] em n subintervalos íguais e em cada um deles coiistruir uni 
retángulo que se estende desde o eixo x até algum ponio na curva y — f (a) acima do 
subirtlervalo; o ponto particular nao imeressa, podendo ser o que esiiver acinia do 
centro, acirna dos extremos ou acima de qualquer outro ponto no subíntervalo. Na 
Figura ó, 1,3, ele está acima do centro. 

* Pura Ccida n, a área total dos retángulos pode ser vista como uma aproxima^áo á área 
exata sob a curva aciina do intervalo [d, h\, Aíétn disso, lica intuitivamcnte evidente 
que, quando n cresce, essasaproximaqoes iráo se tornareada vez meJhores e lender á 
árca exata como um Mmitc (Figura ó, 14). Assim, se A denota a área exata sob a curva 
e A n denota a aproximaqáo dc A usando n rctángulos, enláo 

A — lim A t j 

H —> +-W 

Dircmos que cssc c o método dos retánguios para o cálculo de A. 




Figura ó + 1.4 



Para ilustrar essa idéia, vamos usar o método dos retángulos para aproximar a área 
sob a curva y = x'acíma do intervalo [0, 1] (Fjgura ó.! .5), Para come^ar, vairtos subdividir o 
intervalo [0, I ] em n subintcrvalos iguais, cada um t portanto, com eomprimento de I fn; os 
extremos dos subínlcrvalos oconem cm 
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Largura - 
h“*E 

■ i > i 

0 ¿ 11 
n n u 


j í 


ii 


ti 


I 


Subdivis3o de [0, t ] em n sub- 
intervalos de igual comprimeruo 


Figura 6.L6 


(Figura 6J.6). Quereinos eonsiruir um retangulo acima de cadu um desses intervalos, cuja 
altura scja o vakirda tungao / (a) =/cm algum ponto no intervalo. Para scrmos maiscspecí- 
liCOS, vamos usar os exiremos direilOS; assim, ñs alluras dos retángulos serao 

})'■ ©'■ ©■. 11 

e como cada rctángulo tem uma basc dc comprimento 1 /n, a árca total A tt dc cada um dos n 


retángulos será 


A h 


© 


% 


+1 -1 + 


© 


4 1 -f .1 


© 


(i) 


Por exemplo, se n - 4, emao a área total dos quatro retángulos será 


Aa — 


U) 2 + {!) 2 + (!) 2 +l 2 l(i)= 1 = 0,46875 


A Tabela 6,1.2 mostra o resuitado de ealeular (I) ein uni computador para alguns valores 
crcsccnlcs de n. Essos cálculos sugerem que a área cxala está prqxima de I. Adiante nesle 
capftulo provareinos que cssa árca é exatamente i, mostrando que 


IÍT11 A n = ± 

II —* X J 


DOMÍNIO DATECNOLOGIA 


Use um recurso ccjnputadonál para 
caloular o valor óe A lif na Tabela 6.1.2, 
Alfluns recunsos compulacionaís tém 
comandos e$peciais para calcular 
somas como a de (i) para quaíquer 
valor espocifico de n. Se o lettor dís- 
puser de um recurso asetm, utilíze-o 
tambérn para caicular rC,..„ 



Tabela 6.1.2 


n 

4 

10 

100 

1000 

10.000 

100,000 

A n 

0,468750 

0,385000 

0,338350 

0,333834 

0,333383 

0.333338 


■ O MÉTODO DA ANTIDERIVADA PARA ENCONTRAR ÁREAS 

Embora o método dos reiánguíos seja intuitivamente alraente, os limites que dele resultam 
somente podem ser calcuiados em certos casos. Por csse motivo, o progresso no problema 
da área ficou em um nfvel rudimcntar alé a segunda metade do sdculo XVII, quando Isaac 
Newton e Oottfried Leíbniz índependentemente deseobriram uma reia^ño fundameniál entre 
áreas e dcrivadas. Eni resumo, eles mostraram que, se/c uma fungáo contínna náo-negativa 
no intervalo [a, b] e se Á(x) dertola a área sob o gráfico de/acima do intervalo [a, x¡, onde x é 
um ponto quaíquer do intervalo [a, (Figura ó. 1.7), entáo 


A'(x) = f(x) (2) 

C) exemplo a segtni’ confirma a Fórmula (2) em alguns casos em que a fórmula para A(x) pode 
ser encontrada usando Geometria elemeniar. 


► Exemplo 1 Para cada uma das íungocs / encontre a área A(x) entre o gráfieo de/c o 
intervalo [a, jt] ™ [— I, ,v|., e encontre a derivada A'(x) dcssa fungao área. 

(á)/(..v) = 2 (b) fix) =a + I (c)/(a) = Zv + 3 

Sohtqao (a) Fela Figura 6.1,8a, vemos que 

A(x) ^ 2(x - (~l)) = 2 (a + I) = 2a + 2 

é a área de um retángulo de altura 2 e base x + I. Para essa fungao área. 


A’{x) = 2 = f (x ) 
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Ui) 


i 



} 


/v — .V + 1 

T 

2 

\ j \ 


T 

.v + 1 
f 

i_i_i 

, 

A 

J!l l_i_w 

1 

i 

1 

1 ,V í 4 


„1 


Solugao (b) Pcla Figura 6 . 1 . 8 /;, vcmos qae 

J x 2 I 

A(x) = -(x.+ l)(x + I) = — -h x + - 

é a áica de uni Iriángulo retángulo isóseelcs dc altura e basc iguais a.v + L Para cssa fungáo 
área, 

A\x ) = + I - f(x ) 

Solu^do (t') Ixmbrc quc a fórmula para a árca de um trapczio ú A = \(b + hfh, onde b c 
b' denotam os eomprimentos dos lados paralelos do trapé/io, c a allura h dcnota a disláncía 
enlrc os lados paralelos. Pela Figura 6. 1. 8 c, venios que 

A(x) = ^((2,v + 3) + I)(jc - (-1)) = .v 2 + 3.v + 2 

é a árca de uni trapézio dc lados paralelos dc comprirncntos I c 2x + 3 c altura á - (-1 } = x + I . 
Para essa funqáo área, 

A*(x) = Zx + 3 = f(x) < 


(b) 



Fi^ura á.l*S 


Como ilustra o Exemplo 2,. o anticioñ- 
va<jáo é, essencialfriénte, um proces- 
s.o (Je acfivinhaqáo em que lootamos 
"desfazer” uma diferoocfagáo. Um dos 
objetivos deste capitufo édesenvolver 
procedimentüs eficfentes de antideñ- 
vaqáo. 


A Fórmula (2) c importante porque relaciona a funcáo área A com a fungáo/que 
dclimila a rcgiáo. Embora a fómiula para A(x) possa scr dificil dc scr obtida dirctamcntc, 
sua derivada f(x) 6 dada, $e soubcnnos recuperar uma fómiula para /t( v) a panirda fórmula 
dada dc /V'(,í), cniáo podcremos obtcr a árca soh o gráíico de/acima do intervalo [a¡ 
caleulando A(hf 

O processo dc eneontrar uma ftmgao a parlii de sua dcrivada c denominado antideriva- 
gao, e um piocedimcnLo paracneontrar áreas através da antidciivagáo 6 denominado método 
de antiderivaqao, Para ilustrar esse método, vamos rever o problema de encontrar a área na 
Fieura 6 .1.5, 


■ 7 

► Exemplo 2 Usc o mctodo da anLidcrivadá para cncontrar a árca sob o gráfico dc v = x~ 
acima do intervalo 10 . IJ, 

Sohigdo Scjaiti x um ponto qualqucr do inlcrvalo [ 0 , 1 j c >U r v) a árca sob o grático de/(x) = x~ 
acima do intervalo [ 0 t ,v]. Scgac dc ( 2 ) quc 

A'(.v) = .v 2 (3) 

Para cncontrar A(x) prccisamos procurar uina fun^áo euja derivada scja x~. Por adívinba^áo, 
vemos que uma tal fungao é f(x) — \x \ de modo que, pelo Teorema 5.7.3, 

A(x) = + C (4) 

para algtmia conslante rca! C. Podemos determinar o valor espeeífico de C considerando o 
caso em que t: - 0. Nesse caso, (4) implica 

A( 0) = C (5) 

Mas, se .v= 0, ciuáo o íntervalo [0, x] sc reduz a um úriico ponto. Se concordarmos em con- 
vencionar quc a área acimade um st) ponlo deveria ser cousideráda nuia, eníáo A(0) = 0 c (5) 
iiupliea quc C - 0. Assim ( seguc dc (4) quc 

A(.v) = 5 X 3 

é a fungao árca procurada. Isso implica tjuc a árca sob o gráfico dc y — x~ aciina do inlervalo 

[0,1 ] é 

A(l) = |(l 3 ) = ¿ 

Uso é consisieme com o resullado obtido numericaménle acima, < 
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■ COMPARAQÁO DOS MÉTÜDOS DO RETÁNGULO E DA ANTIDERIVADA 

O métcxio do retángtilo e o do antiderivada fomecem duas abordagens bem diferenles ac> pro- 
blema da área, eada umadas quais e importante. Em geral, o métododa antiderivada c o inais 
eficieme para cafcuíar área^ mas é o método do rélángulo qac é utili/adó para formalmenie 
dejinir a nogao de área, com isso permitindo ademonstra^áode resultados matemátieos sí>brc 
áreas. A idela suhjaeenLe ii abordagem por reLángulos tamhém é importante, pí>r poder ser 
facilmente adaptada a problemas tao diveisos comoeneomrar o volume de um sdlido, o eom- 
prinicnto de uma eurva, a massa de um objcto c o trabalho para bomhcar água para fora dc um 
tanqtie, para citar apenas alguns exemplosi 


EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 6.1 (Vérpágina 355para raspostas.) 


1 , Sejá R a regiáo abaixo do gráfico dc /(a) = VI — x ■■■ c acima 
do intervalo |-I. 1 ]. 

(a) Use nm argumento geométrico para encontrar a área de R. 

(b) Quais sáo as estimatívas que se obtém se a área de R lor 
aproximada pela área total deutro dos rdángulos da figura 
abaixo? 

ii' 


x 

Figura Ev-1 


2. Suponhu quc apliquemos o mctodo do rcUlnguio com n rc- 
tángulos uo gráíico de uma funeáo/aeima do intcrvalo ffí. b]. 
Se, para. cada inteiro posiiivo jí, resullar a aproxinmgáo ,4(>?) = 
2 + (2/íi). entuo a áreu emre o giáficode/e o intervalo \a, b] 
é 

3* A área sob o gráfico de v = a" acima do intervalo [0, 3] é 


4. Encomrc a árca A(.v) entrc o gráfico da fun^áo f(x) = x c o intcr- 
valo ( 0 . ,vl c vcrifiquc sc Afx) =/(.v). 

5. A área sob o gráfico de v = flx) acima do imervalo ¡0, .vj é 

A (x) = .v + e — 1 . Decorre disso q Lte flx) = _ , 



EXERCÍCiOS 6.1 


1-12 Dc uma estimativa para a área entre o gráfico da funqao 
/e o iiuervalo [¿í + h), lise um esquema de aproximagáo com n 
reiángulos, análogo ao desenvolvído nesta wqüo para a íungao 
flx) -x'. Se scll recurso computacional et'ctuar somatórios au- 
toinaticamenle, estime a área espedficada usando « = 10. 50 e 
100 retangulos. Caso contrário, esiimc a área usando n — 2, 5 e 
10 retángulüs. 

L f(x) = y/x; í</. h] — [0, 1] 

2. f(¿) - —Ea, b\ = 10, 1] 

x 4- I 

3 , f(x) — scn x; 1 «, ¿j = [ 0 , ?r) 

4 t f(x) — cosa; Iíí. ¿>| — [0, nf'2\ 

S. f(x) = frt.fr] = ( 1,23 

X 

f(x ) = cos x; [«, /?j = [—jt/2, jt/2J 

7. f(x) - n/I - JC 2 ; [a, b\ - [0.1] 

8 . f(x) = VI - +; [a. b\ = {- 1 , I j 

9. f(x)=c y ; [«,*] = [-], f| 

10 . f( x ) = In.r; [a,b\ = 11 , 2 ] 

11, /( x) — arc scn v; pí, b\ = [0, 1J 


12 . f(x) = arc tg x; \a , b\ = [0, I J 

13-18 Usc fórmulas dc área simples da Geomctria para cncon- 
irar a lim^áo área A(x) que dá a árca enüe o grálieo da l'uncáo 
/espedficada e o íniervalo [a. a|. Conlirme que á\x) =fix) em 
cada caso. 

13. /(4 = 3; í ó, A' ] = f I . ,v I 

14. f(x) = 5; | ü . x ] = [2, A’ | 

15. f(x) = 2x + 2 ; |íi . x \ = [ 0 , x | 

16. f(x) = 3.v -3; [¿í, A" j — [I, .r [ 

17. f(x) = 2x + 2; [a,x¡ = [l,.vj 
1S. f(x)=3x- 3; [a,x] = [2,x\ 

19. Qual é ü rela^áo entre as fungñes área dos Exercíeios E 5 e 17? 
Explique seti raciocfnio. 

20. Scja flx} unia fun^áo finear quc c náo-ncgativa no intervalo 
ífi, b\. Para cada valor de x em [n, b¡, dcfina A(x) como a área 
entre ü grático de/ c o íntervalo [rí. .vj. 

(a) Froveque A(x) — |[/(£j) + /(jc)](jc - a). 

(b) U sc (a) para con feii r q ue A fx) = flx ). 
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ENFOCANDO CONCEITOS 


21. Explique como usar a fómiula eucoutrada para A(x) Eia so- 
lu<;ao do Exerddo 2 para dcterimnar a área entre o gratieo 
de y — a j " e o imerealo 6). 

22, Modifiquc a selugáo do Exeinplo 2 para encontrar a área 
enire o giitfico de v = ,v' e o intervalo ¡-3,9], 


23-24 É dada a área A(x) sob o grufico de/e aeíma do imervalo 
[7i, a/ Encontre a fungáo/e o valor de ll 


23 . A (jt) =“ 4 24. A (,v) - jr 

25. Sejam A a árca entre o giático de f(x ) — fx e o intcrva- 
lo [0,1 ] e B a árca entre o gráfico de f(x) = .v" e o intervalo 
[0, IJ, Explíquc gcometríeamente por quc A-\-B- L 

2& t Scjam A a área cntre o grático de/(.v) - 3/.v c o intervalo 
f L 2] e B a área enlre o gráfseo de/e o íntervalo , 1J. 
Explique geometricamente por que A ~ /L 


%/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 6.1 

x \Fs .r 3 , 2.v 

I. (a) - (b) I + — 2. 2 3.9 4. A(v) - —; A'(x) = — = v = /(v) 5. /+ 1 

2 2 2 2 

6.2 A INTEGRAL INDEFINIDA 

Na seráo afiterior vintos como a antiderivaqao pode ser usada para encontrar áreas 
com exaíídáo. Nesta segáo desenvolveremos alguns resultados fundamentais sobre 
antiderivaqáo. 


■ ANTIDERIVADAS 


6.2.1 t)KFtiv[(;Áo Dizemos que umu funqao F é unm antiderivadü de uma funqáo/em 
um dado intcrvalo se / ; (.v) =/(a) para cada jcdo intcrvalo. 


Por exemplo, a fuixgio F(x) — é uma antiderivada de/ (x) = jr" no intervalo (-oo, + 00 ) 
porque, para eada x nesse intervaio, Lemos 




f(x) 


Contudo, F(x) — 
quet' eonstante C 


- x* nao e a unica antidcrivada de/ncsse imcrvalo. Se somarmos qnal- 
a cniño a íiuiquo G(x) — \x ? ‘ + C Lambém é uma antidcrivada de 


/cm (- 00 » +cx>), pois 


G' (v) = C [ij.3 + C ] = v 3 + 0 = f(x) 

Eni geraí, tima vez eonhecida uma anliderivada, podemos obler outras antiderivadas somando 
constantes a essa antiderivada conhecida. Assim, 


3 


+ ^ - — 5 

r j r ^r 


1*3 


r j +xi 


sáo todas antiderívadas da funyao/(.v) — +. 

É razoávcl perguntar se existcm antíderivadas de uma ftmqáo / que nao podem ser 
obtidas adieionando-se constantes a uma antiderivada jFconhecida. A resposla e nao - uma 


vez eonheckla uina única antiderivada de / em um intervalo /, todas as outras antideríva- 
das naqueíe ínlervalo podem ser obtidas adieionando-se constanles áquela anliderivada. ísso 
aconteee devido ao Teorema 5.7.3 ,0 qual nos díz que, se duas fungoes diterenciáveis em uin 
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imervalo abcrlo / tcm a mcsrnu derivada em /, cntao cíus difcrcni por uma consiante em /, O 
teorema a seguir resumc essas observagoes. 


6*2.2 tkükeMa Se F(x) for qualquer mitiderivadü de f(x) em ttm intermlo /, entño 
para qualqiter constante Cafun^áo F(x) + C é iambém uma antiderivada de f(x) naquele 
Íntervaío. Além disso T cada antidenvada de f(x) no intervalo 1 pode ser expressa nafor- 
ma F{x) + C, escolhendo-se apmpñadamente a consiante C. 



■ ' y r' 'J*' C b t 



Trcclso (k.i rt'iynusiTÍio dc I.cihui/, daüsdo 
líc 29 de oLEitihro de 1675, no q uai &pareceu 
pela primeira vez o íiimsl tie integrdt. 


O sinal de integral e a diíerancial ser- 
vem coííto delimitaclüres. cercando o 
integrando. Em particular, nao deve- 
mos escrever f dx f(x) quando que- 
remosdizer f f(x)ííx. 


■ A INTEGRAL INDEFINIDA 

O proccsso dc cneontrar antíderivadas c dcnominado antiderivagdo f antidiferenciagao ou, 
aínda, integraqño, Assim, se 

d IF(JC)J = f{x) 


dx 


(I) 


enlao, tntegrando oli antiderivando a rnncao_/U), oblemos urna anliderívadada forma F(x) + C. 
Para enfatlzar esse processo, reescrevemos a equagao (I) usando a noiaqdo integral 


/ 


f(x) dx - Fix) + C 


( 2 ) 


otide C deve ser intcrpretado como uma constamc arbitrárla. É ímportantc observar que (1) e 
(2) sao láo-somenle notagoes díferemes quc expressam o mesmo fato. Por exemplo, 

j x 2 dx = -x* -+ C é equivalenie a — [™x J ] = x 2 
Observe que, sc derivarmos uma anüderivada dc/fv), voltamos a obier /ÍA). Assim, 


(3) 


d I 

r f 


dx 

j f(x)dx 

= m 


A exprcssao j f(x)dx é denominada iniegralindefinida. O adjotivo indefinkia ertfatíza 
quc o resultado da auliderivagáo é uma funguo “genérica”, descrita só a menos dc um ternio 
constantc. O sinal de s cspíchado" quc aparece no lado csqucrdo de (2) é denominado sinal 
de integral* a fungáo f(x) e denominada integranda e a constanlc C 6 denominada constante 
de integragdo. A Equagáo (2) deve ser lida como scgue. 

A integraí dej(x) em relctgáo a x é igttal a F(x) mah uma constante. 


O símbolo difcrcncial dx das operagocs dc dcrivagáo c aniidcrivagáo, 

d 


dx 


l ) ^ 


/| \dx 


scrvc para ídentificar a vartáve] indcpcndente. Sc for utihzada uma outra variavcl indcpcndcn- 
te eni ve/ de x, digamos entao a notagáo deve ser ajustada de acordo. Assim, 

d 

7t 


•/ 


= m e / f(l) d! = F(f) + C 


* Essu nola^fiü foi invcfiuwJn por Lcibniz. Nos urtigus midnis. Ldbniz irscui a notii^üú “üTiin'' £uma íibrcviaíurii da palavra tatimi. 
"omiieís”) pam üenocíir inicgr<i£&ú. Bntüü. ein 7.9 dc outubm üe jfi75. vle Oitrcvcu “sciíí LÍtH escitvcr /‘ purLL significar onin,. 
assim i I poroniii. Duns ou trcs scmnnas dcpois. cJc apcrfei^oau ainda nmis a noln^üo c cscrcvcu j f 1 vca Jc só 

I . Essa nota^ño é tüo ütiJ e podt.Tü?ía qut? scu desfinvolvimento por LeibnÉz deve ser vislocomo um grande mnrro na hisldria 
dii Miuemiiticn e lLi Ciincia, 
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sáo afmna^oes equivalcmcs, A seguir, apresoniamos alguns exemplos de fórmulás de deriva- 
gao c as equivalenles cíc integragáo. 


FÓRMLLA 

FÓftMULA Í>K 

DE DERIVADA 

IMEO RA CA O KQl 11VALE MK 

4 [x 3 ] = 3.t 2 
dx 

J3x 2 dx - x 1 + C 

dx 2dx 

f-~dx = V* + C 

J im 

■j í l g t] = sec 2 1 

j see 2 tdt = tg / + C 

E9 

íS - ' 

4 a 

J^n ]/2 du = + C 


Para símplilicar, dx ptKÍe, ás ve/es, ser ahsorvido no integrando. Por exemplo, 

I I dx pocic scr escrita como j dx 


H 


dx ptxic sci escríta como 


/ 


dx 


X 2 


m FÓRIVIULAS DE INTEGRAQÁÜ 

Intcgragáo c cssencíalmcntc um trabalho dc dar palpilcs - dada a dcrivada/de unia fungáo F, 
tenta-se adivinhar qual é a iungáo F Porém, ínuiias fórmulas básicas de integracao podem ser 
obtidas diretamentc de suas lonmdas dc dit'creueia^áo correspondcntcs. Algunias das maís 
importantes estáo na Tabela 6.2.1. 


Tahüla íí.2.1 


FÓRMULA DR niFERENCtACAO FÓRMUI.A l>F EMF.C.kAOAO 


FÓRMULA DE mFERRNCl ACAO 


FÓRMULA E>E ISTECRAOAO 


2 -í Ef9r] = ^ 

J 

3. -/-fsen x] - eos x 
dx 

4. y- [-cos x] - scn x 

CIA 

5. dL [ig v ] - S ec 2 x 
dx 

d > 

6. [-cmg x\ = cossec- x 

7. ■■■/-1 sec a] = -scc x tc x 
dx 


X + C 


+ C (r*-l) 


h- 

1 ***^ 

j cos x dx = sen x + C 

j sen x d.x = -cos x + C 

J sec 2 x dx ~ tg x + C 

J eosscc -a dx = —cotg x + C 

J SCC X íg .V dx = SCC A' + C 


8. ~ [-cossee x \ = eossec x 
dx 


9. -f M ^ 
dx 


/o 
/ 


cossee x cote x dx = -cossee x + C 


10 


I \ i+n 
' dx LlTl J 

I í. ! [.iic sen x\ - —=/■=■ 

í/.v vrrc 

U. ~ [arc see |.t|| = —-L=- 
<í.\ .vUv 2 _ 1 


e J ílx ~e x +C 

b* (0<b,b* 1) / b x dx = yX + C (0 <b.b* 1) 


/- - 
j ~dx = \n\x\ + C 

/ ——- dx - are tg a + C 
í + v 2 

/ -,—-—_ dx = arc scn x + C 

Ví X? 

/ - —— dx = arc scc |,v|+ C 


Ver Exeroício 64 para uma discussáo 
da Férmula 14 da Tabela G.a.i. 


► Exemplo 1 A segunda fórmula de integra^áo na Tabela 6.2.1 
for expressa em palavras: 


será fácil de lembrar se 


Para hnegmr uma porénda em x (diferente de-\), some I ao expoente e divida peía nova 
poténcia, 
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Emboía a Fóímuia 2 na Tabola 6,2.1 
náo seja aplicável á integragáo de x~\ 
essa funcáo pode ser intograda Feescre- 
vendo a integral na Fónnula 11 como 



rfx = En |..vj + C 


Aqui estao alguns exemplos. 




■ PROPRIEPADES DA INTEGRAL INDEFINIDA 

Nossas primeiras propríedades de antidcrivadas segucm cliretamente das regms do fator eons- 
tante, da soma e da dil'eren^a de derivadas. 


6*23 i’KOKKMA Sejcitu F(x) e G(x) antkierivadas de f(x) e de g(x), respecfivamente, e 
c uma constante. Entao: 

(ü) Uriia constante pode sermovida através do sítuif de integra<¡.Üo\ isto é. 



cf(x) dx — cf(x) 4* C 


(h) Uma autiderívada de itma sonui é a soma das antidei ivadas; isto é. 


j 1 f(x) + g(x)]dx - F(x ) + G( x) + C 
(t L ) Uma antiderivada de ttma diferen^a é a diferen^a das antiderivadas: isto é, 

í[f(x) - g(x)]dx - F(x) - G(x) 4i C 


]>KMONS f RA(;Áó Em geraf para estabeleeer a validade de uma equa^ao da forma 


j h(x)dx = H(x) + C 

prccisamos mastrar que 

flHm = Hx) 

dx 

Aqui t F(x) e G(x) sao antiderivadas de/U) eg(,v), respeetivamente; porianto, sabeinos que 

4~lF(x)\ = f(x) e flG(x)í~g(x) 

dx dx 

Assim, 

d-[cF(x)} = -(F(.v)l = cf(x) 

dx dx 

é-[ F(x) + G(M = -f-tFÍA’)] + -C-[G(.t)] = f(x ) + g (a') 
í7A' dx dx 

é-[F(x) - G(x)] = /[F(x)] - -y-[G(x)] = f(x) - g(x) 
dx dx dx 

o que prova as tiés aümia^oes do teorema. ■ 
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As afirmagoes doTeorema 6,2.3 podem scr resumidas nus fórmulas seguintes: 



(4) 


/ 


[/w +i'(.v)]iíx 


-/ 


f(x) dx -h / g(x) dx 


/ 


(5) 


/ 


|/(A ) - A'(A-)Kr 


= I f(x)dx - j }>(x)ílx 


( 6 ) 


Comudo, essas equagoes devem ser aplicadas cuidadosamentc para evitar crros e complicagóes 
desneeessárias provocadas pelasconstanies de integragáo, Porexemplo, se uüfizarmos (4) para 
intcgrar Qx igualando, erradamente t f Qx dx com 0 f x dx = 0, entao en adamentc perderemos 
uma constantc de integra^áo (onde?)* Se ulilízarmos (4) para intcgrar 2x cscrevendü 

I 2x dx = 2 j xí!x = 2 /y + c\ = x~ + 2C 

entáo obteremos uma forma desriecessaríamente complicada cle constante arbitrária. Analo- 
gamente, utilizando (5) para integrar I + x escrevendo 


/ 


= ./'* + / 


(1 + x)dx — / 1 dx + / x dx — ( A + Ci) + [ —V — r 4 —— + C| + Ci 


obteremos dtias constames de intcgra^áo onde bastava uma, Esses tres tipos dc problcmas 
sáo causadas pcla introdugáo dcmasiado ccdo das constantcs dc inlcgragáo c podcm scr 
cvitados colocando uma constante de integraQáo somcnie no resultado c náo cm contas in- 
Lcrmcdiárias. 


► Exempio2 


Calculc 



j 4 cos a. dx 



(x + x 2 )dx 


SvluqdQ (a) 
temos 


Como F{x) — scn x é uma antidcrivada dc f(x) = cos x (Tabela 6.2 J), ob- 



4 cos.v dx = 4 


(4) 


/a»,*.4m, + C 


Sohimo (h ) Pc 1 aTabela 6.2,1, obtemos 



As partes (b) e (c) do Teorema 6,2,3 podcin ser estendidas para mais de duas fun^óes, o 
q ue, c o m bt n a n do co m ( íí ), resu ita n a seg u i n tc f ór m u \ a gera I: 


j [ci/i(je) + Cif 2 {x) H-1- c„f„(x)}dx 

= C| j /] (x)dx + C2 í fi{x)dx H - + C„ j f,¡{x)dx 
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Figura 6.2*1 


No Exonrtplo 5, a cxici&ricia de quo o 
íjráfrco ds / passo polo ponto (2, 1J 
5©looioria a Onica curva íntograi 
v =i /jt - | cfa famílla de curvaa 
y - l.d -í- C {Figura 6.22). 


► Éxemplo 3 

J0x ( ‘~2x I + lx+ \)dx 


3.v 7 2.r' 7.v 2 


I clx 


3 


“I" 


~h X + C -^l 


H. 

As vezes, é muito un] reescrever o integrando de forma diferenle ames de efeluar a 
integragao. 


► Exemplo 4 Calcuie 

f cqsx . f í 2 — 2t 4 f x 2 

(a) / —~dx (b) / —- A —dt (c) / • , dx 

J sen" x J C J x~ + 1 


Soluqao (a ) 


/ cosjc f 1 eosa /’ 

■—r- dx = I -- í/.v — / eossecxeotg xdx 

sen“jc J senasena J 


— — cossee x + C 


Fónnula S ctn Tíibehi 6.2.1 


Solugáo (b) 


f 1 í 

— "— 2f + C “ —- ” 2f + C 
“I t 

Solugáo (i c ) Usando a Fdrmula 12 da Tabéla 6.2.1, 

“+í 1 


dt 


-/(■ 


"' + I JC“ + 1 

I 


-v 2 + i 


í/x = a: — arc x + C < 


■ CURVASINTEGRAIS 

Os gráficos das amiderivadas de uma funeao / sáo denonünados curvas integrais de /. Sabe- 
tnos a pariir do Teorema 6.2.2 tjue, se y - I (x) for uma curva integral de f(x), as demais curvas 
integrais sáo transíagoes dessa eurva, uma vez cjue tém equagoes da forma y - F (.r) + C. Por 
exemplo, v — \x* c uma curva intcgrai de f(x) - x 2 , portaiuo, as dcmais lém cquagdes da 
forma v = \x ? + C; reciprocamente, ográñco dc quaíquer equagáo dcssa forma c uma curva 
integral (Figtira 6.2,1/ 

Em muitos problemas, estamos interessados cm cncontrar uma fungáo euju derivada sa- 
tísfaga eoudigdcs específicas. O exemplo & seguir ilustra um problema geométrieo desse tipo. 


► Exemplo 5 Suponha quc um ponto movimente-se ao longo de uma curva desconhecida 
y = f(x) no plano .vy ; dc lal forma que f cm cada ponto (x, y) da curva, a rcta tangente íem in- 
clinagáo jc". Eneontrc uma equagáo dessa curva sabcndo-sc que da passa pelo ponto (2, 1. )* 

Sohiqáo S abem os q ue dyídx = á ", 1 ogo 


V=J 


x L dx = t.t 3 + C 
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Fi^ura 6.2.2 


Como a cum passu por (2, I), pode-se encontrar um valor específico para C usando o fato de 
quey = S se x - 2. Substituindo esses valores na equacáo anterior t obtemos 


I = i(2 3 ) + C ou 


e, portanto, uma cquagáo du curva e 
(Figura 6.2.2). < 





■ INTEGRAQAO DO PONTO DE VISTA DE EQUACOES DIFERENCIAIS 

Vamos considerar agora uma outra forma de cncarar a inicgracao que será útil postcriomiente 
em nosso trabaího. Suponha que f(x) seja uma funtjao conhecida e que queiramos enconlrar 
tiina íuncáo F(x), tal quc y = F(x) satisfaga a cquaqáo 

“ = /fjc) (8) 

ax 


As solugoes dessa equaqáo sáo as antiderivadas cie f(x), e sabemos que eías podem ser obtí- 
das integrando-se fix). Por exemplo, as soluqoes da equaqáo 


dy 

7x 


= a 


(9) 


sao 


y — j x ~ dx — + C 


A cquaqáo (8) e eliamada de equagdo diferencial. pois cnvolvc a dcnvada dc uma 
funcáo desconhecicia. As equaqdes diferenciais diferem dos tipos de equaqáo eneontrados 
ate agora, pois a incógnita c uma/iíU{w; e náo um nümero, como cm uma cquacáo do tipo 
x 2 +5x- 6 = 0 . 

As vezeSj [uloestamos interessados em eneonlrartodas as soluqdes de (8), mas somente 
em uma Cuja curva iniegral passe por um ponto cspccificado (x ty y 0 ). Por excmpky no Exem- 
plo 5, resolvenios (9) para a ctirva integral que passa pelo ponto (2, 1). 

Para simplíficar, é comum no estudo das equaqdcs difcrcndais dcnotar uma solagáo 
de dy/dx — f(x) como y(.r) em vc/ de F(x), como anteriormente. Com essa nolaqáo, o pro- 
blema dc cncontrar uma funqáo y(jt), cuja dcrivada é f(x) c cuja curva integral passa pelo 
ponto (a j 0i _v (J ), é expresso como 


dl 

dx 


= /Ú : )i v(,v 0 ) = y 0 


( 10 ) 


Esse prohlema é denominado prohíema de vaior inicmí e a exigencia y(jc„)-y (í c unia condi- 
gáo imcial para elc 


► txemplo 6 Resoiva o problcnia dc valor inicial 


dy 

dx 



y( 0) - l 


Solugáo A soluqáo da equaqáo diferendal é 



cos xdx 


= sen x 4- C 


( 11 ) 


A eondiqáo inicial y(0) = 1 impiiea que y — 1 sc x = 0; snbsütuindo esses valorcs em (11), 


obtemos 


1 = scn (0) + C ou C = 1 


Assim, a soluqáo do problema dc valor iuicial é y = scn x + 1. < 
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■ CAMPOS DE DIRE?OES 

Se inter retárm dy/dxc m aineinagá a reta tangente, entá em um nt x,y e uma 
cur aintegra ae uaga dy/dx = fx a inc inaga a rcta tangcnte é igua a fx intere 
ame bre i 6 ue a inc ina^óe a reta tangente acur a íntegrai em er bti a 

em rca mente rc erae ua^a i erencia P r e ern , e 

d\ 


= A 1 + i 

dx 


a reta tangente a 


enía , em re er a e uaga , abem ue n nt x — 1 a inc inaga 
uma cur a imegra é yf\ 2 + I = inai gera mcnie, em x = a, a reta Langente a uma cur a 
integra tem ine inaga fa 2 + I 

ma e criga gc métrica a cur a integrai eumae uaga i crencia dy/dx = f x 
e er bti aee ¡ien eumagra e retangu ar c nt n an xy\ ca eu an ea 

ine inagbc a reta tangente á cur a integrai n nt a gra c c e enhan c e 

uena rgf>é a reta tangente na uc e ni íigura re u lante, en ntina a campo 

de diregúes u campo de incíinagdes, m traa“ uega ” acur a íntcgra n m agra 
e muitinúmer raz a ementegran e e nt nagra e s muita e/e é í e i ua 
izara ró ria cur a integrai re em , aFigura 2 3a m tra umcam c iregoe 
araae uaga i erencia dy/dx-x\ e a Figura 2 3knt tra me m cairi c ma eui a 
integrai bre ta - uant mai nt na gra c rem u a t mai e m etamente 
cam e iiegóe re eaa rma a cur a intcgrai P rcm, a uanti a c ccácu c 
er c n i erá c uan rcm nccc ári muit nt na gra c, c r i gera mente á 
uti íza c m ula re 



Csmpo de direQS&s para dytdx - x 2 


Campo do direg5os corn curvas integrais 


Fígui-a 6.23 


a 


|/ EXERCICIOS DE COMPREENSÁO 6,2 {Verpágina 365para mspostas.) 


1, má imgá Féumaami cri a a euma ungá /em um in 
ter a / e ¡__ ara t x em / 


2. B cre a uma órniu a e integragá e ui a ente ara ca a ór 


mu a c cri aga 

d . r . ' ■ 

a — [ •JX\ = 


dx 

d 


2jx 


c —[^1=4^ 
dx 

3, a cu c a inieerai 

■v 

+ rV + 51 dx 


■ />'■ 

° /[- v +l 




b — [seturj = cosa 
dx 


J [sec 2 x — CnsSéC v cotg x\dx 

/p-m 


í/.v 


■1 

4, gráfic e y = + Jfé uma cur a intégra a ungá fx = 

_Se <7 é uma ungá cu grálic lambém é uma 

cur a iiuegra e/, e eC 1 - 5, enta G x =_ 

5. mcam e iregóc araae uagá i erencia 

dy 2x 
dx ~ x- - 4 

temum cgnient e rela e incinogá _ e nt 

0, 5 e um egmeru e reta e inc inagá__ e 

m -4.1 
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EXERCÍCIOS 6*2 'r* Hecurso Gráfico [c]CAS 


1* Em cadíi pane, confirme que a fórmula esEá correta e emmcie 
imia fórmulade integra^ao corrcspondeutc. 

d _ r -r x 

(a) —Iv I + A‘ J = 


(!•>) 


dx 

d 

dx 


VI + -V 3 
[vf'l = (.V + I )e x 


2, Em cada paitc% coníirmc que a fúrmula está eorrcla por ■dile- 
rencia^áo, 

(a) / x sen x dx — scn x — x cos.t + C 


(b) 


J x sei 

f _ x r 

./ (i - x i)V2 = /ttt? + 


ENFOCANDO CONCEITOS 


X O que é uma consfcmte de integm^doj Por quc a resposta 
de um problema de imegrugño envoive urua constante de 
intcgracao? 

4* O que é uma ciin a integtal de uma fungüo /? Qual e a reía- 
^ao entre duas curvas integrais quatsquer de uma fun^áo /? 


5-8 Eneomrc a dcrivada e cnuncíe a fórmula de itucgragao cor- 
respoiidente. 


s. -^rvV + 5 1 

dx 

X *-^[sen{2Vx)] 

GX 


6* 


8, 


d r x 

dx \_x 2 + 3 _ 

“[sen jc — x cos x ] 
dx 


9-10 CalcuJc a integral rccscrcvcndo apropriodamentc o integran- 
do. sc necessárío, e cmáo apliquc a regra da poténcia (idrmula 2 
naTabela 6,2.1). 


17. f x >n (2 


f .v 5 + 2x 


— x) dx 
-5 j..^2 \ 


dx 


• + 


18. I 0+x 2 )(2~x)dx 
— 2/ s 




a /[?- + ■" 


2L j - + 3t l J dx 
23. f [3 sen x — 2 s €c z x]dx 24, J [cosscc 2 t — scc t tg tj dt 
25. I sec x (sec v + tg jc) dx 26. f eossec a (sen v + r olg .r ) Jx 


f SCC0 

27* / - -d9 

J cos 9 


/ íiy 

28* / *■—:- 

/ cossec y 

30. f L 


sen" _ 


/ sen.c , 

29* / —— dx 
J cos- a 

31. /l+W^O^e^Utó 32. [*** + ™* d 
J J 2 COS X 


.». /[ 

"• /b+r + ++] 


2Ví-a- 3 1 +x 2 J 

I + 


dx 


35* CalcuJe a inlegral 


/ 


i 


1 + seti.v 


dx 


muHiplicando o numerador e o denomínador por tima espres- 
sao apTOpriada. 


9 . (a) 

10. (a) 



(b) I x $n dx 

*>/?* 



11-14 Calcule cada integral aplicando adequadamenie o Teorema 
6.2.3 e a Fórmula (2) na Tabela 6.2.1 r 



15-34 Calcule a íntegral e veríliqüe sua resposfa pordil’eren- 
cíaqüo. 



j x(\ +x*)Jx 



I (2 + y 2 ) 2 ely 


36* Use a fórmula do ángulo duplo cos 2.v = 2 cos 2 x - I para cal- 
cular a Íntegral 

f 1 dx 

J \ + cos 2 a 

^ 37, Use um recunjo gráfico computacional para gerar algumas cur- 
vas [ntegrais rcprescnlafivus de f(x) - 5x" - sec 2 .v ao lortgodo 
intcrvalo (—jr/2, tt/2). 

^ 38, Use um recurso gráfieo computacional para gcrar algumas 
curvas integrais representativas da fun^án f{x) = (x - 1 )fx ao 
longo do imervalo (0 ,51 

39. S L.i ponha q uc u in pon tn movc-se ao lo ngo de u ma curva y = f(x) 
no plano x\\ dc tal forma que em cada ponto (jv, v) da cnrva a 
reta tangcntc tem índínagáo -sen ,v. Encoiurc uma cquaqáo da 
curva. sabendo que ela passa pelo ponto (0* 2). 

40* Suponha que um ponto move-se ao longo de uma curva v = f(x) 
no plano vy. de tal forma que cm cada ponto (_v, y) da curva a 
reta tangcntc tem Índma<;áo {x + i) 2 . Encontrc uma equa^áo da 
curva, sabendo que ela passa pelo ponto (-2* 8), 
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41. (a) ~ = V*, v(l) = 2 
dy 


(c) 


42. (a) 


íVV , /7T\ í 

(b) ~ = scn / + 1, v(-) = - 

c/v y + i 


dx 
d V 


v( 1) - 0 


1 


f - ,, XI) = 0 

í/.v (2.v) 3 


dy 2 

(b) — = secr r — sen f 
di 


(c) 


— X VX, y(ü) — (1 


Ja 

í/v 


43, (a) — = 4e J \ v(0) = I 
dx 


dv 

(h) 7¡ 


|> y(- 1) = 5 


44. (a) ™ = 


3 


(b) 


c/f vT^T 1 

¿/y 


4-|.o 


J.V 


.V 2 — 1 JT 

STT- ,0) = 2 


(b) Eshoce alguinas atr\'as integrais represtíntativas da fan^ao 
fix) = e/2 para x > 0. 

(c) Encontrc uma cqua^áo para a curva i ntcgral que passa pcío 
ponto (0. I). 


53-56 Gs carnpos dc dire^oes dados corrcspondem a uma das 
equagííes dil'erenciais abaixo. Identiñque a equa^ao diTerencial 
que combína com a figura e esboce curvas soiuqoes pelos pontos 


destacados, 

d v 


dv 

(a) ; -2 

(b) 


dx 

dx 

d v ■> 

(e) — = - 4 

(d) 

dy - c* 11 

í/a' 

dx 


53. 


4 >' 


t í 1 i / 
í í t t f 
t t t i t 
t t t ( t 

r f t * f 2- 

t i t t f / — 
4 r r f j r ^ 


6- 
/ ■ 

4' 

/ ■ 
■i. 


■x 2 \ 


—f} —4 —Z / - - 
r t t t t -2* 

t t t t f / ■ 

I t t t / -4- 
T t t i f S 4- S -N \ 
t t i t f -6 -r a. \ \ 


a \ m i 
a \ M í 1 
au m 
au i u 

NU U I 

s \ \ \ \ \ t 
4 * t t I I > 


4 i íj 

\ \ U M 
\ \ i i l 1 

\ \ \ \ \ l 

\ \ 1 

1 1 l 


54. 


-- ^ í> 

,— ^ ^ ^ ^ 

^4 

- — - ^ * 7 


■ J. 


^ / - 

-JM- 


4.v 

/ / t i t t 
/ t t t t 
/ / t i t ! 

/ f t I 1 I 
t f t t I i 

*-1 f t # r r x 


-6 -4 —2 / i k 

»- ■"“* ^ —2 
_ ^ ^ ^ / 

- - - -- _4 

^ ^ z 

—■ r- ** ■*■ * —■(■) 


■ ) M I M > 


/ ~ t 4 f 6 
/ f t t t r 

*-/ f t t t \ 
/ f t t i i 

/ / t t t r 
/ f t t t r 


45. Encontie a forma geral de uma ftmgao euja derivada segunda 
c \/x. [Sugesído: Resolva a equacao f'ix) — fx para fix). 
integrando ambosos ladosduas vczes.] 

46, Enconlre uma funcao / tal quc f '"(x) = x + cos x e, alcm disso, 
/(0) = 1 e /'(0) — 2. [Sngextdo: Inlegre yinhos t>s lados da equa- 
gño duas vczcs.] 

47-49 Hncontre umaequ4Caodacurvaque satísía/ as condiqoes 
dadas. 


47, Em eada ponto (y T y) dá curva, a inclinagao é 2x + 1; a curva 
passa pelo ponio (-3, 0). 

48* Ein cada ponto (x. y) da curva, a iiielina^ao é igunl ao quadrado 
da dlstancia entrc o ponto c o eixo y; o ponto (-3, 2) está na 
oiTva. 


4V, hm cada pon tc> (x. y) da c li rva. y satis faz a corid i gáo d y! dx' = 6v; 
a reta y - 5 - 3v d tangente á curva uo ponto onde v = L 

^50. Em cada parte, use iun CAS para resolver o problema de valor 
inicial. 
d v 

(a) — — jc"cos3x, y(W2) = —1 


(b) 


dx 

dx 


V y( 0) - -2 


dx (4 + 

9 51. (a) Use um recurso gráíieo computaeional para gerar urn 
campo de direyoes para a equaqao diferencíal dy/dx = x na 
regiáo -5 < x < 5 e -5 < y < 5, 

(b) Esboce algumas curvas jniegrais represeníativas da fun- 

qáo f(x) — X. 

(c) Eiicoritre uma equa^áo para a curva integral que passa pelo 
ponto (4, 7), 

9 52, (a) Use um recurso grafico computacional para gerar um cam- 
po de dirc^oes para a equa^áo diferencial dy/dx = ei'2 na 
regíáo -1 < x < 4 e -1 < v < 4. 


55, 


-6 


-i 


t - 6 
t * \ 
t - 4 

i 1 - \ 

t - 2 
t - > 

4—M- 


-2 \ 
i - -2 
t “ > 

i - 

í - > 
i —(5 


i>y 

- \ -1 

- \" t 
-\- t 
r \ — t 

- \ — i 

- \ ~ # 
4—*—H 


56. 


M ¿ f 

- ’i - í 

\ “ t 

- \ - r 

- \ - I 

- \ — t 


¡ .f 

-i—► 


-6 

/ 

/ 

/ 

f 

i 


*.>■ 

1 

bt 
t 
f 

*- f 
>-1 


-2 f 
f /- 2 
/ / / 

t f-4 

f t f 
f t- 6 


/ 

/ 

/ 

/ 

f 

t x 




/2 /4 /6 
-ffttff 
f 
t 
/ 

/ 


/ 
i. / 

^ f 
■- / 


ENFOCANDO CONCEITOS 


57. (a) Mostre que 

F(x) = ¿ (3x + 4) 2 e G(,t) = ^,r 2 + 4* 


diferem poi uma constante. verificando tjtie sáo aiuídei iva- 
das de mua mesma fmigáo, 

(b) Eneotnre a constante C lal tjue F(x) — (7(.v) = C, ealcu- 
lando Fíx) e G(a | em um mesino pomo x. 

(c) Vcrifiquc sua resposta em (b) simplificaiido algebrica- 
mcnte a cxpressáo /4 a) -* G(x) r 

58. Siga as mesmas orientagoes do Hxercfcio 57 com 


F(x) = 


A J 


,4 + 5 


e G(x) = 


5 


x 2 + 5 


59. Sejam F e G as fuiigoes defimdas por 


F(x) = 


x 2 + 3x 

x 


e 



a j > ü 
x < 0 


(a) Most re que Fc(J t é m a mesma der i vada. 

(b) Mosire que G(.v) ^ F(x) + C para toda constante C. 

(e) As partes (a) e (b) violam o Teorema 6.2.2? Explique, 
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fí(K Repi la o Exercfcio 59 usaudo 


F(x) — ln \x\ e G(.x) = 


2 + In á\ > 0 

I + ln( —t), x < 0 



6L 




x dx 


'■■f c 


62* / C0tg 2 Aí/x 


¥ ’■> 2 

63* Use as idemidades cos 20 = l - 2 seiL 0=2 cos 0 - I para aju- 

dara calctdaras imegrais 
(a) f sciru/2) dx 
6+ Lembreque 

d 


(M 


j cos 2 (.v/2) dx 


farc sec x\ — 


l 


qtie a lemperatura T sobe, Experimentos mosiraram que a taxa 
de varia^ao de v cm rdacao a 7 e 


úv_ 

ÜT 


«0S7 T _ m 


2\/273 


ondc e cslá cm pds/s e T. em kelvins (K). Enconlrc uma fórmu- 
3a que expressc v como uma fun^So de f \ 

66* Suponha quc uma barra de metal uniforme lenha 50 cm de com- 
primenio e esteja isolada lateralmente* enquanto as temperaturas 
nos extrcrnos sejam mantidas a 25 e 85 Ü C respectívamente. Su- 
ponha que o etxo x seja cscolhido conlbtme a figura abaixo e que 
a temperatura T(x) em cada ponto x satisfa^a a equa^ao 


d 2 T 
dx 2 


= 0 


dx MV-C - I 

Use isso paiii eonlbrir a Fórmula 14 na Tabela 6.2.1. 

65* A vdoddade do som no ar a 0 c> C (273 K, na eseala Kelvtn) e 
1.087 |tós por segimdo, mas a vdocidade v aumcnta a medida 

RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 6.2 


Encontre T U) para 0 < r v < 50. 


25°C 
€ 

o 


*PC X 

-> 

50 


Figuru Kx-66 


1. 

3* 

5* 


,v = e 4( + C 


F (x) — f(x) 2* (a) j rr. üx = Va + C (b) j cos x dx — sen a + C (e) j 4e 41 d: 

(a) “A 4 + \x 2 + 5a + C (b) tg a + cosscc a + C (c) 3e x + 4 in [a| + C (d) ^x^ 2 — j sen~ ] x + C 4* 2a + 1; x 2 + a + 3 

0 ‘ -- 
u, 3 


6.3 INTEGRApÁO POR SUBSTITUIQÁO 

Nesta secúü estudaremós uma téatica detwminada substÍtuiQño, que muitüs ve~.es pode ser 
mada para tmnsfonnar pmhiemas de imegragcw compücados em prohlemas mah simpíes. 


M SUBSTITUIQÁO u 

O mctodo da substituigáo pode sor motivado cxanunando-so a rcgra da cádcia do ponto dc 
visia da antidifcrcnciagáo. Com esse propósito, suponhamos que F seja uma antídei ivada de 
/ c que g scja uma fungao difereneiável. A derivadade F(g(x)) pode, pela regra da cadcia, ser 
cxpressa como 

d 


—i.p(s(A-))j = r<¿(A)) ? '« 
e, cni forma integral, scr escrita como 

F'(g(x))g'(x)dx = F(g (.0) + C 
ou, ainda, uma vez qnc F c uma antiderivada dc /, 

f(g(x))g'(x) d.x = F(g(x)) + C 


! 


(i) 


/ 


(2) 


Para nossos propósiios, seib util tomar u = e(v) e escrever du/dx = g r (x) na forma dífcrencial 
du = g+v) dx. Com cssu notaqao, (2) pode ser expressa como 


/ 


f(u)du - F(i¡) + C 


X) 
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O processo de cuícutm uma imegral üu foi mu (2) convertida na forma (2) com a subsütuiQáo 

u - g(x) e da - g*(x) dx 

ú denominado método da suhstituigao ir Aqui, nossa énfase nao ú a iníerpretaqáo da expres- 
sao dii - g'ix) dx. Bm vez disso t a notagáo de diferencial tem a fungáo básiea de servir coino 
unia maneira eonvcniente dc exccutar o método da suhstituigáo u, O exeinplo a seguir ilustra 
como funciona o mélodo. 


► Exemplo 1 Calcule 


/(.<= 


+ 1 ) 5(1 ■ 2x dx. 


Sohtgáo Se tomarnios u = x~ + U cntáo duklx - 2,v ? o que impliea da = 2x dx. Assim, a inte- 
gral dada ptKÍe ser cscrita eomo 


/«** 


+ ! ) 5f ' - 2x dx = 


/■ 


50 , 


du = 


« 5I 

51 


(jc 2 + 1) 51 

+ C = -—^p^ + C * 


É importante sabcr que, no inctodo da substituiqáo u, eontrolamos a escolha de u, mas, 
uma vez feila a eseolha, perdemos o eontrole sobre a expressáo resultante para du, Assim, 
no últinio exemplo, escolhemos u = x" + I, mas du = 2x dx foi calculado. Afortunadainente, 
nossa eseolha de u t combinada eom o valor ealeuíado de du t funcionou períeitamcnte para 
produzir uma integral envolvendo u que foi fácil de ealcuían Porém, em geral, o métododa 
substiluiqáo u falhará se o tt cscolhido e o du calculado pmduzircm um intcgrando cm quc 
pcrsístcm exprcssocs eiivolvcndo.i', ou Sc náo sóubcrmos calcular a integraí resultante. Assiin, 
por exemplo, a substituicáo u =x~ t du = 2x dx náo irá funeionar para a integia] 


/ 


2..v sen ,v 4 dx 


pois a subslilLtiqáo dá lugai á intcgrai 


/ 


sen tr du 


que continua nao podcndo ser ealeulada em tennos de fungoes conhecidas. 

Em geral, náo há um método seguro e rápido para escolher u, e, em alguns casos, ne- 
nhurna escolha de u funcionará. Em taís casos, outros métodos seráo neccssários, alguns dos 
quais seráo diseuLidos mais adiante. Fazer a eseolha apropriada de u virá eom a experiéneia, 
mas pode ser útil seguir o rotciro abaixo combinado com iun domínio das inícgrais básicas 
da Tabela 6,2. t. 


Roteiro para a Suhstitui^ao u 

Passu 1 Pi ücure alguma composigáo f(g(x)) dentro do integrando para o qual a subsli- 
tuigáo 


u = g ( x ), du = g f (v) dx 


produ/a utna intcgral expressa ínteiramentc cm tcrmos de u e de du. Isso pt>de 
ou náo ser possívet. 

Passo 2 Se o Passo 1 tiver sido completado com sucesso, tente calcular a iniegral resul- 
tanie em tcrmos de u. Novamenie, isso ptxJe ou náo ser possível. 

Passo 3 Se t> Passo 2 tivcr sido completado eom sueesso, subsütua u por g(x) para ex- 
pressar a rcsposía final em termos de x. 
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■ SUBSTITÜIQÓES FACILMENTE IDENTIFICÁVEIS 


As substituigoes mais fáceis ocorrem quando o integrando for a derivada de uma ftingáo conhe- 
cida, excclo por alguma constantc somada ou subtraídada variávcl independente. 


► Exemplo2 


/ 

/ 


sen (_x + 9) dx — f sen u du — 

I J 



(x - 8) 23 tlx = f it 

\ J 


— I u iy du 


04 

ir 

24 



— COS ll 


T C — 


+ C = — cos(.v + 9) -I- C 


(-v - 8) 24 
24 


+ C < 


U.m¡i oulra substítuigáo u simples ocorre quando o integrando c a derivada de uma fun- 
^ao conhecídUj exceto por uma constante que multiplica ou divide a variável iudependente, O 
exemplo a seguir ilustra duas maneiras de calcular lais integrais. 


► Exemplo3 
Sohtvdo 


Calcule 



cos 5x d x. 



I f I I 

— — J cos u du — — sen u + C — - sen 5x + C 

5 / 5 5 


Sohtvao ahernatim Há uma variagáo do proccdimcnto antcrior que e prefcrida por al- 
guns. A subsLituigáo u - 5x rcquer du = 5 dx. Se houves.se um futor 5 no integrando, enláo 
poderíamos agrupar 5 c o dx paru forjnar o du rcqucrido pela subsíítuiguo. Como nao há ta! 
fatoi; vamos inserir um fator 5 c conipcnsar pondo na frente da integral um fator úc i. Os 
cálculos sáo os seguintes: 


J cos 5xdx 


- f cos 5x + 5dx = - / cos u du 

5 J | 5 / 


ÍJ — S.T 
iht = 5ítx 


\ 

- sen tt + C = 


I 

- sen 5x + C 




Mais geralmcnte, a substituigáo u - ax + b, du - a dx funciona quando o integrando for 
uma composiqao da forma f(ax + b), onde/ú) é uma fungao faed de inlegrar. 


► Exemplo4 
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► Exemplo 5 Culcule 
Soíugáo S ubst i i ui n d o 



dx 

I + ‘ 



du — \/ 3 dx 


obtemos 



dx 

1 -b 5x 2 


_L f dtt 
./ I + a~ 



arc tg if + C — 



arc ig (v'+v) H- C 




As vezes, com a ajuda do Toorema 6,2.3, podemos calcutar uma integral complicada 
expressando-a como uma soma de mtcgraís mais simples. 


Exemplo 6 



í . . ^ 

— + seír 7i.x \ ax 


f dx f 2 t 

— j — + j scc^ nx dx 

I ** 1 ’ xix 

— / sec 2 udu 
71 j 


= ln |jc[ + 


— In \x\ + 



In \x\ H— tgíi + C = In |.v| + — tgjrjt + C 

7T 7T 


Os próximos quatro excniplos ilustram a substituigao u = ,g(A) em que g(A) c uma 
funcao nao-linear. 


► Exemplo? Calcuíe j sejr.vcos xdx. 

Sofiigáo Fa/c nd o u = SC n i, e n tao 

du 


dx 


— cos x j logo du - cos x dx 


Assim, 


/■ 


scn xcosxdx = 


/ 2 , 

í M ÜW — - 

7 3 


3 scn\v 

= — + C = —— + C < 
3 3 


ialcute J 


,vC 


► Exemplo 8 Calcule / -— dx. 

V* 

Solaqáo Fa/endo u — . v /+, cntao 

du 1 

~ = -7=^, lOgO 

dx 2VÍ 


du — 


dx ou 2 du = fi.v 
a: +.V 


J “= í'/a = J 2e u du — 2 J e u du — 2e !i + C = 2e^ + C 


Assim, 
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► Exemplo 9 Caícule / t*$3-5t 5 dt. 
Solti$a& 



1 H 


4/3 


25 4/3 


+ C = - 


(3- 5/ 5 )' 1 n + C < 

] 00 1 1 


► ExemplolO Caícule 
Solu^áo Subshtuin do 






du — e 1 dx 


oblemos 


f e* f dii 

I r ax — ¡ — arc scn u + C = arc scn (e ) + C ^ 

j j 


■ SUBSTITÜigÓES MENOS EVIDENTES 

O método du substituigao é relaíivamente direto, desde que o infegrando comenha uma com- 
posiyao j(g(x)) facilniente rccunhccível e seu resto seju um mültiplo constante de g*(xy Se 
isso nao ocorrer, o método ainda pode ser aplicável t mas pode exígir mais conias. 


► Exemplo 11 Calculc 


aí cu Ic j x 2 Vx — 


I dx. 


Soíu$áo A composigao y/x — I sugere a substituigao 

u " x - 1 f logo dii — dx 

Da pnmeira igualdade em (4), 


> 7 


x~ = (í/ + )) = /r + 2u + ] 


logo, 




J x 2 Vx - 1 c/.v — ^(/r + 2 « + 1 ) n/hí/íí = j(tr ' 2 + 

= ^í 7/2 +1« 5/2 + + C 

- pe - pa + í ( _ r _ pl + 2 (JC _ 1)3/2 + 1 


(4) 


► Exemplo12 Calcuie 




Safwfaíí As únieas composigóes visíveis no integrando sáo 

cos’' x — (cos a) 3 e cos 2 x — (cos.v)" 

Conludo, nem a substilui^ao // = cos x nem a substilui^áo íí = eos 2 x funcionam (veriñque). 
Nesse caso, náo há substítuigáo apropriada que seja sugerida pela composigáo eontida no 
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imegrando* Por oulro iado t note que, na Equaijáo (2) t a derivada g f (x) aparece como um fator 
do infcgraiKÍo, Isso sugcrc que escrevamos 

J cos^xdx — J cos 2 xcosxdx 

l' rcsolvamos a eq uagao du — cos x dx para u = scn al. Como scn" a + cos jc = 1, temos 
I cos^xdx = I cos" x cos.v dx — j (i — sen 2 x) cosxdx — J (1 —u 2 )du 


íí' 1 3 

= eí “ “ + C = sen a — - scn 1 x + C < 
3 3 


ExemplolS Caicuie 




onde a =¡= 0 é uma consUinle. 


Sotugao Uma manipuiücao algébrica simples c uma substituigao u apropriada nos permitejm 
usar a Formula í 2 na Tabda 6.2.1, 


/ 


dx 


a 2 + x 2 


\s 


1 + (x í a ) 



du 


] + w" a 


I I x 

— arc u + C = — arc tg — + C ^ 


a 


a 


0 método do Exemplo [3 leva as seguinles generaliza^oes das Fómiulas 12, 13 e 14 na 
Tabela 6/2.1, para a > 0: 



1 u 

- arc tg - + C 
a a 




— íirc sen —l-C 
a 



f du 1 

u 

+ C 

i „—.. — ..... ^ are see 

— 

J- uVu 2 — ü 2 ü 

a 




Exemplo14 Calcule 


/ 


dx 


V2 


x 2 


Sahi^ao Aplicando (6) com « = a = -V2 > obtemos 

dx 


/ 


x 




= arc sen 


</% 


+ c < 


DOMÍNIO DATECNOLOGIA 

Utirize um CAS para cafcular as fnte- 
grais do3 exomplos desta seíáo. $e 
a resposta do OAS diferir da do Iivro, 
coniirme algebricairienie se as duaa 
coincidem. Ejíplore o efeito de osar o 
CAS para sEmplificar as expressóes 
produzidas para as integrais. 


■ INTEGRAgÁO USAWDO SÍSTEyAS ALGÉBRICÜS COMPUTACIONAIS 

O advento dos sistemas algébrieos coiriputacionais lornou possível ealeular vários lipos de iii- 
tegrais que daríam muíto trabalho se íeiEos a máo. Por exemplo, em uma caleuladora manuai, 
o Deñve calculou cm questáo de segundos 


f 5x 2 3(a + l) 2 ' 3 (5jr — (\v + 9) 

f - ~rr dx = --—■ + C 

J (l-Kr) 1 ^ K 


iá o Mathemaüca^ em um eomputador, leva menos tempo aitHÍa. Porém T da mesma forma 
que nao se quer depender de uma calculadora para eaicular 2 + 2, tambérn náo se quer de- 
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pcrnicr dc um CAS para inlcgmr unia funquo simpíos como /(v) = r v 2 , Assim, mesmo que 
tcnhamos um CAS, c desejável quc dcscnvolvamos um nível razoávcl dc compctencía no 



intcgrais mais compUcadas. 


EXERCÍCIOS DE COMPREENSAO 6.3 (Verpágina 373para respostas ,} 


] T Inclíqtie a substiiui^ño tt, 

(a) j 3v 2 (1 + .v-)- dx — j ii 2 ' 


2 \lu 


sc II - 


c dtt = 


(b) 


j 2x son a J dx — j sen itdu 


se u = 


e du - 


tc) J TT*?- dx = J u du 


sc u = 


C du — 


(d) 


/ 


1 + 9x 2 
e du - _ 


dx = 


I rh. 


tí u se u ~ 


2, Calcule as iuiegrais do Exercício l. 

X Oblenha o inlegnindo que falta na integml da direila e que cor- 
fesponda h substituigíioi/ indícada. 


<a> 

(b) 


f 5{5x - Í)" I/ ! í/a- - j 
f (3 — lgjr)sec 2 -( d.X — I 


du\ u — 5.v — 3 


,0 / 


tt = 3 — tg.v 

ys + \/x 


(d) 


/«"*./ 


dx 


-/ 


í/h; fí = S + s/x 


í/¿í: íí — 3.v 


4, Calcule as inlegiais do Exercício 3. 


EXERCÍCIOS 6.3 0 Recurso Gráfrco fc] CAS 



L (a) j 2x(x 2 + 1)” ' dx ; tt = x 2 + 1 

/“ 

/ sen ^/í í/v; m — y/v 

,/ \fx 


(b) / cos 3 a sen .v dx ; m = cos v 


(c) 

(d) 


f 3.V ¿/.v ^ 

/ ; u = 4.v- + 5 


vV.v 2 4- 5 

2. (a) f sec' (4,v + I) </.v: u = 4.v + I 

(b) f yV i + -y 2 íív; w — 1 + 2 v" 

(c) J VserñzQ cos TtOdO: u — scrutO 

(d) j Qx + 7)(v 2 + 7:v + 3) 4/s dx; u = x 2 + 7v + 3 

3. (a) j cotg v cossec 2 v d.x; u = coiga 

(b) / (1 + sen r) 9 cosí dt\ u — í +senr 

(c) j cosifí/jc; « = 2x (d) J *se<+ 2 í/x; u — x 1 


4. (a) J x 2 V\ + v dx ; // = I +.r 

j fcossec (&en.v)l 2 cos.ví/v; h = s 


(b) 

(c) 

(d) 


J sen ( v — jt) dx ; í/ — jv — jt 

J (X* 


+ o- 


f/.v: w = v^ + 3 


_ / dx 

5. (a) / -——: u = m v 
J x ln x 

f * 

f scn 3 
/ ! + cos 


(b) 

(c) 

(d) 


- r/¡9; m — 1 + cos.lb 1 


f 

.1 1 + 


e 


i. (a) j 


x 2 dx 
I +v 6 


dx l li = í + c v 


; u — x' 


(b) 

(C) 

(d) 


f dx , 

/ — — ; ií = in a 

J .v V ; I — (lll .v) 2 

dx 


/ 


xs/9x 2 - 1 

íf.V 

++(i + x) 


\ tt = 3X 


; íf = ^/x 
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ENFOCANDO CONCEITOS 


7. Explique a relagao eutre a regra da cadeia para a derivagao 
c o mdtodo da snhstituigao í* para a mtegragao. 

S, Éxpliqae como a substítuigao u ~ ax -t- b ajuda a efeiuar 
uma tnlcgragíío em quc o intcgrando é/(av -r b) o J\x) d uma 
fungao fácii de iriegrar. 


9-50 Calcule as Ímegraiü usamlo uma subslítuígao apropríatla. 


9. f (4 v - 3) 9 dx 

'h 


seit 7x dx 


sec 4.v tc 4..v dx 


I5. J e 2x dx 
f dx 

17. / -== 

J f I ■” 4 . v 2 

19, j tvlt T + 1 2 dt 


l(h J x 'i/5 

12. / cos — l/ v 

J 3 

14. /s«l 5 «* 

-/I 


+ .V 4 l/.V 


1 + 1 6a 2 


dx 


21 ‘ / (! - 2.0 3 

23 ' / (5* 4 + 2) 3 d 
25. J e Sí ‘ 


‘/ 

• I ~ 

' ^4 - 5,v ; 

■/ 


24 


j: 2 + 1 
v/v 3 + vv 
sen(1 /a) 


.2 


Jv 


cos .v J.v 


íV.v 


■ J x '~ 

•/+ 

■/ 


éT^' v/.v 


Ja 


scn(S/.v) 


dx 


33, J cos 4 3/ sen 3r f/ / 

35. j xscc 2 (x 2 )dx 

37. í cos 4í) V2 - scn 40 dB 

”■ / yrr 

41. I sec 3 2 a tg 2 a dx 


f sen( 

’ J ~ 

• l x ^ 

f e x + 

* / - dx 

J e x _ c X 

■h 

32. f - C ~^— dx 

J sfx 


j cos 2t$£ñ* 2tdt 
cos 48 


26 


28 


30 


dt 


+ 1 

sec 2 {*fx) 


34, 


36. 


/ 


38 


(Í + 2sen4+) 4 
. I lg 3 5.vsec 2 5xdx 


d9 


scc 2 x dx 


5 

r 

,4 


f SC 

40. / —- 

J COS^ i 


scn S 


d 9 


«• / 7 


s 2 e +1 

42, j [ sen (sen 8) | cos 8 dO 

44. j dx 


45, 


f dx 

J Jxe a ^ ] 


47. 


49. 


dx 


46, . 

/ -75 - = dv 

f JI7+ l 

48. 

/ a v 4 — a <7.v 


/ V^FTT 

J sen 3 28 d$ 

50, j scc 4 37 d0 [Swgmáfo: Use uina identidade IrigonométricaJ 

51-54 Calcule cada intcgral modi tkaudo. inícialmetUe. o formato 
do integrando e eniáo fa/endo uma subsliujigáo apvopriada, 


51 


•/+ 


dt 


a / 


[ 1 n (e?' ) + ln(c )J dx 54. / coíg a dx 


•/ 


dx 




55. (a) , 

f dx <h'i 

r dx 

(c) 

t/.v 

J 

f v'9 - J 

f 5+.v 2 




/’ ÚA' 



56, (a) 

/ , (7a- (b) 

\¡9 - 4.r 2 

(c) 

dx 

J 

f 4 + plr j 



•) [ + 
/ Xxfx* 


,T 


■ v': 


57-59 Calculc as intcgmis supondo quc /i 6 um intciio posílivo c 
que b = 0, 


57. / {a + bx )' J f/.v 


'•/ 

, J sen " 


58. j 


+ ¿JA (/a 


r rj (fj + /?a' ) cosúf + /?a) í/a 

pO. LJs-c utn CAS para veri íicar as rcspostas obüdas nos Excrci- 
cios 57 a 59. Se a resposla produ/ída pclo CAS nfio cstivcj L dc 
acordo com a stitg mostre que elas saoequivaléiUes. | Sngestfto; 
Usuários do Matheumtica podem achar muito util aplicar o co- 
mando "Simplify” a lesposta.J 


ENFOCANDO CONCEITOS 


61. (a) Calc u 1 a i 1 a í ntegra ] j' sen r .v cos jc <7a por do is méto- 

dos: primeiro fazendo u - sen x c, ciepois. u — cos .v, 

(b) Expliquc por quc as dnas rcspostas aparcntcinenLe dí l'c- 
rentes de (a) sáo realmenle equivalenles, 

62. (a) Calctile a imcgral j\5x — 1 j~ dx pordois métodos: 

primeiro elevando ao quadrado e integrando e, de- 
pois, fazendo u = 5.v - ]. 

(b) Expl ique por que as dtias respostas aparentementc dife- 
rcntescm (a) sao realmente eqnivalcntes. 
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G3-6S Resolva os pmhlcmas dc valtir inicmL 

63. ~ = V5.v + I, v(3) = -2 
dx 

d v 

64* — = 2 + sen 3x, v(w/3) — 0 
dx 

65, - 7 - = —e 2 \ v((» = 6 
dt 

66. £ = ' v í-» = - 

di 2 5-t9t 2> \ 3J 30 

-]67,{a) Ciilculc f [ x /vV + 1 ]dx. 

(b) UseumrecursográficoparagemralgumáscuTvasiniegrais 
típicás dc f(x) = x{\fx- + I sobre 0 iiuervalo (—5, 5X 


F^ 68 . (a) Calcule f[x/{x 2 + } ) | dx . 

(b) Usc u m rccurs o gráfi co para gcra r a I gu mas c u rvas i ntcgrai s 
típicas de J(x) - x/(x~ + I) sobro o intervalo (-5* 5). 

69. Encontrc uma íunpáo / tal quc a 1 nclinagao da rcta tangente em 
nm ponto (.v, y) da cuiva y = f(x) ¿ V'3.v + \ . e a eurva passa 
pelo ponto ( 0 , I), 

7t). 8 u ponha qu e u ma populagáo p dc ras c m u m I ago esl á esl i mad a 
no comcgo dc 2005 em í 00.000 e que o modélo de crescimen- 
lo para a populagSo p(i) supOe que a taxa de creseimento (em 

i. Í*JTi 

milhares) após ; anos scrá de p (0 = (3 + 0. ¡2í) '3 Estime a 
populaqáo projetada pam o comcpo do ano 2010. 

71. Deduza a Fórmula ( 6 ) de integraguo. 

72, Deduza a Pórmula (7) de integragüo. 


✓ RESPOSTAS OOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 6.3 


1 , (a) 1 +j: 3 ; 3x 2 dx (ó) .r 2 ; 2xdx (c) 1 + 9-v 2 ; 1 #xdx (d) 3v; 3 dx 2, (a) ~(1 + x J ‘) 2h + C (b) — cos.v 2 + C 
(c) ln(l + 9 .í 2 ) + C (d) arc tg 3x + C 3, (a) íi " 1 ^ 3 (b) —u (c) 2 ffñ (d) 4. (a) §(5jc — 3) 2 '-- + C 

(b) -J(3 - tg x) 2 + C (c) §<S + + C (d) + C 


6,4 A DEFtNigÁO DE ÁREA COMO UM LIMITE; NOTAgÁO DE SOMATÓRIO 

Nosso ohjetivo principaí nesta segáa é usar a método do retñnguh para ohtermos ama 
defhupfiü mütematicamente precisa da u área soh uma curvaPara simplificur nossos 
cáicuios, comegaremos discntmdo uwa notagáo útil para expressar somas extensas em itm 
fonnato compacto. 


Valor 
final ú& k 

isso nos diz 
paia súmar 

Valor 

inicial de k 

Figura 6,4*1 


>E/w 

k = m 

_t 


■ A NOTAQÁO SIGMA 

A notagáo a scr discutida nesta seqao 6 denominada notagáo sigma ou notagáo de somatário, 
pois utííiza-se da letra grega maiúscula X (sigma). Para ilustrar como essa notagao fundona, 
considcrc a sonrn 


l : + 2 3 + 3“ + 4 2 + 5~ 

na qual cada Lermo 6 da lorma k 2 \ ondc k c um dos inteiros de I a 5. Com a notagáo signia, 
essa soma pode ser eseríia como 

£** 

k-\ 

a qual se ¡e “somaiório de k\ para k variando <le ¡ a 5'\ A notaqao nos di/ para formar as so- 
mas dos termos quc resuliam quando substituimos k por iiueiros succssivos na expiessáo k\ 
comcgando com k= 1 e acabando com k = 5. 

Brn gcral, se f(k) for uma fungao <ie k e sc m e n forcm tais que m < il cntao 


ií 


E /<« 


(i) 


k—tu 


denota a soma dos termos que rcsulta quando substituímos k por inteiros sucessivos, come- 
gando com k - m e acabando com k = n (Figura 6.4* I). 
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► Exemplo 1 


J2 C = 4 l + 5 ; ' + (r + T + K 1 


t=4 

5 


^2jt=2-]+2-2 + 2- 3 + 2- 4 + 2- 5 = 2 + 4 + 6 + 8+l0 


fr-l 

5 


^( 2 ¿- + 1) = 1 + 3 + 5 + 7 + 9+ 11 


t -0 

s 


^(-l/(2Jt + I) = 1 - 3 + 5 - 7 + 9 - I ] 


t=0 

I 


53 k* - (-3 ) 1 + (—2 ) 5 + (-l ) 1 + 0 1 + I ; ’ = -27 - 8 - 1 + 0 + 1 


k ~-3 


E /kjr\ ii "Itt 3jT 

k sen I — = sen —h 2 sen-h 3 vSen — 

t =, Vs; 5 5 5 


Üs números m e n em (]) sao ehamacios, respectivaniente, de íimites inferior e superiar 
do somütório ; a letra k é eharnada de indice do komatório Nao 6 csseneial o uso de k como 
índice de somaLórío; qualquer ouira lelra pode ser usada. Por exemplo, 

Ai Ja i Ja i 

5r- Zi ° E; 


í= I 


J = 1 


íl= J 


todos denotain a soma 


1 [ l 1 1 

‘ + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 


Sc os limites inferior e supcrior do somatório forctn iguais, cmao a “soma" cm 11) sc 
reduz a um único termo. Por exemplo, 


E * 3 = 23 e E 7 

k=2 (=1 


I 




I 


-h 2 1+2 3 


Nas soinas 


E 2 e E - 3 

í=i /=0 

a expressao á díreila de E náo cnvolve o índíce do somaióriov Em tal caso, tomainos todos os 
terrnos da soma como sendo Íguais, um para cada valor admissível do índiee do somatório. 
Assim, 

5 2 

^2 = 2 + 2 + 2 + 2 + 2 e + x 3 + 

¿=1 ;=0 


■ MUDANDO OS LIMÍTES DE SOMATÓRÍOS 


Uma soma pode ser escrita de mais de uma maneira usando a notagao sigma com litnites de 
somatórios difcrcmcs e somandos correspondemcmciue diferentes. Por excmplo. 


5 4 7 

532/ = 2 + 4 + 6 + 8 + 10 = 53(2/ + 2) = 53<2* “ 


1 = 1 


/=0 


k=y 
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V 

As ve/fís queremos mudar u notagao sigma de uma dada soma para ouira, com diferenies 
limites no somatórío* 


► Exemplo 2 Expresse 


£3“ 


eom a notagao de stjmaldrio de forma que o limiie inferior seja 0 cm vez de 3 . 


Sofit^ao 


E 5 ^ = 5 ' +5 2 +5 3 +5 4 + 5 5 


= 5 0+1 + 5 l + l +5 2+i +5' us + 5 4+1 


= ^5 /+t =^5 i+1 * 
/-o a-=o 


■ PROPRtEDADES DE SOMA3 

Muílas vezes é convenientc f ao enuneiar propi iedaclcs gcrais de somas, utilízar uma lctra 
subserita eomo a k em vez da notaeao funcional f(k)> Por exemplo. 


5 5 ? 

V ak - a¡ + a 2 + «3 + + «5 = Y/ 1 ! = a k +2 

A=l /—! fc=-1 

jf w —2 

E a * = a \ + a 2 H- ^ a n = Y1 (I Í ~ ZJ aM 

/=l 1 


Nossas primeiras propriedades dao regras básieas para a manipulagao dc somas. 


6.4J TEORKMA 


n 


(a) = c E a k (se c nao depender de k) 

k=\ 


k= I 
n 


rr 


o>) Ei fl( + b c - E at + E í>( 


Jt=i 

t¡ 


¿=i t=i 

h n 


(<•) - b c = E - E /)( 


1 


e=i jt^i 


Vamos provar (a) e (b) e deixar (c) como exercfcío. 


demónstra(;ao (a) 

n 

Y' catt — ca 1 + cü 2 -t-+ ca n 

k= I 


« 

= C{¿7| + «2 + " ■ + fí;r) = C 'Y í/¿ 

k= 1 
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IJEMGNSTRApAO (&) 

It 

) = (#1 + b\ ) 4- («2 + + - -h (¿#1 + ^ir) 

*=1 

n li 

= («] + ¿Í2 + ' " ‘ + a n) + (pi + hj + * * ' + b n ) — ttk + I 

Jt= 1 


Em palavms, podemos enuncíai o Teorema 6.4,1 como segue. 


(a) Um fmor con&kmte pode sermovido pamfom do somatório. 

(b) O somatório se distribm sobre somas , 

(r) O somatérÍQ se dismbui sobre difereugas. 


■ FÓRMÜLAS DE SOMATÓRIOS 


O tcorema a seguír enumera algumas t’órmulas utcss de somas de poténeias de imeiros. As 


dedu^óes dessas fórmulas podem ser enconiradas no Apendice C, no Volume 2. 


OOMINIO DATECNOLOGIA 


6.4,2 TE.OREMA 


Os CAS fornecem meios para en- 

m 

n 




conlrar fórmulas fechadas como as 

E** 

= 1+2 

+ 

■ ■ ■ + 

do Teorema 6.4.2. üse um CAS para 


k= \ 




confirmar as fórmulas daqueie íeo* 






rema e, entáo, encontre tórmulas te* 

(b) 

E * 2 

= i 2 + 

T 

+ - 

chadas pam 


Jt=l 




n íj 

W e w 

(c) 

¿P 

= i 3 + 

2 S 

+ ■ ■ 


n(n + 1) 


n(n + l)(2f? + I) 


i-1 


k=i 


n(n + 1) 


7 


_ 3Ü 

► Exemplo 3 Calcule ^k(k + I), 

Jt=r| 


DOMÍNIO DATECNOLOGIA 

Muiros recursos computacionais for- 
necem alLjuma maneira de calcufar 
somas expressas na noia^áo sigma. 
Se o leitor dispuser de urn desses 
recursos, use-opara conferir a veraci 
dado dos resultados do ExompEo, 


SoflH+tO 


30 


30 


30 


30 


£>{* + i) = £> 2 + *) = £> 2 + JQ k 

k= l Jt=l Jt=l k= l 

30(31)(6i) 30(31) 


+ 


= 9920 


Teorema ). (b) 


Em tórni tilas taLs como 


ir 


E* = 


n (n + 1) 


(.>u \ + 2 + - —|- n — 


n(n + I) 


Jt=sl 


o lado esquerdo da igualdade 6 chaniado dc uma soma em forma aberia , enquanto o lado 
direiio é chamado de forma fechada, a fonna aberta indica os termos a serem somados, en- 
quanto a fcchada e uma fórmula explícila para a soma. 
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n 


Exempío4 Expresse ^(3 + í) 2 eni forma lochada. 


Jtr-l 


Sühí{üü 




Y^(3^4+5^ + - ' , + (-' ) + /j)" 


k= 3 


= [F + 2 + 3^ + 4^ + 5^ + ■ ■ ■ + (3 + ) - J ~ [J + 2 +3 | 



(3 + b)< 4 + n)(7 + 2n) 1d \ m , 2 , „ 3 , 

-—— --i — 14 =; -(13n + 2ín 4 + 2n ■) + 

6 6 


■ A DEFINIQÁO DE ÁREA 

Passamos, agoia, ao prohlemade dar uma deílní^ao precisa do que signiñca a “área sob uma 
eurva”. Específicamerire, suponha que a fungao/seja contínua e nao-negativa no intervalo 
[ío />J e quc R denote a regiáo dclimitada infcnormentc pclo eixo a, laleralmciUc pcias rcias 
verticais x - a e x = h e supcriormente pela curva y = f{x) (Figura 6,4.2), Usando 0 mctodo 
dos rctangulos da Sc^áo 6.1 T podemos molivar a defmi^áo da árca de R como segue. 

* Dividimos o intervalo [rr ? h\ em n suhintervalos iguais inserindo n - ! poníos iguaí- 
mente espagados entre a eb c denotamos esses pontos por 

A ), A'2, . . , , A/¡_ ] 





(Figura 6.4.3). Cada um desses suhintervalos lem comprimenlo (h - a)fn , que costu 
ma ser denotado por 

b-a 
Ax — —- 


n 


Acima de cada subintervalo eonstruímos um reiángulo cuja altura é o valor de/em 
um ponto arbitrariamente seiecionado no subintervalo. Assim, se 


r * 

*1 + A 1 - 




+ v; 


dcnotam os pontos sclccíonados nos subinlcrvalos, cntáo os rctángulos tCm alluras 
f(jc |)./(.<) C áreas 


f(x*)Ax, f(xf)Ax . f(x,,)Ax 


(Figura 6.4.4). 


* A uniáo dos retángulos íorma Liina regiáo R /t , cuja árca pode ser eonsideradu como 
uma aproximaQáo da área A da regiáo /?; 011 seja, 

A — área (R) % área (/?„) = /(x/)A.r + /(x'J)Ax + ■«♦ + /(.t/)A,t J 

(Figura 6.4,5). Isso pode ser expresso mais compaetameiue na nota^áo sigma como 

n 

f( x D Ax 

k=l 


l ? igura 64,4 
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O lEmitó &m (2) cteve $er imerpreiado 
assimi dado unrt número f > 0 qual- 
quer. a desígualdade 


* - ¿ /<-**>** 


Ér-.I 


< í 


vaJe para n auficieniemente grande, 
independentemente da escolha dos 
pontos . 


• Repetimos o processo usando eada ve/ mais subinLervalos e deñnimos a área /í como 
o "Eimíte " das aproximatjoes dadas pelas áreas das regides R tl quando n cresce scm 
parar Assini, dclinimos a áreu A por 

n 

A - lim Y' flxt)bx 
k=\ 

Resumindo, temos a definigáo seguinte. 


6,4.3 Dt'FiNicÁo (Área Sob uma Curva) Se a fungáo / for eontínua em [a, b] e 
sc flx) > Ü para eada x em \a, entáo a área sob a curva y =f(x) c acima do intervalo 
[a, /> j é deñnida por 

II 

A = lim V f(xt)Ax (2) 

n -*■ -s-w *•—' ■ 
k= I 


Há uma cfiferen$a 6 o interpretagáo entro 1¡m„ e lím, onde n represonta um intoiro positivo e x 
represonta um númGro roak Adiante estudaremos dGtñlhadamsnto os ümitesdo tipo iini lt mas por 
enquamo basta dtéer que as técnicas oomputacionais qoo esfivemos utifisando para os Jimitos do tipo 
lítii, ht ^também vafem para Itfiv 


Üs valores dc .t*, xj, ..., jc* em (2) podem scr escolhidos urbítrariamentc, portanto é 
conccbívcl que escolhas distintas tlcsses valores possam produzir valores distintos dc A. Sc 
isso fossc possívd, cniáo a Dcfinigáo 6.4.3 náo scria uma delinigáo aceitável de área. Fcli/- 
mente, isso náo ocorre; prova-se cin disciplinas avangadas quc, se/for contínua ('coino csta- 
mos supondo), entáo resulta o mesmo valor de A, índependentemente da escolha dos ponlos 
x *, Na prática, esses pontos sáo cscolhidos dc alguma forma sistemática; algumas escolhas 
comuns consistem em tomar sempre 


* o extremo esquerdo de cada subintervalo, ou 

* o extremo direito de cada subintervalo, ou 

* o ponto médio de cada subímervaio. 


Para sermos maís espccííicos, suponha qnc o intcrvalo |¿o b | tenha sido dividido cm n 


partcs íguais dccompnrncnto Ax = ( b — a)h\ pelos pontos .vj, xi *..+, e sejam jc 0 = a c 
y„ - b (Figura 6.4.6). Entáo, 


Xt¿ — a + kAx pura k — 0. 1, 2, + * *, n 


Assim, as escoihas do cxtremo esquerdo, do cxtremo direito c do ponto médio para 
x*, x?.x* sáo dadas ppr 




= xí-_i = a + (f - \) Ax 


Fslrcmo Lsquei ilo 


= X{ : = a 4- A Aa 


Hxtreino direita 


XÍ — |»4 + x k ) = a + (k - P A.v 


EVmto mdtJio 


(3) 

(4) 

( 5 ) 


ci u + Ax íf + 2Ax ü + 3Aa * * - a + {tt - 1 )Ax b = t; + fiAx 

-9 - * - * - » - \ - • - • — 

\* —Ax ■ ■>!< -•Ax ——A r f—* + i- — ÁX '—*| 

Xf> X¡ A 2 Xj X^i x n 


Figura 6.4. ú 







































Capítulo 6 / Integragao 379 


Sempre que foríipiicávelj escolheremos o méiododa antíderivada para encoiurar áreas, 
Contudo, os exemplos a scguir ajudam a rcfor^ar as idcias c|iic acabamos dc discutir 


► Exemplo 5 üse a Deñnigáo 6,4.3, eom x£ dado pelo extiemo direito de cada subinter- 
valo, para enconírar a área cntrc o gráñco dcfix) - x 2 c o intervalo [0, 11. 


S&Iu^üo O comprimento dc eada subimervalo é 


Áx = 


h - a I - 0 I 


n 


n 


n 


de modoque seguc por (4) qisc 


xt = a -b A'Aa = — 
* n 


Assim, 


k =1 k=l k=i K ; k=i 




n(n + 1)(2 n + i) 


Píirit (//) do Teonema 6.4.2 


do que scguc que 


I I 

= T- + ~ + 


3 2 n 6#í“ 


ÍJ 

A - lim ¿ f(xt)Ax - lim ( ^ + -- + Aj 
n -*■ +* *—* fi -* \ 3 2n 6n - 

k=\ v 


I 

3 


Ohscrve quc isso 6 consistente corn os rosultados ua Tabcla 6.1.2 c a díscussao a respcito na 
Seqáo 6.1. < 


Na resolugao do Exemplo 5* uüli/amos uma das fdrmulas dc 'iormas fechadas 1 ’ de 
somatórios do Tcorema 6.4,2, Os rcsultados a scguii rcsumem algumas conseqücncias do 
Tcorema 6.4.2 que podcm ajudar no cáiculo de árcas pcla Dcfiniqfro 6.4,3. 


6.4*4 teorkma 


(a) lim ™ 

H -* T* n 


L , = 1 


Jt=i 

n 


(c) lint 4+^ = .!. 
« ri s 3 


n 



1 

2 


(d) lim -7 — 7 

w -> +sc *—* 4 

/:=] 


Dcixamos a cargo do leitor dcmunstrar o Tcorcma 6,4.4. 

'U,' 

► Exemplo 6 üsc a Deíini^áo 6.4.3, com x'¡ dado pcio ponto médio dc cada subintcrvalo, 
para encontrar a área abaixo da parábola y = f(x) = 9 - x“ e acima do imcrvalo [0,31, 

Soluqño O comprimcnto de cada suhintervalo 6 

h -a 3-0 3 


Áx = 


n 


n 


n 
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de modo que segue por (5) que 


= a + ^ 


1 


x k = ü -t \ k — - ) Ax = I k — - 1 I - 


=H)G 


Assim, 


f(x*)Ax = [9 - {*J) 2 JAjc = 


9 - (k 2 - 


k + 


4 



m 


27 27 , 27 27 

_ _ 


n u 


n 


do que segue que 

n 

A — líiTi f(xT)Ax 

n -+ +* k 


Jt=J 

n 


X-/27 27 2 27 

= Um >-r k~ + —7' 

«”* +«f—j' \ n tr n 


21 

4//^ 


= lim 27 

n —* +2t 




Í4 



= 27 


1 . 


1 -r + 0--—0- i 
3 2 


= 18 


Tcrarc-ma 6.4.4 



{£/) 



■ ÁREA LÍQUIDA COM SfNAL 

Na Deliniqao 6.4.3, supomos que/seja conlínuae naomegaíiva no intervalo [a, h\. Se/for 
comínua e tomar tanto valores positivos quanto negativos em [cj, b\, entao o liniíte 


íí 


lím Y f(4)Ax 

n -*■ +» *—* ' k 


( 6 ) 


k=\ 


nao mais repiesenta a área entre a curva y — f(x) e o intervalo [a, h\ no eíxo x\ o limíle repre- 
senta agora uma diferen^a de áreas - a área acinia de [ü, b\ c abaixo da curva y - f(x) menos 
a área abaíxo de [a, b] e acima da curva y - fix). Cbamamos isso de área líquida com sittal 
cníre o gráfico dc y = f(x) c o intcrvolo [a t h\ . Por exemplo, na Figura 6.4.7Í;, a área líquida 
com sinal enire o curva y -f[x) e o iiuemio [a, h] é 

(Aj + A !fr ) -A lf =[área acima dc [a, b]} - [área abaixo de \aj?}] 

Paraexplicarpor que o limitc em ( 6 ) representaessa área iíquidacom sinal, vamos subdividir 
o intervalo [ü, h] da Figura 6.4 .la em n subíntervalos iguaís e examinar os terrnos da sorna 




J^f(x¡)Ax 


(V 


k-i 


Se /(.*/) for positivo, entáo o produto J(x¡:)A\- representa a área do retángulo corn altura f(xf) 
e base Ax (os retángulos azu! escuro na Figura 6.4. Ib). Porém, se f(x¡) for negativo, emáo o 
produto f(xf) Ax ó o negativo da área do retángulo com altura | /<a/)¡ e base Ax (os retángulos 
a/ul daro na Fígura 6Á.7b). Assim, (7) representa a área iotal retánguíos a/ul eseuro menos 

v 

a arca lotal dos retángulos a/ul daro. A mcdida que crescc, os retángulos a/.ul escuro pre- 
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Assim corio na Defini^áo 6.4.3, pode 
$&r provado que sempre exisie o limi- 
te em (ñj e que o m&srno vaior ü& A 
resulta, independentemdnte da esco- 
iha do$ pomos no$ subintervalos. 



Figura 6.4.S 


euchem a$ regíoes com áieas e e os a/u I ciaro, com A Jn o que explicu por quc o limite 
em (6) representa a area total com sinal entre y=f(x) e [cl b\, Formalizanios ísso na definigao 
seguinte. 


íi*4*5 dhfini^áO (Área Lüfitida com Siiial) Se a fun£&D/for ccntfnua eni \a> b], en- 
táo a drea líquida com sinal A entre a curva y =/(.v) e o intervalo [a* h\ e delinída por 


fí 


A = 


lim 

K -* + Sc 


/(.v,*)A,v 


k -1 



► Exemplo 7 U$e a Dcíinicao 6.4.5, eom xt dadopelo extremo esquerdo de cada suhínterva- 
!o, para enconlrar a áiea Iíquida com sinal cntre o grátlco de y — x — I e o intervalo [0,2]. 


Só lugíio O co m pri mc n LO de cada subi n lcrva I o c 

_ b-a _ 2-0 _ 2 
n n n 

de modoquc scguc por (3) quc 


x¡ = a + (k - I )Ax = (k - 1) 0 j 


Assim, 


n 


n 


n r 


y] /(.v*)A.v = ~ ua* = ]T 


k = í 


k= I 


(k - 1) 


k-í L 
n 


}) 


~ 1 


2 

n 


= E 


/=i 


X\k-X-- 


n 


n- 


n 


do üuc seguc quc 


A = lim T f(xf)Ax = IIi 

ri +5 g f t n 

¿=1 


m 

+DC 


4 '¿P 


n 


n \ n 


E' 

k=l 


n 


E' 


= 4 | 2 1 -0- I -2- I =0 


Tcurema 6.4 4 


Como a área Ifquída com sinal é nula, a árca abaixo do gráíico de/e acima do intervalo 
[0, 2] deve ser igual á área Á 2 acima do gráfico de/e abaíxo do intervalo [0,2]. Fssa conclu- 
sáo está de acordo corn o gráíico de/tnostrado na Figura 6.4.8. M 


m APROXIMAgOES NUMERICAS DA AREA 

Enibora o metodo da amiderivada, discutido na Segao 6.1 (e a ser estudado com mais detalhes 
adianie); seja geralmente mais eficiente do que a DeJlnigáo 6.4.3 para calcular áreas exatas, 
essa definicaoé útil paia aproximar áreas. Segue dessa definigáo que, se n é grande, entáo 


n u 

J2 M)Ax = Ax J2 /(4) = A-vi/up + /(4) + ■ • • + /(4)! (9) 

k=\ k =l 

6 uma boa aproximacao da área A, Se uma das Fórmuías (3), (4) ou (5) for usada para es- 
eollier os pomos x'j. em (9), enlao di/emos que o resultado é a aproxima^do pelo extremo 
esquerdo, a aproximagao pelo exíremo direito ou a aproximaqao pelo ponto médio da área 
A , respectivamente (Figura 6,4.9), 
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Fi^iira 



► Exemplo 8 Encontro as aproxii’nagócs polo oxtiemo esquerdo, polo extremo dircito c 
pelo pomo médío da área abaixo da curva y “ 9 — x 2 acima do imervalo [0, 3], com n ~ íü, 
n - 20 o n - 50 (Figura 6.4.10). Compare a precisao dossos tros mótodos. 


Solu^áo Os dotalhes dos cálealos para o caso n = 10 ostao exibídos com seís casas decimaís 
naTabela 6.4.1, o os resultados de lodos os cálculos estao dados naTábelá 6.4.2. No Exemplo 
6, mostramos que a área exata é 18 (ou seja, 18 unidades de área), de modo que, nesse caso, 
a aproxima^ao pelo pomo médio é mais precisa do que as aproximagóes pelos extremos. Isso 
também é evidente geometricameme a partir da Figura 6.44 l. Nessa íigura, também pode- 
mos vcr quc a aproxímaqáo pelo extremo csqucrdo supcrcstima a árca c a aproximagao pelo 
extremo direito a subestima. Adiante nestc íexto, investigaremos o erro que resulta quando a 
árca 6 aproximada pda regra do pomo médio, < 


Tabela 6.4.1 




rt = 1 0, Áx = 

(// “ a)Íti 

= (3-0)/10 = 03 





At J 3í(>X J Vl ACAO 

ACIÍOXIMACAÍ) 

Al’JíÓXIM ACÁO 


PEL.O 

HXTHEMÍ? I.SOLFí’KDO 

PEtO E 

íXTRiíMü niRHrro 

l’íil.O IX) NTÜ MJÍDEO 

k 

i-* 

X k 

9-(4) 2 

x * 

X k 

9 -{4? 

' x í 

9- (.v*) 2 

] 

0.0 

9,000000 

0,3 

8.910000 

0,15 

8.977500 

2 

03 

8,9100(>0 

0,6 

8,640000 

0,45 

8,797500 

3 

0.6 

S,640(MK) 

0.9 

8.190000 

0,75 

8,437500 

4 

0.9 

8 J 90000 

1.2 

7.560000 

3,05 

7,897500 

5 

13 

7,560000 

1,5 

6,750000 

3 35 

7 J 77500 

6 

L5 

6,750000 

1.8 

5,760000 

3,65 

6.277500 

7 

13 

5,760000 

2.Í 

4.590000 

3,95 

5 J 97500 

8 

2 j 

4,590000 

2,4 

3,240000 

2,25 

3,937500 

9 

2,4 

3,240000 

2,7 

1,710000 

2,55 

2,497500 

10 

2,7 

] .710000 

3.0 

0,000000 

2,85 

0.877500 



64350000 


55350000 


60.075000 

Av ¿ /(■*?) 

1 


(03)(64350000) 

= 19305000 


(03X55350000) 

= 16,605000 


(03X60,07500® 
= 18.022500 
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ass 


Tabela 64*2 


11 

Al fc R(}X[MACÁÍ> PN-O 
KXTRENM) KSQUHR ])0 

AKROXIMACÁO 3 + 1.0 

KXTkt-VIO DIKKITO 

ArROXEMAC’ÁO 
PKLO IX)NTO MfilMU 

3 0 

19,305000 

16,605000 

18,022500 

20 

18.663730 

17.313750 

18,005625 

so 

18,268200 

17.728200 

18,000900 





A aproxrmagao peto 
extremo esquerda 
superestima a Srea 


A apmximagao ps !0 
extremo diresto 
subestima a área 


A aproKÍmagáo pelo 
ponto médio é melhor 
que as pelos extremos 


lügurii 6.4*11 


EXERCÍCíOS DE COMPREENSÁO 6.4 (Verpágina 386 pam respostas) 


1. (a) Escreva a soma de duas maneiras: 




(b) Expresse a soma ! 0 + 10' + 30' + 10 + EO' usatido notagáo 
de somatório. 


(b) Os extremos esquerdos dos subiutervalos sáo __. 

(c) Os pontos médios dos subintervalos sáo_. 

(d) O s cxtremos tl i rci tos dos su bi nterva I os s áo_, 

4. Encon rre a aprox i inagáo pd o cxtrcmo esqucrdo da área cn (rc u 

■T¡ 

curva y — y c o intcr\ r alo [1.3] usando n — 4 subdivisócs iguaís 
do intervalo. 


2* Expressc a socna em forma feehada. 

fí n 13 

(a) V k (b) YV bk + n (c) J2 

k=i k=l k= í 

3 * Divida o intcrvalo [ L 3 ) em n = 4 submtervalos de igual ta- 
manho. 

(a) Cadíi subintervalo tcm comprimento__. 


5* A aproximagáo pclo extremo direito da área 1 íquida coin sinal 
entre y ~flx) e o intervalo [a, b] 6 dada por 




E 


6 k + í 


Encontre o valor exato dessa área líquída com sinal. 


EXERCICIOS 6.4 [c CAS 


1* Calculc 

3 


(a) Yk- 


k=\ 

5 


(U) £ i 


ii=0 


(b) ¿(3 j - I) (c) (í 2 - ») 


j=2 

4 


i'=--4 


(e) £(-2)* (0 £ 


sen íítt 


¿■=0 


J4 — I 


2* Calculc 

E ¿7T 

i seti — 

k=\ 


5 


(d) 2]2 




JI4 ■ 3 


5 

(b) 

20 

(c) £ 

/= o 

1=7 

lí 

(e) 

n=l 

]0 

(0 

k =0 
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3 -s Escreva cada expressao com a notagao de somatório, 
nnas nao a calcule. 


3* I + 2 + 3 + r r r -l-1 () 

4* .V I +3-2 + 3 ■ 3 + ™ +3-20 


5* 2 + 4 + 6 + S + ” +20 6 * 1 + 3 + 5 + 7 + - + 15 

7. 1-3 + 5-7 + 9-11 8 . I -3 + J -5 + Í 

9 * (a) Expiessc com a noíacao dc somatórío a soma dos ínteiros 
pares dc 2 a 100 , 

(h) Exprussc com u nota^üo dc somaiório a soma dos iiueíros 
ímparcs dc ] a 99, 

10* Expresse com a notagao de soinaiório 

(a) rtj ~ a 2 + fí 3 - £í 4 + £í s 

(b) — ¿j /?2 "i" ^3 “ ^ 

(c) a (l + f/, + a X" + — + a )S x 

(d) íí + {íb + fi b' + Xb ' + f j/?“ + 


11-16 Use 0 Teorema 6.4.2 para calcuiar as somas e verilique suas 
respostas usando um recurso computacional. 



20 

14. £> 2 15. 

Á=4 

6 

k>. Y]a- - A' 3 ) 

Á=l 


ÍOO 20 

y](7A- + I) 13, VV 

Á«J Á=1 

XÜ 

52 *<* - 2 )(t + 2 ) 

Á=1 


17-20 Éxpresse as somas etn forinas fechadas. 



~cl¿l* Para cada tima das sonias obtídas nos Exctcjcíos ]7 a 20. usc 
um CAS para vcriíicar suas respostas, Sc a resposta produzida 
pcio CAS nao estiver de acordo com a sliío mostre q lcc ambas 
sSo cquívalcrttes, 

rt 

22. Resoiva a equa^áo k — 465, 

á=i 


23-25 Pxprcsse a fun^áo de n em forma lecbáda e entao encomre 
0 iimite. 


23* lim 

rt -++V- 


24* lim 

II—r +y- 


1 -f 2 -1- .1 -f' ■ ■ * 4 /í 


/t 2 


1 - + 2 ' -j- 3 J + ■ • • + 


ir' 


25* 


5k 


iím T — 

rt -+ + 's. *—' ; j 

í = I 


26 


fJ “' 2 Jt 2 


* htn Y — 

Á=l 


27. Expresse I + 2 + 2 2 + 2 ' 1 + 2' J + 2' na noia^fio de somatório com 

(a) j- 0 com o 11 mí te i nfc r i o r d o so tnatórío 

(b) j ~ ] como limite inferior do soinatório 

(c) j = 2 como limile interior do somaiório 

28. Expresse 

¿>2‘ +J 

k=5 

na nota^áo de somatório com 

(a) k = I como limite inferior do somatório 

(b) k - 1 3 como limitc stipei íor do somatório 


ENFOCANDO CONCEÍTOS 


29* (a) Escrcva as trós prímciras c as duas ültimas parcclas da 
soma 

4 




Explique por que cssa soma dá a aproximagáo pclo 
exlremo direito da área sob a curva y - r v J aciiua do 
intervalo | 2 .5J r 

(b) Mostre cjue uma mudan^a adequada na variaqao do fn- 
dice do somatório de (a) pode fomecera aproximagao 
peio cxtrcmo esqtierdo da íirea sob a curva v — x 1 acima 
do intcrvalo [2, 5], 

30* Pmn uniii funtjao/que é contíuua cm [v?, b\, n Dcfini^áo 6,4.5 
diz quc a árca líquída com sinal A eiure v -/fv) e 0 intcrvalo 


|¿j* /; | ó 


A = lim y f(x¡) A.v 

n -+ +s ¿—* " 
k— E 


Dé interpreta^oes geomélricas para os símbolos fi . e Av. 

Expiique como imerpreutr o limite dexsa defini^áo. 


31-34 Div idá o intervaio especificado em n — 4 subiruervaíos de 
iguai tamanlroe entüo calcuie 

4 

k—\ 

tomando aJ como (a) 0 extremo esquerdo de cada subintei valo* 
(bj o ponto médio de cada subíntervalo e (c) o extremo direito dc 
cadia subintervalo. Ihistre cada partc coni um gráfico dc/quc in- 
chii os retángulos cujas áieas estao reprcscntadas na soma. 

31* J{x) = 3x + 1 ; [2, 6 ] 32* j{x) = l/x; [1,9] 

33* fix) = cos j 0. ^ í 34* fix) = 2jc -[-1,3] 

35-3 E Use um recurso coiuputacionai com capacidadc para tiaíai 
de somatórios ou um CAS para obter um valor aproximado da árca 
entre a curva y — /,v) e 0 imervalo cspecificado coin // — 10, 20 e 50 
subintcrvalos usando a aproximagáo (a) pelo cxtremo csqucrdo, 
(b) peio poiuo mcdio c (c) pdo extrcmo diretto. 

¡C]3S. Av)= l/.r; 11 . 2 ] 03f../tr) = 1 tx\ [1.3] 
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@ 37. /{*) = ^fx ; [0.4| W\ 3K. f(x) = sen jc; [0 . tt /2 | 


39-44 Use n Deíinígao 6.4,3 tomando a/ como o extiiemo direíto 
de cada subimervalo para encontrar a área sob a cuiva y-f(x) aci- 
ma do ímcrv r alo especílicado. 

39, f(x) = xf 2 ; [1,4] 40. f(x) = 5 - xi[(h 5 \ 

41. f(x) = 9-r: [0,3] 42. fíx) = 4 - [0,3] 

43. /í.r) ^a-'; [ 2. 6) 44. /(.,) = 1 -r'; [-3,-1] 

45-4ñ Use a Delmigáo 6.4.3 tomando xf como o extremo esqiter- 
áa de cada subimervalo para cncüiurar aárea sob a eurva y = J[x) 
acima do ¡ntci valo especificado. 

45, f(x) = x/ 2 : [l,4| 46. f(x) = 5 - .v; [0. 5 ) 

47. f(x) =9 - x 1 ; [0.31 48. f(x) = 4 - ^v 2 ; [0. 31 

49-52 Use a Definigao 6,4,3 tomando x¡. como o ponto médio de 
cádü subintervalo para cncontrar a árca sob a curva y -fix) acima 
do intervaloespeeificado. 


49. f(x) = 2 x; (Ü. 4| 50. f(x) - 6 - .v; [ L 51 

51. /ú) =x 2 ; [0, 1] 52, /(A-) = .t 2 :|-U| 


53-55 Usc íi Dellnigíio 6,4,5 tomando xf como 0 extremo direiiü 
dc cada subintci valo para encontrar a área líqmda com sinal cntrc 
a curva y =f(x) c o intcrvalo cspecificado. 


53* f(x) =.v; [-L {}. Confira sna rcsposta com um argumento geo- 
métrico simpies. 

54. f(x) - [-1.2]. Confira sua resposta coin um argumento geo- 

métrico símpJes, 

55, fíx) = a 2 - I: [0,2] 56, fix) =x; [-1. 11 

57, Use á Deíinicáó 6,4.3 tomándo xf coino 0 extremo esquerdo 
de cada subiinervalo para encontrar a área abaixo do grálico de 
y - mx e acima do intervalo \a m b\* onde m > Ü e a > 0, 


58, Use a Delinigáo 6,4.5 tomando x¡. como o extiemo direilo de 
cada sLibintervalo para encontrar a área Ikpiida com sinal cntre 
o gráfico íle y = mx e 0 intervalo \a, b]. 


59, (a) Mustre que a área abaixo do gráfico de y = x' e acima do 
intervalo [0. b J e fa x Í 4 . 

(b) Enc 01 ) t re ti ma l’órm ul a para a árca abaí x 0 de y = x e ac i ma 
do intervaío \a.h |, onde a £ 0. 


60. Encontre a área entre o gráfico de v = fx e 0 intervalo [0, 11. 
E Sugcstño: IJse o resultado do Exereícío 25 da Segáo 6.1.] 

61. Unia anista deseju criar uma fnrma rudímentar dc triángulo, 
usando ladrilhos quadrados unilornics colados pcías arcstas. Ela 
coloca n ladrilhos cm fila para fomiara basc do triángulo e, eniáo, 
iáz cada linha sucessiva dois ladrilhos mcnorcs quc a preccdcnte. 
Aehe uma fórmula para 0 nümero de íadrilhos usados 11 a pcga, 
[Sítgí’stíicy. Sua resposla irá dopender de t¡ ser par ou iinpar. | 


62. Uma artista deseja criar uma eseultura eolando esferas uni- 
formes. Ela crta uma base com formato retangular que iem 50 


esferas de um lado e 30 esferas do ouiro. Emño, ería earna- 
das sucessivas colando esferas no sulco da camada preccdcntc. 
Quantas esfcras Írá tera escullura? 


63-66 Considerc a soma 

4 


D' 


■(k+\y-k : 'i = \X' - 4 3 ] + [4' - 3 3 ] 

*-* + [3 1 - 2 3 ] + [2 3 - ! 3 ] 

= 5 3 - l 3 = !24 

Para síntplifieaiv Jistamos as parcelas em ordem invertida. Observe 
eomo o caneelamento possibilitou que a sotna se retraísse como 
um telcscópio, Dizcnios quc uma soma c telescópka quando urna 
parte de eada parcela cancda outra de alguma parcela vizinha. 
deixando somente partes da primeira e da última parcdas sem 
cancclar. Calcule as somas tclcscópicas nos cxcrdcios. 


17 


sn 


63. 


“Elí- 1 


20 


65. y f ± - - 1 

I 12 a. 


A=! 

]í)0 


k + l 


J 2 (k -)) 2 

fcmi 

67. (a) Mostrcqtie 

1 I 

- .J ■ ■ ■ | 


66. £(2 l+l - 2*) 




1 


tt 


1■3 3-5 

Sugestao: 




(2 n - 1)(2 n + 1) 2#í + í 

X _ 1 / 1 1 

(2 ti - 1)(2/i + 1) ” 2 


(-1_ 

\2h — 1 2 tt 


+ 1 


(b) Lisc 0 resiilmdo de (a) para encotitrar 

n 

litn V 

n -*■ ¿—*' 


I 


m-mik+í) 


68, (a) Mostrcque 


1 I l 

+ ——- q* --- + ■ * - + 


1 


u 


{ 


12 2 3 3 4 

\ \ 


n (n + I) n + 1 


Sugestao: 


I 


n (n + 1) n tt + 1 


(b) U sc 0 resu 11ado d e (a) pa ra encontrar 

rJ i 

Hm ¿ y 

n —r t ( £- | 


+ * , t?\ k(k + 1) 


69. Seja x a média aritmética de n núineros .v r x^... x n . Use o Teo- 
rema 6,4.1 para provar qnc 




i=í 


70. Seja 


ir 


s=E 


ar 


k =0 

mní 


Mostrc quc S - rS = a- ar ' e, porianto, 

, — 1 — l 




(i “ at 




í - r 


(r ¿ I) 


(Uma soma dessa forma c dcnominada sorrwgeométrica.) 
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73, Em cada parte, reescreva a soma, se necessário, de tal l’orma 

que o limitc ínfcríor scja íícro, c cntao isí>c a fórmuia dcduzida 

no Excrcício 70 para calculár á soma, Vcrifrquc suas rcspostas 

usando um rccurso computacionaL 
20 ,10 100 . 

(a) ¿3* (b) £ 2 * (á D-l)* +l ? 

*=1 

3 72, Em cada partc* faga uma conjcciura sobrc 0 limite usando um 
CAS para oalculur a somu pará n - 10, 20 e 50; entao, vcri- 
ñquc sua conjectura usando a íórmula do Excrcído 70 para 
cxpressai a soma cm fornia fediada e, assim. encontrar cxata- 
mente 0 limite. 

n \ ' J /V\ k 

(a) lim (b) lim T U 

ír _> +. K 2 k U / 

Jt=0 t=l v 7 

73. Escrevcndo por extenso as somas. determine se sao válidas as 
seguintes identidades 


(a) 


(b) 


/ 


£ 

dx 




If/á-v) 


F = l 
t¡ 




dx = y/ [~ f fi(x)dx 

<■=1 ^ J 


=£lé»i 


L r —! 


í=l 


74. Quais das seguiirtes identidades süo váiklas? 

W £b i £a£b l (b) ±%-±«/±h 


| = I 


1=1 i=l 

Ff * ^ 


f=! 


/= I / (=] 


«=) X>ME«' 

r=I V, d' — E 

75. Provc a parte (c) do Tcorcma 6,4.1 

76. Provc 0 Teo re 111 a 6.4,4, 


^ RESPOSTAS DOS EXERClCIOS DE COMPREENSÁO 6.4 


1 


1 


n(n + I) 


fi (tt + 1 H 2 tt + 1) 


[. (a) _-(b) 10 l 2, (a) —(h) 3 u(n + I) + « (c) — —— - - 3. <a)<),5 <b) I; 1,5; 2:2.5 


2k 2(/3-1) 


A-=] 


6 


(c) 1.25: 1,75; 2,25; 2,75 (d) 1,5; 2; 2,5; 3 4. 6,75 5. 


3« 2 +4h 

lim - t—- — 3 


«*-► +■* /r 


6.5 A INTEGRAL DEFINIDA 


it+<í<u introduziremos a tw$ao de "i'níegraf definida ", que relacíona o conceilo de área 
a outros conceitos importantes, tais como compnmmto, volume, densidade, prohahílídade 
e tmbalho. 




m SOMAS DE RIEMANN E INTEGRAL DEFINIDA 

Em nossadefinigáo de área líquidaeoni sinal (Definigao6.4.5), supusentos que, paracada tuí- 
méio posítívo n, o íntervalo \a % b\ foi subdividido em n stibintervalos de mésmo coniprimento 
para criar as bases dos retSngulos da aproxiinagao. Para algumas fungoes, pode ser mais eon- 
veniente utílízar retñnguloseom bases de eomprimentos diferemes (vcrExerefeio 39); eontu- 
do, se quisennos exaurir uma área eoin relángulos de larguras dííerentes, e importanteque as 
subdivisoes sucessivas sejain construidas dc tal rnodo que as larguras dos reiángulos tctidam 
a zero com n cresceme (Figura 6,5.1). Assim, devemos eviiar o tipo de situagáo que ocorre na 
Figura 6,5.2, em que nunca e subdividida a metade da direita do íntervalo. Se perniitíssemos 
cssc tipo dc subdivisao, entao o crro na aproximaqáo náo Lendcria a /cro com n crcsccntc. 

Uma partiqao do intervalo [a t b\ 6 uma colegao de pontos 


a = < x t <.v, < ■ - ■ <A,„_, <x K =b 

que dividem o intervalo if/, b\ cm // subíntervalos dc eomprimentos 

AX[ = X[ — VOt Aao = T \o — Xi, AX} — — ao,.,,. Ax n — x,¡ — x tl -1 

Dizemos qne a parhqáo e regular se os subintervalos teni, lodos, o mesmo comprimenlo 

b-a 

áx k = Ax =- 

n 
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No caso de uma parti$áo regular, as larguras dos retángulos da api oximagao tendem a /ero 
quando n ciescc. Como isso nao precisa scr o caso para tcxía parti^áo, prccisamos mcdir o Ti ta- 
manho" dessas larguras de alguma maneira. Umaabordagem é deuoiaro maíor comprimento 
de um subinieE valo por max Ax t . A magnitude max Av, é denominada norma da partigao. Por 
exemplo, a Figura 6.5.3 mostra uma partiQño do intcrvalo [0, 6] em quatro subíntervalos de 
norma igual a 2. 


Ingura 6,5 + 3 


K —Axi -►I-í-A^^+K 


-A-S'; 


■>H’—A.v, 


■+I 


(} 


3 

■T- 


'í 

1 


max A,V X . - A r v ;í - ^ - * - 2 


Se quisermos gencrali/ar a Deíinigao 6,4.5 para perniitir subíntervalos de comprimen- 
tos dífereEites, clcvcrcmos substituir o comprimento constantc Av pclos comprimcntos variá- 
veís Ax k . Uma ve/ feíto isso, a soma 


íí n 

f{x M k )Ax é substituída por f(xf )ñ,v> 

jt=L k=l 


Alguns autor&s usam o símbolo |j A¡: 
em vez de niíix Av ( para a norma da 
panii;io 3 caao em quo max » 0 
deve ser tfocado pof; ; A|| —> (X 


Tambíím devcmos trocar a expre.ssao n — > +oo por alguma que garanta que o.s eomprímentos 
de lodos os iníervaios tendam a /ero. Para ísso 7 ulilízaremos a expressao max Ajr ( . —» U. Utili- 
zando nosso conccíto inmitivo dc área, espcramos que a área Iiquida com sínal entre o grático 
de/e o írtiervalo |¿í, b\ deva salisfazer a equagao 



] t m n 

ltl[t\ A.l'r —» 0 ^ 


(Daqui a pouco vcrcnios quc isso ocorrc*) O iimitc que aparccc ncssa cxprcssao c um dos 
conccitos rundamcniais do Cálculo Integral c eonstítui a base da deliní^ño seguínte. 


defini^ÁO Di/cmos quc uma fun?áo/é integrável cm um imcrvalo fechado fi- 
nito [a, b\ sc o limite 

n 

'! m A4) Ajc * 

max A.v* —* 0 ¿ — J 
*= I 

existir e nao depender da eseolha das parti^oes ou da escolha dos pontos x k nos subinter- 
vaios* Nesse caso t dcnotamos o limite pdo sfmbolo 



quc c denominado integral definida de/de a até b. Os núineros a c b sao denominados 
timite de integraqao inferior e tiniite de integragao sitperior , respectivamente, e f(x) é 
de n om i n atio integrando. 


A notaqao usada para a integral dciinida mcrece algum comentáiio, Historicainente, a 
exprcssao ”/(.v) dx era inlerprctnda como uma “área infinítesimal” de um relángulo dc altura 
fix) e base “infmüesimar dx. Fntáo, a árca total sob acurvacra obtlda “somando” essas ureas 
infinílesiniais. O símbolo “f" é um ;i $" cspichadoqucera usado para indicaressa soma. Para 
nós, o sfmbolo Ífc / í7 de integral e o símbolo “dx" podctn servtr para ícmbrar que a intcgral defi- 
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iikhi é realmenie o limiie de um somatóno quando &x k —* 0. A somaque apareee nu Deíiniqáo 
6*5,1 é ehamada de soma de Riemann c a integral definída é T ás vezes, denominada integrai 
de Riemann, para homenagear o matemálieo alemao Bemhard Riemann s que formuíou niui- 
tos dos coneeitos básícos do Calculo Integral. (A razao para a scmelhanqa entre as notagoes 
dc inlcgral deíinida c intcgral indcfíiiida scrá esclarecida na próxima seqao, ondc cstahclece- 
rcmos nma rdagáo cntrc os dois lipos dc “integragáo”.) 

ü limite que aparece na Dcfmigáo 6.5.1 é um poucodiferente dos íipos de limite discu- 
tidos no Capíluio 2, FaSando um tanto vagamente, a inlengáo da expressáo 


n 


Im Yf (4) A Xt = L 


rím ñ.tjt 0 

k-\ 

6 transmilira idéia de que podemos foiqaras somas dc Riemann a ficarcm láo próximas quan- 
toquisermosde U independentemcntedaescolha dos vukires dc.vj, tomundo a normadapar- 
tigáo suficicntenicntc pequena. Embora scja possívcl dar uma dcfmiqáo formal dcssc limilc, 
simplcsnicmc vamos usar argumcntos intLÍlivos scmprc quc aplicarmos a Delinigáo 6.5A, 
Enihora a íuncáo náo prccise ser contínua em um intervalo para poder ser integrável 
ncssc intervalo (Excrcfcio 35), cslarcmos mtcrcssados hasicamcntc em intcgrais dcfinidas dc 
fungoes conlmuus. O teorema u seguir, que enunciamos sem prova, diz que, se uma funcáo é 
contínua em um íntcrvalo fechado fiiuto, entáo essa fungáo é integrável nesse intervalo, e sua 
integial delinida é a área líquida com sinal entre o gráfico da funcáo e o intervalo. 


6.5* 2 tkc>rf xiA Se itma fimeao f é cotiünua em nm in term io [a,h]>entao Jé hnegrável 
etn \a, b] e a área Uquida com sinai A entre o gráfico defe o intervaío [a f b\ é 



Georg Fríedrich Bemhard Riemann (1826-1866) 

MateEtiático alemáo. Benthard Riemami, como é eomu- 
mente conhecido, era filho de uin ministro proiestante. 
Reccbeu de scu pai a cdueagáo clementar e com pouea 
idñde mostrou talento em Adtmética. Em 1846, entrou 
na Univcrsidade de Gottingen pam estudñr Teologia 
e Filosofia, mas logo transfenu-se para a Matemáiica. Estu- 
dou ífsica com W. E. Weber c Matemática com Carl Fiiedrich 
Gauss, considerado por algtins o maíor matemálico de todos os 
tempos. Hm 1851, recebeu seu Fh.!> sob a odemagáo de Gauss 
e permaneceu em Gottingen para lecionar. Em 1862, um inés 
após seu casamento, sofreit um ataqnc dc plcunsia e pcrmane- 
eeu exlremamente doeiUe pelo restante da vída, Fíiiñlmente. 
SUCumbiu á tLibercLilose em t 866. com 39 anos. 



O trabalho de Riemann em Geometria esiá cercado de 
uma história interessante. Para sua aula iimodutória, antes de 
tornar-se professor assistenre, submeteu trés fópicos possfveis 


a Gauss. Gauss surpreendeu Riemann, escolhendo o que ele 
mercos gostava, os fundamentos da Geometria, A aulu parecia 
uma cena dc fllme. O velho c enfraquecido Ganss, um gigantc 
cm seu tcmpo, obscrvando intcnsamentc seu jovem hrílhantc 
protegído juntür ás partes de seu trabalho em um sistema hdo 
e completo. 1 )lzem que Gauss ficou ofegante de prazer quando 
a aula chegava ao lim c voltou para a easa maravilhado com o 
uiicnto de seu estudanle. Gauss morreu pouco dcpois. Üs resu!- 
tados apresenlados por Riemanu naqueledia acabaram sendo 
a ferramenta fundamental, usada por Eínstein cerca de 50 anos 
depois. para desenvolver a teoriada Relatívidade. 

Além dc scu trabalho ein Geometria, Riemann fcz grandcs 
contribuigoes k teoria das fungoes complexas e á Ffsíca Mate- 
mática, A nogüo de integral deánida, presente na maioria de 
cursos de Cáiculo, é a ele devida. Sua morte prematura foí uma 
grande perda para a Matemática, uma vez qtie seu trabalho era 
biilhante e de importáncm fundamental. 
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A Fúrmula (1) segue da integrabilidade de /, que nos permite utilizar quaEquer partiqáo para calcular a inte- 
gral. Em particular, se utilizarmos parti^úes regulares de [íí. b], entáo 

h — fi 

&X(: — &X — - 

/í 


para cada vabr de k, Isso implica que masc At, = (h- do que segue que max Ar. -+ 0 se, e somente se r 
n —> +cv, Assim, 


/' 


f(x)dx— lim 

mai A.ri • 


■ 0 n > \ ■» L —^ 

A=1 Í=J 


Nas casos mais simpícs T podernos calcular integrais definidas de funcoes comínuas 
usando fórmulas da Geometria plana para calcular áreas com sinal. 


► Exerrtplo 1 Esboce a regiáo cuja árca csiá representada pela iniegral 
a iniegral usando uma fórnuda apropiiada de Geometria. 


dcEinida c calcule 





(x + 2) <ix 



Soíugao (a ) O gráfico do imegrando é a icta hori/omal v - 2; portanto, a regiao é um retán- 
gulo de altura 2, estcndcndo-se sobre o intervalo dc I até 4 (Figura 6.5.4a). Assim, 

2 dx ~ (árca do rciángulo} = 2 (3) = 6 



Solugao (b) O gráfico do intcgrando é a reta y - x + 2; portanio, a regiáo é um trapézio, 
cuja basc sc estende de .v - -1 a x = 2 (Figura 6,5.4/?), Assim, 


I 


15 


f (x + 2 ) dx = (áreado trapézio) — ^(1 + 4 ) (3) - — 
/- ] 2 2 


Solu^ao (c) () gráftco de y “ J 1 dd x - ¿ o semiefreulo superior dc raio 1 e centro na ori- 

gem; portanto, a regiáo c o quarto de círculo superior dircíto estendendo-se de x = 0 a v = I 
(Figura ó.5.4r). Assim, 



x 2 dx = (áreado quarto de círcuto) = -jr(I 2 ) = 

4 




t igura 6SA 
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Cálculo 



► Exemplo 2 Calcule 


(a) f~U- 


I) dx (b) / (x-Y)dx 


/ 
J o 


Solu^áo Ü gráfico de v - x - í está ria Figura 6.5.5, e deixamos a cargo do leíror veri- 
ficarque arnbas as regioes triangulares lém área No imervalo [0, 2| T a área líquida com 
sinal é A\ — A 2 = \ — i = Q e, no imervalo 10, l] s a árca tíquida coni sinal é —A 2 = 
Assim, 


y ■ 


jC 


(x “ 1) dx ■ = ü e 


5 / 

/o 


Ú - I) í/.v - 


(Lembrc que no Exemplo 7 dá Seqáo 6.4 utiiízamos a Defimqáo 6.4,5 para mosirar quc c nula 
a área líquida com sinal entre o grálico de v = x - 3 c o inlervalo [0/2],) M 


m PRGPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINÍDA 

Supoe-se na Deíiniqáo 6.5.1 quc [a+ b) 6 um íntcrvalo liníto fechado com a < b c, portanto, 
o limitc superior dc íntegraqao dc uma intcgral dcíinida c maior do que o hniíte inícrior. ii 
convenienle, porem, estender essa definiqSo para ineluir os casos em que os limitcs de nite- 
graqáo sáo iguais ou o limite inferior 6 maíor do que o superior. Com cssa fimilidade, laremos 
as seguimes definiqoes especiais. 



6.5.3 DEFÍNICÁO 

(a) S c íí csti ver no do min i o dc /. de ñ ni mos 



x ) dx — 0 


C b) 5e / fdr integrávd cm [a, b ], de t i nímos 



f(x ) dx - - 



f(x)dx 


A parte (u) dessadefiniqáoé consislenie com a idéia intuitivade que a área enire um pomo no 
cixo x e a curva v = f(x) dcva ser zcro (Figura 6.5.6/ A parte (b) da dcfimqao é simplcsmcnte 
umaconvenqáo ütil; elaestabelece que, intercambiando-seos limites de integraqáo, inverte-se 
o sinul da intceraf 


► ExemploS 



* 


líscinplo I {cji 
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Uma ve/ que a& imegruis definidas sao dadas pi>r uni límiíe, eias herdam muítas das pro* 
priedades dos limites. Por cxemplo, sahemos cjue constantcs podem scr movidas atraves do sinai 
de limíte e que o limite de uma soma ou díferen^a é a soma ou dilerenqa dos íimiies. Assim, o 
leitor nfio deve se supreender ccim o teorema a seguir, enuneíado sem prova formal. 


6*5.4 ítoRt’Mv Se f e g forem integráveis em \a, //| e se cfor itma constante, etttao cf f 
f + g e / - g sao integráveis em [a h\ e 


(a) 


(h) 


f 

f' 

*til 

/* 


cf(x)dx = c f(x)dx 


■f 


pb rb 

I/(jr) + g(.r)]í/jc = / f(x)dx + f g(x)dx 

*J(i «f(l 

ph ph 

(C) I [/(.v) -g(x)]dx= I f(x)dx- g(x)dx 

Ja J a 


A parte (h) dessc tcorema pode serestendida a mais do que duas fimeoes, Mais precisamente* 

■ b 


au 


f./i (*) + hix) + ■■■ + f„(x)} dx 

fh fh fh 

= f Mx)dx+ / fi(x)dx-) -+ f f„(x)dx 

J a Ja J& 



Algumas das propriedadcs das íntegraís definidas pndem ser molivadas inlerprctando- 
se a integral como umaárea. Por cxemplo, se / for contínuae náo-negativa no íntcrvalo |a, h\ 
e se c Ibr um ponlo entre a e enláo a área soh v = f(x) e aclma do intervalo [a, h} pode ser 
dividida em duas pai tcs e expressa como a área soh o gráfico de a a c mais a área soh o gráfico 
de c a h (Figura 6.5.7), Ísto é. 


f 

Ja 


f(x) dx ~ jf f(x)dx+ I f(x)dx 


Esse e um caso espeeial do teorcma a seguir sobre integraís definidas, o qual enuncíarcmos 
sem prova. 


6 .5.5 TKORKMA 57" f for integrável em um intervaío fechado contendo os tres pontos 
a, h c c, entño 

f f{x)dx= f f(x)dx+ f f(x)dx 
Ja Ju J c 

naó importando como os pontos estejam ordenados. 


O teorcma a seguir, que cmmciurcmos sem prova, tambcm podc scr moíivado íntcrprc- 
tando as intenraís dclinidas como áreas. 
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A parte (í?) do Teorema 6,5,6 afirma 
que é possível integrar ambos os !a- 
dos de urna desigualdade fix) > £(.0, 
sem alterar o serHtdo ria mesma, 
Caso h > ffl amt>as a$ pades do too- 
roma continuam válida$ se irocarmos 
* por <, > ou ■= em toda parte 


6.5,6 THOHEMA 

(a) Se / for mtegrávei em /;] e /(,t) > 0 para lado x em [íí, /;]„ entao 



x) dx > 0 


(b) Se f e g forem imegráveis em |íí, b [ c f(x) > g(A) para todo .v em \t¡. b |, entao 



f¡x) dx > ( g(x) dx 



Figura 633 



Figury 633 


Gcometricanienie f a parto («) desse tcorema estabelcee o fak) óbvio de que, se / ioi' náo- 
negaliva em [ti, /;]* entao a área líquída eom sinal entre o graíico de f e o íntervalo [íi, b | c 
tambem nao-negativa (Fígura 6,5.8), A parte (h) tem urna inteipretagáo simplcs quando /c 
g forem nao-negaiivas em \a y b\, aíim’iando que* se o grálico de/ naopassa por baixo do de 
g, entao a área sob o gráñco de / e pelo menos táo grande qtiamo aqucla sob o gráfico de g 
(Figura 6.5.9). 


►- Exempto 4 Calculc 


f (5-3VI -x*)dx 
Jú 


Soíit^do A partir das pat tes (a) e (c) do Teorema 6.5.4, podemos eserever 

/ (5 - 3V'' 1 — x~ ) <¡x — / 5dx — f 3%/1 — x 2 dx = / 5dx — 3 / V 1 —x 2 dx 
J o J a J o Jq Jq 


A primcira inícgral dcssa difcrenga podc scr intcrprctada como a árca dc um tctangulo dc 
altura 5 c base I; portamo, seu valor é 5 e, peio Exemplo 1 T o valor da segunda iitlcgral é jt/4. 

n=5-- 

4/ 4 


l C5-3/ü3*)d* = 5_3(J)=5-^ 


■ DESCÜNTENUIDADES E INTEGRABILIDADE 

O problema de determinar precisamente quais fungóes sáo integráveis é bem complexo e loge 
do contexto dcste livro, Porém, cxistcm alguns resultados basicos sobrc intcgrabiüdade que é 
importantc conhcccr; comcqarcnios com uina dcfiniqáo. 



/é limitada em [a, /;) 

Figura 6.5JO 


6,5.7 okhmoáo Dizcmos quc uma fun^áo / dcfinida cm um intcrvalo / c iimitada cm 
/ se existir um número M positivo taí que 


- M < /( x) < M 

para todó x em f Gcomcti ícamcnfc, isso sígnifica quc o grático dc / no intcrvalo / fica 
enlre as retas v = — M e v = M. 


Por exemplo, uma fungáo eoniínua / é limttada em quaiquer íntervalo finito feehado, pois o 
Tcorema do Valor Extremo (5.4.2) impóe que / tenha um máximo e urti mmimo absolutos 
no intervalo; logo, seu gráfico está entre as retas y - -M e v - M, desde que M seja grande o 
suficientc (Figura 6,5,10). Ao contrário. uma funqáoque tcm uma assíntota vertical dentrode 
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/ nao é iimitada em [<f, b] 
Figiirü 6,5.11 


um ímemlo nüo é limitada ntíssu intervaio, pois seu graíico dcntro dele náo pode ser forga- 
do a ficar entre as retas >' = -■M c y = A/, nao iinportando quáo grande ñzerinos o valor de M 


(Figura 6,5 ^11)* 

() teorema a seguir, enunciado sem prova, lisla alguns fatos sobre a íntegrabilidade de 
fungoes com dcscontinuidades. 


6,5.8 TKOBEM \ Seja f attia funcdo definida ettt um intervaloftnito feehado [a h\. 

(a) Se f tiver unt númetvjinito de desconfimúdades em [«, /;], masfor Umitada em [a, b] t 
enrao é mtegrável cm [a, b\. 

(b) Se f naofor Umitada em [a, b ] t ernáo ndo é integrável em [m /?[ 


íf EXERCÍCIOS DE COMPREEÍSISAO 6.5 (Verpágina 396para respostas.) 


1, Em cada parte, tise a parti^áo de [2,71 da lintia abai\o. 



2 3 4,5 

6.5 7 

(a) 

Qual é 0 uumero /í de subintervalos ncssa parti^áo? 

(b) 


: -v, = 


Vq - :x¡ = 


(c) 

Av, :Av, = ^ 

: Av, - 


Ar, = 


(d) 

A norma dessa partipáo c 

m 


2, Seja fix) = 4 r v — 12. Use a parti^áo de [2, 7| do Exercfcio 1 
acima e a$ escolhas x¡ = 2,=4, x* ^5e = 7 para 

calcnlar a soma do Ríemann 

4 

Yi, 

¿ = 1 


3, (a) Esboce a regiao cuja área com sinal é represemada por 

o 


f. 


[4* - 121 dx 


(b) Use fórmnJas apropriadas de Gcometria para caJculai a 
imegraL 

4. Supnn lia que g(„v) scja uma fun£áo para a qual 


I. 


É f 2 

g(x)dx = 5 e / gix)dx = -2 

2 J i 


Use essa infomnagáo e fórmulas apmpriadas de Geometria para 
calciiJat' as ítiteerais deíinidas. 


a > j 5.?(.v 
« ¿ 


;.v) dx 


[4-$g(x)}dx 


(b) 


(b) 


g(x)dx 


fj 

I [gG l + v'4 - X 2 } dx 


EXERCÍCIOS 6,5 


1 -4 Encontre o valor de 

n 

(a) V; f(x¡) Ax k (b) max Ax k . 

k=l 


1. f(x) = x + 1; a = 0. b = 4; n - 3; 

Axi = U Ax2 = I, A.V3 = 2; 

y* _ 1 y* _. ¿ y* ._ 1 

A \ " 3 ^ a 2 ~ 2* v 3 ” J 

2. f(x) — cosx: a — 0, b — 2 tz ; tt — 4; 

ÁX[ ~ 7t/2, Ax^ = 3jt/ 4, A.vi = jt/2. A.V 4 = ,t/ 4: 
x* = t/4„ aJ = jr, — 3t/ 2„ .v| = 7 t/4 



/U) — 4 - .V 2 ; a = -3, b = 4; /1 = 4; 
A.V] = L Aa ‘2 = 2, A.V 3 = L A.V 4 = 3; 


4. /U) = .r’; n = —3, b = 3; « = 4; 

A.vi = 2, A r V '2 = L Ax$ — L A.V 4 = 2 ; 

,vt = - 2.4 = a, .v’ = 0. X' = 2 

5-S LJse os valores dados de u e b para expressar os límites seguín- 
tescomo integrais. (Naocalculc as íntegrais.) 




lim 

max ¿.t/ 


n 


^fxffAx^ 


ti - —\.b = 2 


¿=] 


5, 
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(>. lim (jc?A jcjt-; éj = I, h — 2 

niítx A.u —k 0 

A=I 

7. lím Y"4 ,í í(1 ~ $xt)Ax k ; a = -3. b = 3 

mnx Axt h* 1) ^ * * 

k=l 


ir 

S, lim y (sen 2 x¡')Ax k ; a = 0. h = tt/2 

mítít A.ía 0 

A=I 

9 - 1 o U sc a dc (i n i q So 6.5. l para expressar a s i n icg rai s eomo I i m i - 
lesdc somas de Ricmann. (NSocalculc as intcgrais.) 


9. (a) 

J 2r J.v 

(b) 

10. (a) 

/ ¿Ü 

(b) 


i 


x 


<íx 


jC, + . 

/ Jt/2 

(I H-cosjf)í/jf 
,W2 



ENFOCANDO CONCEITOS 


17-18. 


(a) Í /W<tx 

Jn 


(c) / /(A ) í/.V 

»/(7 


L 

J rd 

a 


W) /Ü.W/.v 


Área = 


11-14 Eshoce ii regiSo cuja área com sinal é represeiuada pela in- 
tegrai defínida c caicule a integral usando uina fórmula apropriada 
dc Gcomctria ondc íor ncccssário. 


II. (a) / 

Jo 

s: 


(C) 


12, (a) 


(c) 


x dx 


f (l - |a') dx 
J o 


13. (a) / 2 í/a 


l 


(C) 


J |2x - 3| ílx 


14, (a) / 6 dx 

J -10 

(c) I \x — 2\dx 
J o 




(b) 


(d) 


(b) 


(d) 


íb) 


(d) 


(b) 


(d) 


/ A í/xV 

£ (i - h) dx 

I (i - i x ) dx 

J 0 


cos x dx 


L 

t*= 


x 2 d x 


i 

/ irl'S 

f VÜ 

J 0 


sen x dx 


x 2 dx 


15. Em cada paitc, calculc a intcgral, sabendo que 

|a-2|, x>0 


/Ú ) - i 


(a) I f(x)dx 

(c) f 

J 0 


x -r 2. x < 0 

(b) f 


r6 

f(x)dx (d) / 

rO J-4 

I <í* E n i cada pai te, caic u I e a i ntegrnt, sahe ndo uc 

2a. x < I 


f(x) = 


X > I 


í 


19. Obtenha / [/(u ) “b 2g(.v) | dx se 


f f(x) dx = 5 e j g(.x)dx = —3 


“/ 4| 


2t.í, Obtenha / |3/(.v) — g(.v)]í/.v sc 


j f(x)dx = 2 c J g(x)dx = 10 


S’« 


21. Obienha / / (a ) í/x se 


/ /(a)í/a = -2 e / /Ca)í/a = 1 
J 0 J0 


22. Obtenha ^ /(a) í/.r se 

É 


j f(x)dx= 2 e /^ /(a) Jx = —6 


23-26 Usco 
paracatcular as intcgrais. 


'3 


/U) áx 

23. 1 (4 - 5a) dx 

24. 

/(-V) dx 

25. f (x + 2Vl~x 2 )dx 

J 0 

26. 


■/>-' 


31A |) f/.V 


26. J (2+ v9 - -v : )c/.v 


27 -28 Use o Teorema 6,5,6 para determinar se o valor da íntegra! 
ó positivo on negatívo. 


(a) / f(x)dx 

J 0 

(b) 

1 f(x) í/.v 

27. (a> 

f * dx 

12 i — X 

(b) 

f . * * 

Jo 3— COSA 

(-10 

(C) / /(a)í/.t 

(d) 

jí f(x)dx 

J\/2 

28. (a> 

r%su, 

1 -3 V3 ~ A 

(b) 

J- 2 1*1 + 1 
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2 3 “30 Caleule as itiíegraís completando o qttadi ado e apMeando 
iormukts apropríadas de Gcomcma. 



31 “32 Calcule o limite cxpressando-o como uma integral defi- 
nida no intervalo [í*. b} c aplicando uma (ormula apropriada de 
Geometria. 


/i 

31. lim Y' (34 + I) Ax k ; a = 0,b = I 

max Ajté -v o J 

32, iim ./4 -- (4) 2 Aa>; ü — —2,b— 2 

imx A.t A ^ 0 ^ V * 




Encontre o maior e o menor valor que pode ter a soina dc Rie- 
mann 

3 

E /<*»)** 

t=i 


no ínfcrvalo [0, ?r | para a Í ungao /U) = scn a\ com - tt/4. 
¿l\ 2 = Itt/] 2 c Aíj = jt/6. 

38, Encontre 0 menor e o maior valor que a soma de Ricmann 

3 

í - E 


pode ler no intervalo [0, 4] se /f.v) * v 2 - 3.r + 4 e Ar, ” L Ajt 2 = 2 
e = i * 

39. A fun^ao /(a ) = */x é contínua em [0.4] e, portanlc, integrá- 
vel nesse intervalo. Calcule 

4 

a/v ¿Ix 

usando a Defim^ao 6.5.1. Use subiniervalos de tamanhos dife- 
rentes dados pela partigño 

0 < 4(l) 2 /n 2 < 4(2) 2 /íí j < ... < 4(w - l) 2 /w 3 < 4 

e tome 4 oomo setido o cxtremo direito do A-ésimo stibin- 
tervalo. 



EWFOCANDD CONCBTD5 


4(1. Suponha que/esteja defin ida nts i ntervalo [¿í. /?] e que/l.r) - 0 
para a < a < b. Use a Definigño 6.5.1 para provar que 

f(x)dx - 0 



41. S u ponha q ue g sej a u m a fu neao con tín ua no i eí [ervalo [a, b] e 
que/ seja uma frincao definida em \¿k /j], de modo que/tx) = 
c(.v) para a <x< b. Prove quc 



f{x)dx 


¡ Sítgesíao: hsc reva 



g(x) dx 



/(X ) ífx 



h 

Hftx) - g(x)) + g{x)] dx 


e use o resultado do Excrdcio 40 junto com o Teorema 


42. Detina a fun^at>/por 




0. 


x / 0 
x = 0 


Scgue pdoTeorema 6.5.8(¿>)que/nao é Íntegrável no intcrva- 
lo [Ot ! ], Apíique a DefinigSo 6-5-1 para piovar que isso real- 
menteocorrc. \Su%estaoi Argumcnte que. índependentemen- 
te de quao pequena seja a norma de uma partigao tie [ 0, 11, 
setnpre haverá aiguma escdha de 4 que torne a soma de 
Riemann da Definigao 6,5. ] u\o grande quanto queiramosj 
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»/' RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 6.5 

I. (a) n = 4 (b) 2; 3; 4.5; 6.5; 7 (c) 1: 1.5: 2: 0,5 (ü) 2 2. 26 3. (a) Vcr Figura EC-3 (b) 30 

4. (a) -10 (b) 3 (c) -3 (d) 3 + 2^ 


Figurn EC-3 

6.6 OTEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 


Nesm segdo estabeíeceremos duas relacoes hásicas entre as integrais definida e indefinida 
que, juntas, formam um resutrado conhecido eomo “Teorema Fundamentai do Cálcuto ", 
Uma parte desse teorema retaciona os métodos do retñngulo e da antiderivada cotn o cálcido 
de área y enqucmto a outra parte fornece um poderoso método para o cáicido de integraís 
definidas usando antiderivadas. 





■ OTEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 

Conio nas se^óes aníeriores, come^amos supondo j náo-negativa e eomímia em um intervalo 
1«, h\; nesse caso t a área A soh o gráfico de f aeima do intervalo \a> h\ e representada pcla 
iiUCgrai dcíinída 


-í 


b 


A = I f(x)dx 


(I) 


(Figura 6.6J). 

A discussao do mctodo da anlideiivada na Seqáo 6/1 sugcre que, se á(x) for a área soh 
o gráfieo de / de a ate a: (Figura 6.6.2), entáo; 

• A\x)=m 

• A(ú) — 0 A área soh ü curva dc u aLc ti é ü drea aciriiíi cEc uiti único poiUo c. poriantü. é zcro. 

• A(h) A área sob a curva de a aí¿ h é A. 

A fórmula A f Uj - f(x) aíirma que A(x) 6 umu anlideiivada de j(x) y o que implica que toda 
amiderívada de f(x) em [a r h] pode ser obtida acreseentando-se uma consiunte a A(v). Con- 
seqüenteinente, seja 

F(x) = A (x) + C 

uma antiderivada quaiqucr de f(x). Subtraindo F(a) de F(b), obtemos 

F(h) - F(a) = | A(h) + C\ - \A(a) + C| =A(b)-A(á) = A~Q = A 
Logo, (I) pode scí l expressa como 

f(x)dx = F (h) - F(a) 


Jt¡ 


Em pñlavras, cssa cqiiagáo afirma: 


A integrat defitúda podeser calcuiada enconlnmdo-se nma antkkrivada do integrando e. 
entdce suhtraindo-se o vaior dessa antkíenvada no exíremo inferhr de integragm de seu 
vaíor no extremo sitperior de integragao. 
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Embora esse resultado Lenha sido ohtido sujeilo á hipdLese de quu / é nao-negativa em \cl h] f 
essa hipotese nao é esseneiah 


6.6J teorema {Teorema Fundamental da Cákulo, Parte l ) Se f for conrínm em 
[í;, h | e Fforuma cmtiderivada de / em [a> b]> eniao 

b 

fU ) dx = F(b) - F(«) {2} 



i>J \iONS i KAr vo Sc;jam x ,, x 2 _r r _ s ponLos quaísijuer em [ci, taís que 

tí <x t <x 2 < ■■■ < x tt _, < /í 
C sses ponLos dívidcm [a, />] em n subiniervalos 

U'„_|, í>¡ (3) 

cujo comprimcnio, como anies, denoiaremos por 

A.V, Av 

I ■. u _ rr 

Por hipóiese, F(x) = f (x) para lodo v ern |í¡, b\\ logo, F satisfa/, as hipóiesos do Teoi'ema 
do Valor Médio (5,7.2) etn eada subimervalo eni (3). Portanto, podetnos enconirar pontos 
a*. jij.v* nos respcctivos subintervalos cni (3), tais que 

F( Xl ) ~ F(a) = F'(x;)(x t ~ a)=f(xl)\x- l 


F(x 3 ) - F( Xl ) = F'(xl)(x t - x x ) = /(xí)¿v ; 

F(xf) - F(.Yj) = F'(x¡)(x_, - .v,) = /(-y/)í1v, 

F(b) - F(x b _ ,) = FXx;)(b - = f(x¡)Ax„ 

Somando as equa<¿oes precedemes, obtemos 

ti 

F(b) ~ FUt) = £ f(x¡)Ax k (4) 

i;= 3 


Vamos agora aumentar n clc tal tonna que max Av^—>0, Como se supoc / eontínua, o lado 
direíto de (4) lende a f** f(x) dx, peio Teorema 6,5,2 e pela Defirtigao 6,5,1, Porém, o lado 
esquerdo de (4) é índependente de n; ou seja t o lado esquerdode (4) pernianece constante 
quando n aumenta. Assim, 

n ** fh 

F(b) - F(a) = lim Y'f(x£)Ax k = I f(x)dx ■ 

in;ix A.tr. -“►() 

i * (i 


k=l 


É usual denotar a diferenga F(b) — F(a) por 

F(a-)]'’ = F(b) - F(a) oti [F(jv)]Í = F(b) - F(a) 

Por exemplo, usando a primeija dessas notagoes, podemos expiessar (2) eomo 



As vezes eserevcmos 

F(x)] x ^ = F(b) - F(a) 
quando for imporiarue enfatízar que a e b sáo valores da variável x* 






398 Cálculo 


A inlegra! na Exemplo 1 represfinle 
a área de um certo Irapézio. Esbo- 
ce esse trapézio e catcule sua área 
usando Geometfia. 


ky 



Figura 6.6J 


► Exemplo 1 

Soíugáo A 


culc h 


Calcuíe / xdx. 


t ^ 

fáo F(x) = é uma antiderivada úcjix)=.x: assim, a partir de (2) 


l xdx = ^ 2 


.2 


J 


1 , 1 , 13 

= -( 2) 2 — -( l ) 2 = 2 - - = - 
2 2 2 2 


► Exemplo 2 No Exemplo 6 da Scgao 6.4 asamos a deñnigao cle área para mostrar que a 
área sob o grálieo de v =' 9 -a“ e acima do imervalo [0, 3 [ é de 18 (unidades de área). Agora 
podemos resolver esse problema com niuíto mais facíiidade usando o Teorema Fundamental 
do Cálculo: 


-f 


(9 — -C) (lx = 9.v — 


3 


U*~ 


21 

T 


-0= 18 < 


► Exemplo 3 


(a) Bncontrc a árca sob a curva v = eos x no intervalo [0, tt¡2 | (Figura 6.63). 

(b) Faq a u m a co nj ec l ura sobre o vaior da i n legra í 


í 


cos x dx 


e a conflrme usando o Teorema Fundamental do Cáleulo. 

Solugáo (a) Como cos x > 0 no imervalo [0, tt/ 2] , a área A sob a eurva é 


rJl/2 

JQ 


-*x f 2 


cos x dx — sen .v 


Jfi 


= scn — — sen 0 = ¡ 
2 


Solutftio (h ) A árca dada pode ser ínlerpretada como a área eom sinaí entre o grálieo de 
y = eos.v e o ínteivalo [0, jt]. O gráfico na Figura 6.6.3 sugcie tjue a parte da área acirna do 
cixo .v c igual á parte abaíxo dele; iogo, a conjectura é de qtie a área com sinal ú zero, Isso 
implica que o valor da integral é zero, o que é confirmado pelos cálculos 


l 


T 




cos x dx = sen ,v = sen Jt - sen 0 = 0 A 

o J □ 


■ A RELAQÁO ENTRE AS INTEGRA1S DEFIIMIDA E INDEFINIDA 

Observe que nos exemptos preeecientes nenhuma constante de integraeáo foi inclufda nas 
antidcrivadas. Em gcral, quando for aplicado o Tcorema Fundamenía! doCálculo, náo há ne- 
cessidade de incluir uma eonstante de iutegraeáo t poís, de qualquer forma, ela irá sumir, Para 
cntcndcr isso, scja F uma amidcrivada do imcgrando em [ a, h\ e C uma constantc qualquer; 
entáo. 


/*h 

Ja 


-.h 


J\x)dx = F(x) + C 


= 1F(¿) + C | - [F(íi) + CJ = F(b) - F(a) 


ii 
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DOMÍNEO DATECNOLOGIA 

Consulte os manuaís de seu CAS a 
íéspéíto do cálculo de integrais de-N- 
nidas o confrra os resunados obtidos 
no Exemplo S. 


ADVERTÉMCIA 


Assim, quando estivermos ealeulundo a integral defmída s podemos omiiir a eonsiante 
de intcgraeáo em 


e expressar (5) coino 


/v 


} 

-f i«' 


( x ) d x = F( x) -f- C 


I f(x) dx = I /f.t )í/.vj 


quc rclaciona as imegrais cletinida e índeñnida. 


( 6 ) 


► Exempio 4 


j VZdx = f X 


T_ 

h-í 

_a 

y 2 1 


1, 3 J 


2 „ 52 

= -(27- í)-— + 


► Exemplo 5 A Tahela 6,2.1 nos será úti 1 nos eáleulos a scguir. 

■9 


I x 2 \fxdx = j x 2 ' 2 dx = -A 


7/2 


2 4118 2 

= -(2187 — 128) = -y- = 588- 


f 


jí/2 

sen .t cos a 

-¿M = — -- 

5 5 


tt/2 


Jü 


1 

5 


Jcos J — eosüj = — -[0 — 11 “ 


I 

5 


l 


7T./3 


sec 3 A f/.X = tgA 


-j 

= tg(r)-igo = VS-o = V3 
- o v - 


í 


1^3 t1u3 

5f>" í/.v - 5e x - 5U 1 " 3 - f 0 ! = 5[3 - I j = 10 

- 0 


Ü 


“ ! l 

— ax = li) Ijv [ 


= ln | — ] | — ln | — e| = 0 — I = — I 


J —e 


f 


l/Z 


-1 /2 \f \ - X‘ 


dx = arc sen x 


1/2 


- 1/2 


= arc sen \ ^ \ ■-* aic sen 


/ 1 \ 7T / 7t\ 71 

\ 2j = 6 ( 6.) = 3 


As exigéncias do Teorema Fundamental do Cáfculo de que/seja contínua em [a t h] e que I seja uma 
antiderivada para /em todo intervalo p/ h] náo podem ser esquecidas. A desconsideragáo dessas hi- 
póteses quase certamonts lovará a resultados incorretos. Por oxomplo, a funcáo,/?/) = i/_r deixa do ser 
contrnuá em x = í) por dois motrvos: /í_v) náo está deíinida em x = ü e náo existe IÍm L ,J(x). Assim, o Teorema 
Fundamental do Cáfculo náo deveria ser usado para integrar/em qualquer intervalo quo contonha.v - Ü. 
Cortudo, se ignorarmos isso e cegamente aplicarmos a Fórmula (2) no intervalo [-1,1]. entáo poderernos 
calcülar incorretamente a íntegral f\( 1/a ;2 ) tomando os valores da antiderivada -l/r nos extremos e 
oblendo a resposla 



= H 1 -(- 1 ) 1--2 


Como/» i- ]fj? é uma íungáo náo-nogativa, é impossível obtor um vaior nogativo para essa integral 
deíinida. 
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O Teoiema Fundamental do Cálculo pode ser aplicado, sem modííicagOes, a imegrais 
dcíinidas em que o limite inferior da intcgracáo c maior do que ou igual ao tímite superior 
da iruegragáo» 


► Exemplo 6 



O ültimo resullado está dc acordo com o tjtic Leria sido oblido reverlcndo-se os limites de 
intcgraéao, conforinc a DefiniQáo 6.5.3íb): 



Pam integrar uma fungáo contínua que é definida por partes no iniervalo [ a, h], divida o 
intervalo em subintervalos nosponios em que a ttingáo é deseontínua e integre separadamente 
em cada Íntervalo de acordocom o Teorema 6.5,5. 

-- r€ 

► Exemplo 7 Culculc f f(x)dx se 

J o 




3,v - 2 t 


x < 2 
x > 2 


Solugao A parti r do Teorema 6,5,5 



(a) 



f 

J n 


f(x)dx = f f(x)dx+ f f(x)dx 
J o Ji 


-l 


= ¡ x 2 dx + 


!> - 


2) dx 


T ¡ -|2 r 

x- \ \ 3x' 


níi 


+ 


— 2x 


m 


J2 


-(!- 


0 i + (42 - 2) = 


128 


Se/é uma fungáo comínua no intervalo ¡ a, b}, defininios 


-t 


área total — / \f(x)\dx 


(7) 


como a área total cnlrc a curva y —f(x) c o imcrvalo ¡a, h] (Figura 6.6.4). Para calcular a área 
total usando a Fórmula (7) t comcgamos divídindo o intcrvalo dc íntcgragao cm subintcrvalos 
nos qLUii.s/x) náo troca dc sínal. Nos subinlcrvalos cm quc 0 </ l+ trocanios \f(x)\ por/x); c 
nos subíniervalos em quc/x) < ü s trocamos \f(x)\ por -flx). A soma das imegrais assim obtidas 
é a área total 


Figura 6.6.4 
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Fijíura 6.6^5 


► Examplo 8 Encomre a área total emre a curva y = J — a" e o eixo x sobre o intervalo 
[0, 2] (Figura 6.6.5). 


Soltigáo A área A ú dada por 


A — í |1 — x 2 \ dx 

Jo 


-L 


X — 


/ 

TÍ-KJ 


(1 -x í )dx+ I -(I -x 2 )(lx 


-i-H)- 


2 M 


Ja 


■ VARIAVEIS MUDAS 

Para o cálculo dc uma intcgral definida, usando o Teorcma Fundamcntal do Cálculo, c ne- 
cessário cncontrar uma antiderivada do integrando; assim, é importante saber que tipos de 
funqao téin anfiderivadas. E nosso próximo objctivo inostrar que toda funqáo contínua tcm 
antiderivadas, mas para fa/er isso precisamos amcs de alguns resuUados prcliminai’cs, 

A Fórmula (6) mostra quc há uma cstrcíta relagáo cnlrc as íntcgrais 

f(x)dx e j f(x)dx 

Porcm, as hnegraÉsdeíImda c indcfinidadifcicm cm algims aspcctos iniportantcs, Em primeí- 
ro iugar, ambas sáo objcíos dc classes difercntcs - a inicgral dctiiiida c um númetv (a árca lí- 
quida com sinal enire o gráficode v — f(x) e o intervalo [a, b]) y enquanto a integral indefinída 
é iim&fitngao ou, mais prceisamcnte, um conjunto de íunQócs |as amiderivadas de /(A)|. No 
entaiito, txs dois tipos de integral também diferem no papel desempenhado pela variável de in- 
tegragao. Em uma íntegml índefinida, a vanável de infegragao c 4t transmiiida í7 á antiderivada, 
pois imegrando uina fungao de a produz uma fungáo de imegrando uma fungáo de t produz 
uma iungáo de t, e assim por diante, Por exemplo, 

jx>dx = £ + C e J 

Por outro lado s a variávcl dc integragáo dc uma intcgral detinida náo c transmitida ao resuF 
tado finafi jáquc cste é um numcro. Assim, intcgrando uina fungáo de x sohrc um íntcrvaio e 
infcgrando a mesuia lungáo dc / sohrc o mesmo inlcrvalo dc infcgragaO produz o mesmo valor 
da iniegral. Por cxcmplo, 

.31* i jfe /*3 


V 

t A dt ^ — -|- C 


SO d ’ = í 


x= I 


27 

T 


i 

3 


e 




J/=l 


27 

T 


i 

3 


26 


Comudo. cssc ultimo resultado náo deveria ser surprcendcme, pois a árca sob o gráfico da 
eurva v =f(x) sobre um intervalo \a, £»] do eixo x é igual á área sob o grático da curva y ~fU) 
sobrc um intervalo [a, b\ do eíxo f (Figura 6.6,6), 

Uina vcz qne a vuriável dc inicgragáo em uma integral dcfinída náo dcscmpenha ne- 
nhum papcl, cla é usualniente chamada dc variável muda. Em suma: 


Sempre que for conveniente mttdara letra usada para a variável de integragao em ttma 
integml definula, isso pode serfeito sem alteraro valorda integrai 
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Figura 6.6.7 


■ ÜTEOREMA DOVALOR WIÉDIO PARA INTEGRAIS 

Para aíingir o objetivo de mostrarque funqoes contínuas tém aniiderivadas, vamos desenvol- 
ver uma propríedade básieadas integrais dcfinidas, conhccida como Teorema do ValorMédto 
para fmegrais, No próximo capítulo t usaremos csse teorema para ampliar a ideia usual de 
*'valor médio" para torná-la aplicável a fungocs contínuas, mas aqui o Leorctna sciá útii no 
desenvolvímento de outros rcsultados. 

Scja / uma fungáo contínua e náo-negativa cm [a, h\, e m e M os vaiores mínimo e má- 
ximo de f(x) ncssc imervalo. Considerc os rcíftngulos de alturas m e M sobre o intcrvalo [a, h ] 
(Figura 6.6,7). É elaro, geomeiricamenle a parlir da íigura, que a área 



y =/ú) 



Figura 6.6,8 


sob y - f(.\) é f pelo menos, táo gi ande quanto a árca do retángulo de altura m e náo maior do 
que a área do retángulo de allura A/, E „ portanto, ra/óáveI supor que exisia um retángulo sobre 
o mtervalo [a, h] com alguma allura apropriada f(x*) enrre m c M t cuja árca c precísamente 
A\ isto é, 

b 

f(x) dx — f(x*)(b — a) 


r 

a 


(Figura 6.6.8). Este c um easo especial do seguinte resultado. 


(rXi* 2 í j ;< > k i: Ma (Teorema do Va for MéÚm para ln tegrais ) Se f for con tín n a em t tt n 
intervaío fechado [a, b\, entao existe peío menos um ponto x* em |o, h\ taí que 

f(x)dx = f(x*)(b — a) (8) 



i>emünstra<;áo Pelo Teorema do Valor Extremo (5.4.2), / toma os valores mínimo m e 
máxinio M em [ü, />|, Assim* para todo .v eni |a, b]. 


e, peto Teorema 6,5.6(b) s 


m < f(x ) < M 


ou 


rb fb 

I m dx < / 

J a J a 


mdx < / f(x ) dx < / Mdx 


í 


< [ f0 

J(l 


m(b — a) < f f(x)dx < M(b — a) 
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OU 



m 


< 1 f 

~ b-a l, J 


f(x) dx < M 


/?- 


- 

o Ja 


b 


f(x) dx 


00 ) 


é üm ntlmcro cntre m e M t c como f(x) assume lodos os valorcs cntrc m c M crn [«, /?], tcni-se 
a partir do Teorema do Valor Intermediário (2.5.7) que f(x) deve tomar o valor (10) em algum 
ponto x* de [ri, h]\ isio é. 


Ju 


dx = f(x*) OLl 


f ycv 


A-.)f/A- - /(**)(/> - á) 


► Exemplo 9 lá que /(a) = a 2 c continua no intervalo [ 1, 4|, o Teorema do Valor Médio 
para Iniegrais garante exisiir um ponto x ft ein [ 1 1 4) t ta! que 


Mas 


[ 


x’dx 


~ f(x*)(4 - !> = (x*) 2 (4 - I) = 3(.r*) 2 



logo, 


3(x*) 2 = 21 ou (x*) 2 = 7 ou jc* = iv^7 


Porianlo, x* — \/7 ^ 2,65 é o número em [1,4], cuja existéncia está garantida pclo Teorema 
do Valor Médio para Integrais. < 


■ PARTE 2 DOTEOREiyiA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 

Na Segao 6.1, foi dado tnn argumenío informal para mostrar que, se / for comínua e náo-ne- 
gativa em [a s b) c se /\{x) for a árca sob o gráfico dc v - f(x) sobre o intervalo 1 a, x| (Figura 
6.6.2), entáo A f (x) - f(x). Mas A(x) pode ser expressa como a integral definida 


-r 


Mx)= / fU)dí 


(onde usamos t como variável de integragáo para evitar confusáo com o x que aparece no 
cxtrcmo superiorda integragáo), Dessa forma* a relagáo Afx) = /(x) podc serexpressa como 

d r r x 

7 - / mdt 


= f(x) 



ma valorcs negativos. 


6,6,3 teorema (Teorema Fundamental do Cálculo, Parte 2) Se f for contmua em 
um unervalo /, entdo / tem uma antidenvada e/rt /, Em particttlar, se afor tun ponto (¡ua¡- 
qtter em f entdo a futigdo F definida por 


F(x) 



f(t)dt 


é uma antiderivada de f em /; tsío é, F (x) = f(x) pam cada x em /, oit ent itma notaqao 
aíternativQ 


d 

r r i 


dx 

/ f(t)dt 
m Ja 

= f(x) 


(II) 
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PKMONSTKACAO Vamos mosirar primcii O qué F(x) cstá dcfmida cm cada ponto x do mter- 
valo /, Sc > a c x esíiver cm L entao o Tcorema 6 . 5.2 apiicado no intervalo [ a t A'J c a conli- 
nuidade dc / cm / asseguram quc F(x) csi¿i defmida; e sc x estiver no iniervalo / e ,v < a t entao 
a Deñni^ao 6.5.3» combinada com o Tcorema 6.5.2, garantc que F(x) cstá dcünida. Assim s 
F(x) cslá dcíinida para todo x em /. 

A següir, mostraremos t]ue F'(x) — /( x) para cada x no intcrvalo /, Se .v nao Ibr um ex- 
tremo de L entao tem-se, a partir da definigáo de derivada, que 


F*(x) = lim 
u o 


F(x -E- h) — F(x) 


= iim - 
h 


h 


u 

! r x+ " 

hb 


fO)dt - J' md¡] 

h' 


fitUtt + / f(t)dt 


— lím 

h-> 0 


f(t)dt 


Teorenwi 6.5.5 


( 12 ) 


Aplieando o Teorcnia do Valor Mcdio para Integrais ( 6 . 6 . 2 ) ao intcgrando cm ( 12 ), 
obtcmos 

i r x+h i 

7 nodt = -if(t*)‘h\ = f(t*) 

h J, h 


(13) 


ondc t* c algum número cntrc xc ,v+ h* Como t* está ccrcado cnlrc ac.v + h t sccuc quc F —> x 
quando h— s>0 + Assim, a continuidade de/em implica quc f(t*}-*f(x) quando h—* 0. 
Portantüt scguc dc ( 12 ) c (13) que 


F\x) = lim { 7 / 
h -> o \ h J x 


Jt+A 


findt ] = lím /(/*) = f(x) 
h o 


Se x for uin ponto extrcmo do intervalo L cntao os limites Íaterais da demonstra^áo devem 
ser trocados pelos limitcs laterais apropriados, mas, a náo ser pí>r isso, os argumentos sao 
ídÉnticos. M 


E]ii palavras, a FórmuUt (11) aíirma que: 


Se uma integral definida tiverum iimite mperiorde integragao vanável um iimite inferior 
de integragáo constame e um integranm comiauo, entao a derivada da integral em rela- 
crn ao seu limite superior é igttal ao iniegrando calatlado no limite superior. 


► ExemplqlO Encontrc 


d [ t , 
— / / dt 

dx L/, 


aplícando a Parte 2 do Teorema Fundamcntal do Cálcuio e, eniáo, confirmc o resullado Q 
do a intcgra^áo c depoís dííerencíando. 

Sohiqáo O integrando é uma funqao contMiua; assim, a partir dc (I I), 

d 


dx 


[ÍH 


— X 


Alternativamente, calcuhindo a iniegral e depoís diferencíando, obtemos 


i; 


t^dt- ' 


r x* 

t 

d 

rr 

1 " 

J/=» “ 4 


dx 

_ 4 

~ 


¡ 4 

dc modo quc cotncidcm os dois mctodos para dcrivar a intcgral < 


= x 
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► Exemplo 11 Como 


/W 


sen x 
x 


é contínua crn todo imcrvaío quc nao contém a orígcm, lcm-sc apartir de (II) quc, no in- 
tervalo (0, +oo), temos 

d 
dx 


J 


X 


sen t 


dt 


scn x 


Diferentc do exemplo aníerior, nao há nenhuma fortna de calcuiar a ituegral em termos dc 
fimgóes conhecidas, de modo que a Fórmula (J í) fornece o único método simples (íe encon- 
trar a dcrivada, < 


m A DIFERENCIAQÁO É A INTEGRAQÁO SÁO PROCESSOS INVERSOS 

Juntas, as duas partcs doTcorcma Fundamcntal do Cátculo nos dizcm quc a difcrcnciagáo 
c a intcgragáo sáo proecssos ínversos, no sentido de que eada uma dcsfazo efcito da outra. 
Para confirmar isso, notc quc a Partc I do Tcorema Fundamenlal do Cálculo (6.6.1 ) afirma 
que 

fX 

f'(t)ilr - f(.x) -- /(«) 


/ 

Jt¡ 


o quc signiíica que, sc o valor de f(a) t'or conhccido, entao a fungáo / podc scr obtida a pardr 
de sua derivada f f por integragao. Reciprocamente, a Parte 2 do Teorema Fundamental do 
Cálculo (6.6.3) afirma que 

f(t)dt] = f(x) 



o quc signíficaquc a fungao / podc scr oblida a partir dc sua intcgml por difcrcnciacáo, Dcssa 
fonna, a dífcrcnciagáo c a íntegragáo podem scr cncaradas como proccssos inversos. 

E eomum iralar as Partes I c 2 do Teorema Fundamcntal do Cálculo como um unico 
teorcma, e nos rcfcrinios a csscs resultados como o Tcorema Fundamental do Cáiculo. Essc 
teorema ocupa o posto dc uina das maiores descobertas da hislória da Ciéncia, e sua formula- 
cáo por Newton c Lcibtiiz e vísta, geralmcnte, como sendo "a dcscobcrta do Cáícuto”. 



Integrandoa indina^aode 
v = / fO no inteívalo [u, b}, 
obterrtos a variafSü F(b) - F{a) 
no valüí de F(x). 


Fí^ura 6.6,9 


■ 1NTEGRANDOTAXA3 DEVARIAQÁO 

O Teorema Fundamental do Cálculo 


í 


h 


f(x)dx = F(b) — F (tí) 


(14) 


tciti uma inierpretagáo muíto úlü que pode ser vista reescrevendo-o em uma forrna ligeira- 
ineme diferente. Como F é uma antiderivada de / no intervato [ú/| t podemos usar a relaqáo 
F f (x) ~ }(x) para recscrevcr (14) como 


/ 


F r (x) dx = F(h) - F(a) 


(15) 


Nessa fónmita, podemos interpretar F (\ ) como a taxa de variagáo de F(x) em relagáo a x. 
c F(h) - F(a) como a variaqño no valor de F(x) quando x crcscc dc a atc h (FÍgura 6.6.9). 
Assim, resulía o seguinle princípio bastante üliL 


6.4.4 !NTE(iRANi>o t-MA taxa üe \\R].\c\o InLcgrando a taxa dc vartagáo de F(x) eni 
relagáo a x no íntervaío [a, b], obtemos a variagáo no valor de F(x) que ocorre quando 
cresce de a atc b. 
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A segutr, aíguns exemplos dessa idéia: 


Sc P(t) í’or uma populagáo (plantas, animaís ou pessoas) no instante /* entáo P'ij) é a 
taxa scgundo a qual a populagáo cstá variando no instanle 1 1 c 



P f (t)dt = P(t 2 ) ~P(t\) 


é a variagao na populagáoenlre os momentos / t e t-,. 

• Se A(0 for a área de um derramamemo de óleo em um instante /, entao A'(0 é a taxa 
segundo a qual a árca do derramamento varia no inslante t, c 



A r (t) di — A(h) — A(r,) 


c a variagao na área do derramamento entie os momentos / , c t v 

* Sc P*(x) l or o I Licro marginal que resulla da produgáo c da vcnda de x imídades de um 
produto (ver p. 3 J 7), eittáo 



P'(x)dx = P(X 2 ) - P( Jt|> 


é a variagáo no lucro que jesuila quando o nível de produgáo aumenta de a, para x 2 
unídades. 


EXERCÍCJOS DE COMPREENSÁO 6.6 (Verpágina 410para respostas.) 


I, (a) Se F(x) é uma antiderivada de/u) + entáo 

f(x)dx =- 


(b) 

/ F\x)dx =_ 

Jü 

(c) 

« [í md '. 

(a) 

1 <x -2x)<ix 

(b) 

fx/4 

f cosxdx = 


jt/6- 




3« A área total entre o grálico de v = 2x + 2 e o intcrvalo |-4. 2] 

d? 

c _ 


4. O pünto a j * ganj ntido pelo 'I‘eorem a do Va I or Mcdio paru a t\in - 

= 1/j e o intervalo [ I, e] é _. 

5. A área de um vazamento de óleo, i segundos depois do íiiício do 

vazamento, está crescendo a uma taxade 25 inVs. Entre os lenn 
pos / = 2 e í = 4, a árca do vazamento aumcntou _ _rrT. 


EXERCICIOS 6,6 Recurso Gráfico fc~| CAS 


1. Em ciida parte, use uma integi L iil deñnida para encontrara área 
da regiáo e verífique sua resposta usancfo tima fómiula apiw 
priada de Geometria. 



2. Em cada parte, use uma iruegra! defmida para encontrar a área 
so b a cutva y = f(x) acima do intervalo dado e verilíque sua 
nesposta usando uma tórmula apropríada deGcOmctria, 

(a) fíx) = a; [0,5] 

(b) /(a) = 5 ; [ 3 , 9 ] 

(c) f(x)^x + y. í-I,2| 

3-8 Encontre a área sob a etirva y = f(x) acima do intcrvalo dado. 

3. /C0=a'; |2,3] 4. f(x)=/\ [-1,1] 

5. J$r)-3V3t; |í.4¡ <í. /U)=.í w :[1,27¡ 
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7. /(a) - f[0, ln 2] 


8 . /U) = II.5| 

X 


19. í 

Jk 


21. í 

Jq 

23. í - 

iy5 .v 


5e A dx 

íii i 

l/Vl 


2 ( 1 . f ~ dx 
J 1/2 2x 


dx 


vw 

dx 


22 . 


f 1 dx 
J -] I +* 2 


- ¡ 




■2/Vl 


dx 


-V2 aV-¥ 2 - I 


“• / J (+ w7 )'" 
26* í \ 

J 4 


(4y ,y " -f- 2 y 1 '" + y ^ 2 ) dy 

rx¿2 / 9 \ 

27. / a- + —-- dx 

Jn/6 V sen ~x/ 

@28* Usc um CAS para calculara integral 

«4tr 


/ 

h/ fl 


(a 1/2 — x 1/! )dx 


e verific|ue a sua respüsEu íi mao. 


29-32 Use o Teocema 6.5.5 párá ealculár as imegraís dádas. 


‘3¡i/4 


29. (a) 


39* (a) 


31. (a) 


J [ 2 .v — 11 í/.v (b) j ]cos.v| dx 

‘ií /2 


/ t / 2 +y 

/' 


,v | V.v (b) 


£ — cos.v 


k A — 11 Já' (b) 


l 


í/t 


í/á 


32* (a) ^ 


^ 15 

U 2 - 1 - 


+ 1 


dx 


Vl /2 | | 

(b) / I . — V 2 


/ 


vf- -v 2 


c/.v 


9-27 CaLcuJe a integraí usárido a Parte I do Teorema Fimdamental 
do Cálculo. 


[c]33* (a) Os programas CAS tbrnecem métodos para dar entrada a 
funeocs definidas por partcs. Confira o manual do seu CAS 
para ver como isso e feilo e entao calcule 


9* 

j (x 1 -6x + \2)dx 

io. 

/ 4a‘(1 — jc 2 ) dx 

(b) 

11 . 

/> 

12 . 

/> 


13* 

j 2 xX7dx 

14. 


E34. (a) 

15* 

t'xjl 

f sen 0d8 

J—jt/2 

16* 

px¿4 

f scc 2 0 líO 

Jo 


17* 

px/4 

I cos x dx 

J — jt/4 

18* 

/ jí/3 

/ ( 2 .v — sec x tg x) dx 

Jo 

(b) 


/ f(x) dx, onde f(x) — 

J o 




x < ! 
,v > I 


Use o Teorema 6.5.5 para conferlr a resposta á mao. 

Hncoiure uma fórmula para uma antiderivada F d 
intervalo [ 0 , 2 | e verifiqueque 

r f(x)dx,= F(2) ^F(0) 

Jo 


j 


/(*v)í/a, onde /(cc) = ^ 


,/V 0 < x < I 

l/.v 2 , .V > I 


Use o Teorema 6,5,5 para eonfciii' a resposia a mao. 

Bneontre uma fónmila para uina aiuiderivadá Fde) 
tervaLo [0. 4J e verifique que 

f f(x) dx = F(4) - /{0) 

Jü 


35-38 Use mn mcurso eomputaciomil para encontrara aproxima- 
Ciio pdo ponto médio da imegral usando n = 20 subiniervalos. e 
entao encoiure o valorexato da inlegral usando a Parte ] do Teo- 
rema Fundamentat doCáleulo* 


/ 1 

35* / -? t 

/] .V 2 

37. j sec 


,V í/.V 


36. f 

Jn 

Z 1 t 

38. / -í/.t 


sen v í/_v 


39* Encontre a áren abaixo da curva y = x' + I c acima do intorvalo 
[0. 3). Fáci um csboco dá rcgiao; 

49* Eneon t rc a área ae i m a do oj xo .v, mas aba i x o da curva y = x - .v", 
Fü^a uni esboío da regiáo. 

41* Encontrc aárca abaixo da curvay = 3 scn a c acima do ímcrvalo 
[0, 2 jt/ 3]. Fa^a um esboeoda regiáo. 

42* Encoi 11 re a área abaixo do i nterva 1 o [-2. -1 ], mas aci m a d a ciir- 
vay = y * Facá um e$bo £0 da regiao* 

43-40 Esboce a curva c encontre a área total entre a eurva c o 
IiHervalo dado do cixo x. 


y = .v 2 - x; l</ 2J 


44 y — scnjL” [(X.W2J 


45, y = 2\/,v + 1 - 3; [0. 3] 46. y = 


2 i 

A — 1 


; Li. 2 ] 


47* y = - 1; [-1*1] 


x - 2 

48* V =-; [I, 3| 


49* Um aluii o quer c ncontrar a árca ddimítada pelos gxáficos dc 
y = 1/V1 -a 2 , y = 0,A = 0eA = 0,8* 

(a) Mosíre que a árca exata 6 arc sen 0,8. 

(Li) O aluno usa uma calculadora para aproximar o resultado 
da parte (a) até a segunda casa decinuü e obtém a resposia 
incorreta de 53,13. Qual foi o erro dele? Encontre a aproxi- 
magáo correta. 
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ENFOCANDO CONCEITOS 


q-'SÍ). (a) Use uni recurso gráfieo eomputaeiünal para gcrar o 
gráfico tJe 

m = ™(x + 2>(x + Y)(x - 3)(a- - 5) 

e use o gráfieo para l’a/er uma conjectura sobre o sinal 
da imeeral 


/ 


/(-v) £Í .V 


(h) Verifique sua eonjeetura caJcutando a intcgral 
51. (a) Seja / uma l'urLQao írnpar, ísto é* f(-x) = -f(x). invenle 
um leoretna que iatja uma afirmaiiva sobrc o valor dc 
uma integml da forma 

f(x) dx 


í 


(h) Con fi rme que se u teo lema func i ona para as i n tegrai s 

■ ít/2 

fJC 


f 1 f 

f x' dx c f senxd: 

J -1 J-it/2 


(c) Seja / uma funcao par. isto c, f{-jc) = f(x). lnvcnte nm 
teoreina quc íaca uma alinnattva sobrc a rela^ao entrc 
as iniegrais 


/■ 


f(x) dx e 


/. 

Jo 


f(x)dx 


(d) Conftrmc que seu Eeorema l’unciona para as ímegraís 

fXll 

' “ dx c f cos x dx 

I J ~tt/2 

]c]52, lise o leoreina inventado no Exercí’cio 5 1(a) para ealcular a 
integral 


/> 


l 


S 7 

X — x' + x 
Jt 4 +JC 2 '+7 


dx 


e vertfique sua resposia com um CAS, 


53. Defina FCv) por 


-/ 


Hx)= / Qr-? 


(a) Use a Parte 2 do Teorema Fundamental do Calculo para 
encontrar Ffx). 

(b) Vcri íiquc o res u I tíido de (a) I n tegrand o c depoi s d i fe re n - 
cíando. 


54. Delina Fix) por 


F( x) = 


= f COS 
J jt/4 


s2 fdt 


(a) Use a Parte 2 do Teorcma Fundamental do Cálculo paia 
eneorUrar F (x). 

(b) Veri íiq ue o re$ u I mdo de (a) i n teg rantl o e depoi s d i fere n - 
cíando. 

55-56 Use a Pattc 2 do Teorema Fuudamental do Cálculo para 
encontrar as derivadas. 


55. (a) 


-f 

ílx J, 


sen (/ 2 )dí 


(b) 


fr* 

dx J o 


tU 


„ d r dt 

sb. (a) — I 

dx J n 


(h) 


-f 

dx J | 


In t dt 


Ü l + -\ft U rV J | 

d f° 

57. —- / t sec t dl \Sugestao: Usc a DdiníqSo 6.5.3(b).j 
dx J x 

d r 

58. — / \x\dx 
du J 0 

59. Seja F{x) = J vV + Encontre 

(a) F(4) (h) F/4) (c) F fi ( 4) 

60. Sefa F( r r) = / arc lu f dt. Encomre 

J\ñ 

(a) F(V 3 ) (h) F‘(J 3 ) (c) F"(Vl) 


FNFOCANDO CONCFITOS 


61. Seja F(x) = 


f A r - 3 

Jo / 2 + 2 


/f? para --co < x < +co. 


(a) Enconire o valor de x ein tjLic F atinge seu valor mínimo. 

(b) Encontre os i nlervalo s n os quai s F é someii lc c reseeiite 
ou sorrtente decresceiue. 

(c) Enconlre os intervalos abestos nos quais F é somente 
eñncava para eíma ou someiue cóncava para baixo, 

[c]62. Use a geragao de graíicos e a integra^ao numdrica de um 
CAS paia gerar o gráfico da fungño F do Exercício 6 L no 
Íntervalo -20 < x <20, e confirme que o gráfico está dc 
ííeordocom os rcsufiados obíidos naquele exercfcío, 

63. (a) Em qual imemlo abeno a iormula 

„ r dt 

,w -i 7 

rcpresenta uma antiderívada de f(x) = I/x? 

(b) Encontre um ponto em qtie o gráfico de F cra¿a o cixo x. 

64. (a) Om qtial intcrvalo abcrto a tormula 

' J I 
TT 

1 


F(x) 


-/V 


dt 


representa tnna amiderívada de 


f(x) = 


I 


x 2 — 9 


(b) Encontie um ponto ein qtic o gráfico de F crnza o eixo x. 


65-66 Encontrc todos os valores dc x* nos intervalos quc satis- 
fazem a Equaqáo (8) do Tcorema do Valor Médio para Integrais 
(6.6.2) e cxplique o que icprescnLam esses números. 


65. (a) f(x) = v'T; [0.3) 

(b) f(x)=x 2 +x; [- 12 . 0 ) 

66. (a) j'(x) = sen x; [— jt. jt| 


(h) /(4=1 /+[1.3] 
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67-68 

tr u 

e na r a e rema a r é 

í ara n 

tcgral 

2 

ue, e/ re niínuaem a< b c m < / 

.( < M em 

a, b , 

cmá 

r f} 



m( 

b-a) < / f(x)dx <M(b-a) 

Jfí 


er 

E a 

e igua a e t rtiíim f e hter 

imuagóe 

bre 

tamanh 

c uma integra efini a, a artír e 

imitagñe 

brc 

tatnanh 

e eu integran e íá i u tra 

ti e er 

cfci 

7 c 




67. Enc ntre a re rná im e mínini e Va 3 + 2 ara 
0 < j < 3 c u e e e a re araenc tnrar imHagoe bre 
a r a imegra 

3 _ 

v ,/ V’- -b 2 dx 

6íi + Bnc ntrc a rc cmcMtai uc m£x cn_t <M ara0<,r<7r, 
c li o araenc mrar imilagoe bre a r a inicgra 

x scft x dx 

69, Pr e: 

a LcF(*)í = cLfCOÉ 

b [F(.v) + GGOi; = FWlJ + G (x)]* 
c [F(.x) - G(x)f a = - G(x)]J 


ENFOCANOO CONCEITOS 


70, E i ue r ue e rema Fun amenta á cu e 

era ica em m ilicagoe a integrai cfmi a em ue 

imitc e imegragá tn eii r é inai r ue u igua a 

imtte e integragá u erí r 

71* a Se // í r a ta a e ariagá a a tura etimacnan 

ca em cemímeír r an , ue re re ema a integra 
^ 10 **" 

J Q h , (í)dí\e uaí á ua uní a e 

b Se r i r a ta a e aríagá rai e um ba S 

e éric mc i a cm centímetr r egun . ue 

re re etita a integra Jj r (t ) dt , e uai a ua uni 
a e 

c Se // r r a la a e ariugá a e ei a c m 

emreueá iuem cratura me i acmm/ r a , ue 
re re enia a imegra H(t)dt, e uai a ua 
uni a e 

Se v j r a e ci a e e uma artícu a em m itnen 
i reti íne tnc i aeincin/fi, uere re cntaaintcgra 
u(0 dt , c uai a ua uni a c 

72, a Su nha ucctea azan atna ara entr cumri 
a uma ta a c V t ga oe r mínut ( c megan em 
um ín tante t - 0 E cre a uma íntegra ne rc rc eiue 
ume t ta c ama ue aza ara entr ri , u 
rante a rímeirah ra 

b Su nlia ue a reta Eangcnlc á cur a y = f x lenlia in 
c inacá m x n nt x ue rc re enta a integra 
f*m{x)dx 




73, a Su nha ueum re er atóri megaágua arautn ar 
ue ín u tria a uma ta ac n lante e r- 4 ga oe r 
mimit entre h3Giniíi e h a manha uanta água 
re er atóri rnecerá urantc e e erí etein 

b Su nha uc uma a in íi tria aumeme cu c n um 
entre lielOh amanbáe uealaa egun a ua 
re er atrirí rnecé água cre ga inearmenie, c n rme 
a figura abaí uanta água re cr aiórí rneccrá 
uraute a tie a I h ra 

c Su nha ue a lOhatéa 12h amanháata a e 
gun a uü re er aióii rneceágua ea a a ea 
ónnu a r t = !0 + v 7 ga 5e rminut , n e/ = 0 
e rre n eá H)h a manhá uanta água re er a 
lóri mecerá urante a ue e erí e 2 h ra 


Consumo de água 




Pigura P\-73 


74. maengenheira etráeg m nit ra trán ii uranteuma 
h ra h rári e ic a tar e artir e eu a , 
e a c tima ue, entre a 4h30mín e a 5h30mírt a tar e, 
a ta a Rt egun a ua can entram em uma ccrta 
ia e re aé a a ea órmu a R t =3 00 1 - 0,0001 f 


c¿i rr r minut , n e / é 

tem 

em minut 

e e a 

4h30min a tar c 




a uan c rrc ie 

e llu 

c trán tt 

ara emr 


a iae re a 


b E time númer e carr ueentramna iae re a 
uranie a h ra tn nit ra a 


75-76 a cu 

e ca a 

imife inter retan 

c m uma ma e 

iemann em 

lic 

ínter a á i i 

em n ubititer a 

e ígua c m 

ri ment 





77. Pr c e rema a r é i ara megrai c rema 2 
a ican c nema a r é i 5 7 2 a uma ami cri a 
aF e/ 
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✓' RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 6.6 


1. (a) F(b) - F(a) (b) F(b) - F(a) (c )j[x) 2. (a)ó (b) ■ ’ ■ (c)V5- 1 (d) | -V 18 4. t?-l 5. 150 


6.7 MOViMENTO RETILÍNEO REVISTO USANDO INTEGRAgÁO 

iVa SífCíío 5.5 «íü/íífw a denvada para defmir as nogdes de velocidade e aceleragao 
insíaníáneas pava uma panícula em movimenro retilíneo. Nesta seqáo veiomaremas o estudo 
de tai movimento utilizando as ferramentas da integra^áa. 



HS ysna üriica fungáo 
nos¡(;3o tal que .T(r (> ) = s t . 


Figura 6.7.1 


■ ENCONTRANDO POSigAO E VELOCIDADE POR INTEGRA?ÁO 

Lcmbrc quc im Scgao 5.8 (vcr Fórmuíasi (I) e (3)) vímos t|iic t sc uma paitfcula em movímento 
retilíneo tem uma fungño posigao s(f) t entao sua velocidade c aceieragao instaniñneas sao 
dadas pelas formulas 

u(f) — j'( 0 e a(t) = u ,r (f) 

Segue dessas fórnmlas que s(t) é uma aniiderivada de w(f) e que v(t) é uma aruiderivada de 
a(t\ ou seja. 


(i-2) 


Pela Fórmula {I ) 3 sc conheccrmos a íuncao vdocidade v(t') de unm partícula cm movimento 
retilfneo, cntao a integragao de v(j) produz uma família de fungoes posicao com aquela fun- 
gáo velocidade. Sc t alcm disso, soubcrmos a posicáo s (¡ da partícula em algum instamc t iP cn- 
tao teremos intbrmugao suñcícnle para eneomrara constante de integragáQ C determinar uma 
üníca funcao posigao (Figura 6.7,1). Anatogamente, sc conhcccrmos a fun$ao acelera^aoa(f) 
da partícula, eníao a íniegragao de a(t) produz uma íamília dc íungócs veioeidade coin aquela 
fungáo aceleragao. Sc, aíém disso, soubermos a velocidade n l? da partícula eiu algum instante 
f ip entáo teremos iníbrmagao sufidcntc para cncontrar a constante dc intcgragáo e dcterminar 
unia única fungáo vdocidadc (Figura 6.7.2). 


II 

^-s 

■*-. 

> 1 

e 

L)(0 = 

1 ü(t)dt 



Há uma LinÉca fungáo 
velocidade tal qué v(i ti ) - íJ f) 


Figura 6,7.2 


►- Exemplo 1 Uma partícula niove-se com velocidade i;(r) ~ cos ttí ao longo de um eixo 
coordbnado. Sabendo quc a pailícula tem a coordenada s = 4 no instante f - 0, enconire sua 
fungáo posigáo. 

Soin qáo A fungáo po sigáo é 



j = 


j COS 7Ü dt 


— — sen 7Tt -f- C 

jT 


Como s = 4 quando / = 0, tem-sc que 


Assim, 



— scn 0 4- C 

JT 


c 


s(t) — — sen nt + 4 ^ 

7T 


M CALCULANDO DESLOCAMENTO E DISTÁNCIA PERCORRIDA POR INTEGRAQAO 

Lemhre que o deslocamento de unia partícula em movimento retilfneo ao longo de um in- 
tcrvalo dc tcrnpo é sua coordenada tinal menos sua coordenada inicíaL Assim, se a fungáo 
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Interprete a Fórmula (3) como um 
caso especial da Fórmula (15) da Se* 
(;áo 6.6. 


po-sigao da panícula for s(t), enluo scu deslocamenio ao longo do íntervulo de tempo |d ü , /, | e 
í'(f,) - s(t y) )< Isso pode ser escríto em forma í¡Hegral como 


deslocametuo 
ao Iíxíéo dt> 
intervsdo [J lf , rj 



S(t i) - sUo) 



Noenumto, para encoiUrai n distancia percorrida pela parlícula ao longo do íniemilo de lempo 
[4, r, | (ou seja, 0 total da distáncia pcrcorrída no seniído posiiivo mais a distáncia percorrída 
no seniido negativo), predsamos iniegrar o valor absoluto da fun^áo velocidade, ou seja, 


dislütKta lotal j)cr- 
cínridaem utsi inter- 
valo de 1 empG [r ^j 




Como o valor ahsoluio da velocidade é a velocidade escalai; podemos» ínfonnalmente* resu- 
mir as Fórmuias (3) e (4) como seguc. 


Integrando a velocidade ao iongo de um intervalo de tempo, obtemos o deslocamento; 
integmndo a velocidade escaíar ao longo de um intervalo de iempo, ohtemos a distáncia 
percorrida. 


► Exemplo 2 üma parlícula move-se ao longo de um eixo coordenado de tal i’ornta c|iie 
sua velocidadc no instante t c u(f) - r - 2 f m/s. 


(a) Encontre 0 desltxiamento da parlícula no íntervaio de tempo ü < t < 3. 

(b) Encontre a distáncia total percorrida i?ela partícula 110 intervalo 0 < f < 3. 


Em problemas Itsicos, é tmporlanle 
a&sociar as unidades corretas ás inte- 
grais delinidas. Em gerat. as unidades 
para a rntegral definida 

/(I) dx 

seráo unidades de /(.v) vezes unida- 
des de .v ? já que a integral definida é 
0 limit-e de somas de Riemann. nas 
quais cada termo tem essas unida- 
des, Püf exemplo, de l<íj está em me- 
tros por segundo (m/s) e 1 é dado ern 
segundos im, entiáo 

u(/) ítí 

édada em rnetros, poís 
(m/s) x s = iu 




Sotui’áo (a) A partir dc (3), o deslocamcnto c 


Assím, em r = 3 t a parlíeula esta na mcsma posí^áo que em 1 = 0. 





Sotugao (h) A velocidudc podc scr escrita como u(/) = r - 2 f = t(t - 2 ), logo v(t) < 0 sc 
0 < f < 2 c v(Ó > 0 se 2 < t < 3. Í3essc modOj scgue dc (4) quc a distancia toial pcrcorrida e 



■ ANALíSAMDO A CURVA VELOCIDADE ^ERSÜSTEMPO 

Na Se^áo 5.8 mostramos como usar a curva posi^áo versus tempo para obler informagdcs 
sohrc 0 comportamento dc uma partícula ctn movimcnto rciilínco (Tahcía 5,8.1). Da mcs- 
ma fonna, podem ser obtídas valiosas iiiiormacdes da curvu velocidade versus lempo, Por 
cxcmplo, a inlegral cm ( 3 ) potic scr interpretada* geonietiicamentc, como a úrea fíquida com 
sinal ontrc 0 gráfico dc u(r) e o íntervalo [r lp / , 1; c a iiitcgral cm (4), como a área total cntrc 0 
grafico dc y(í) c o iiilcrvulo [ 4 , f,]. Assirn t temas o scguinte rcsultado. 
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a } -Á2 +A$ = destocamento 
+Á2 + •= distSncía percorrida 


Figuríi 6.7J 


6-7,1 KNCONTRANDO O DFSI-OCAMKNTO Al’RAVK.S |>A CORVA VEI-OCIDADK VfiRSUS 
l’KMPO Piira uma partícula cm movimcuto retilínco t a área líquida com sinal entre 
a curva velocidade versus tcmpo c um íntcrvalo \r V) , 1.1 no eixo t represcnta o dcsk?ea- 
mento da partfcula ncsse íntervalo dc tcmpo, e a área totai entre a curva vclocidade ver- 
sns tcmpo e o intcrvalo [/^, /,] no cixo t reprcscnia a dislaneia pereorrida pela parlícula 
nesse imervalo (Figura 6.7.3), 


► ExempIo 3 A Figura 6.7.4 mostra trOs curvas velocidade versns tempo para tima partíctt- 
laem movimcnto retilínco, ao longo de um cixo horizontal com sentido positivo paraadircita. 
Em cada caso T encomre o deslocamento e a distáncia percorrida pcla parlícula no intervalo de 
tcmpo 0 < t < 4 c cxpltquc o quc cssas informagóes revclam sobrc o inovimemo da partícula. 


Sohtgáo (á) Na parte (a) da figura, a árca e a árca líquida com sinal acima do intervalo sáo 
ambas iguais a 2. Assim, no ímal do período de tcmpo, a partícuia está 2 unidades á direita do 
ponto inicial c pcrcorrcu uma distáneia dc 2 unidadcs. 


Solugáo (b) Na parte (//) da íigura, a área ífqukia com sinal é“2ca área total c 2. Assim, 
no final do período de tempo, a partícula está 2 unidades á esquerda do pomo inicial e percor- 
reu uma distánciade 2 unidades. 


Solugáo (c) Na parte (c) da íigura, a árca Iiquida com sinal é ü e a área total é 2. Assim, 
no final do perfodo de tempo, a parucuJa está de volta ao ponto inicial e percorreu uma dis- 
táncia de 2 unidades. Mais especificamente, percorreu ! untdade para a direita ao longo do 
intervaío dc icmpo 0 < t < l e, depois, I unidadc para a csqucrda ao longo do intervalo dc 
tenipo \ <t <2 (porqué?). * 



Figura 6J.4 


+ v 



t 



■ WIOVIMENTO ÜNIFORMEMENTE ACELERADO 

Um dos casos mais importantes dc inovímcnto retilínco ocorre quando a partícula tem acclc- 
ragao eonstante. Tal caso é denominado movimento uniformemente aceícrado, 

Vamos mostrar quc T se uma partícula tiver aceleragáo constante em seu moviinento ao 
longo de um eixo .í, e sc torem conhecidas sua posi^ao c velocidade em um certo instante, 
digamos / = 0* cntáo é possfvel dcduzir fórmulas para a posic'áo .v(í) c a velocídade u(f) cm 
qualqucr Ínstaute /. Para ver como ísso podc sci f’cito, vamos Supor que a parlfcula tenha uma 
aeelera^áo consfante 


e q ue 


a(t) - a 


s = s 0 quando t = 0 
v— quando / = 0 


(5) 

( 6 ) 
(7) 


ondc s,, e v 0 sao eonhecidos, Chamamos (6) e (7) de condigfm iniciais do movimenlo. 
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Tomando (5) como ponto de parlida, podemos integrar aU) para obter v(t) e, por suu 
vc/, integrar v(t) |inrp obtci\v(f) t usando em cada caso as condigocs iniciais para dcterminar a 
consianie de iniegraeao, Os cálcuíos sao os seguinies: 


y(í) = J a(j)dt — j a dt — 


— aí + Ci 


(H) 


Para dctcrniínar a constante de integragao C r aplicamos a eondigáo inícial (7) a cssa cqiiagáo 
para ohter 

v 0 = y( 0 ) = <3 - 0 + C, — C, 

Substiluindo isso em (8) e eolocando em primeiro lugar o termo conslante, obtemos 

v(t) = u 0 + at 

Como v ü é consiante, tem-se que 


s(t) - J v(t) dt = J (uo + at)dt - vot + ~üt 2 + C 2 


(9) 


Para determinat a constante C 2í apiicamos a concliqáo inicial (6) a essa equaqáo para obter 

.Vq “ v(0) = iíq ■ 0 + ■ 0 + C^ ” C 2 

Substituíndo isso cni (9) e colocando 0 termo constantc cm primciro lugar T obtemos 

í(í) = SQ + vqí + kcit 1 
Resumindo, lemos o seguinte resullado. 


Como podomos deduzir, a partir do 
gráíico da curva v&locidade versus 
ternpo. se uma partícula movondo-se 
ao longo de uma reta tom imovljnenlo 
uniformemerite acelerado? 


6,7,2 movimento UNiFORMEMENTE acklfrado Se uma partícula se move com uma 
aeelcracáo constame a ao longo de um eixo ,v, e se c v V/ forein, respectivamente, a posigáo 
e a veíocídade no instame / - 0, entáo as fungoes posiqáo e veíocidade da parncula sáo 


s(t) = ¿o + v Q t + \al~ 


( 10 ) 


v{t) = v 0 + at 


( 11 ) 


► Exemplo 4 Suponha que uma nave espaeial intergaíáctica use uma vela e o “vemo so- 
lar' para produzir uma acdcra^áo constantc dc 0,032 m/s 2 . Supondo quc a vckxidade da navc 
scja de í 0*000 m/s quando a vela é desfraldada pela primeira ve/, quao longe a nave vtajará 
cm uma hora e qual scrá sua vclocídadc ao íinal dcssa hora? 

Sotuj'áo Nesse problcma, a escoiha dc um cixo dc coordcnadas está a nosso critcrio; logo, 
vamos escolbé-lo de forma a tornar os cálculos táo simples quanto possível. Conseqüenle- 
mente, vamos introduzir uju cixo s cujo scntido positivo csiá nn dircgáo do movimcnto c 
escolhcr a origcm coincidcnlc com a posigáo da navc em t = 0 quando a vela c dcsfraldada. 
Assim, as Fórmulas (10) e (11) para o movimcnlo uniformcmcntc acelcrado podcm scr aph- 
cadas com 

= s( 0) = 0 t u 0 = v(0) = 10.000 e a = 0,032 

Como 1 hora corrcspondc a 3.600 segundos, lem-se a partirdc (10) c¡uc em 1 hora a nave 
pcrcorrc adistáncia de 

j(3.600) = 10.000(3600) + 4(0,032)(3.600) 2 « 36 200.000 m 
e a partir de (11) tem-se que, após I hora, a velocidade é de 


UÍ3.600) - 10.000 + (0,032X3*600) - 10* 100 m/s < 
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Figura 6,7,5 
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► Exemplo 5 Um ónibus pára para receber passageiros e uma mulher lerna alcai’igá-lo cor- 
rendo a uma vdocidade constanlc dc 5 m/s. Quando ela csta a 11 ni da porta diantcira, o ónibus 
parte com uma acelera^áo constanfe de I m/s 2 . A partir daí, quanto tempo ela levará para chegar 
atc a porla. sc conttnuar a corrcr com a vdocidadc de 5 m/s'? 

Soluqao Conforme mostra a Figura 6.7.5, escolha o eixo s de tal forma que o ónibus e 
a mulher se movimentem no sentido posítivo e a porta dianleira esteja na origem em í - 0 , 
quandoelc comega a se movimentar. Fara pegar o ónibus depois de algum tempo t, a niulher 
terá de percorrer uma distíincta s„. (f) que e igual a i I metros mais a dkláneia s h (t) percorrida 
pclo ónibus; isto é t ela iráalcan^ar o ónibus quando 

- h(0 + 1 1 ( 12 ) 

Como a mulhcr Lem uma velocídadc constante de 5 ni/s, a distáncia percorrida por ela ein t 
segundos é s„.(t ) = 5t. Assim, podemos escrever (1 2) como 

Sflt) -5t- 11 (13) 

Conio o ónibus tem uma acelera^ao constante de a — \ rn/C e cotno s ü — lv, — 0 ein t = 0 (por 
qué?), tem-se a partir de ( 10 ) que 

s,Át) - 

Substiluindo essa equa^ao em (13) e reoiganí/ando os terjnos, oblemos a equagao quadnítica 

V 2 - 5/ -f 11 = 0 ou t 2 - 10 /- 4- 22 = Ü 
Rcsolvcndo cssa cquagáo através da fúnnula quadrálica, obtemos duas soluqoes; 

/ = 5 — J? 3,3 c t — 5 + V'3 ^ 6,7 


(verilique). Assim, a mulhcr pode alcatK?ar a porta do óníbus em dois instantes difcrcntcs, 
t - 3,3 s e / = 6 y 7 s. A explicagao para duas soluqoes é a scguinte; quando a mulber aleanqa a 
poría do dnibus pela primcira vc/, ela está mais rápida do que o dnibus c podc passar pcla por- 
ta sem que o molorista perccba. No entanto, a inedida C|ue o ónibus aumenta suu veloeidade, 
cle acaba por alcanqá-Ia c a mulher poderá emparclbar com a porta do ónibus novamentc. M 


E ixo s 

A 


Altura < 


o s 


^jTTérráJL- 

Figura 6.7.6 


■ O MODELO DE QUEDA LIVRE 

Quando a um objelo na proximidade da Terra é eonferída unia velocidade inicial verlical 
(para cima ou para baixo) e, em seguida, ele é deixado livre em um movimemo venical, di~ 
zeinos que seu movimento é um movimento de queda Uvre Na modelagem do movimcnto 
de queda Iivre, supomos que a unica lorqa atuando no objeto é a da gravidade terrestre, e que 
o objeto permanece suñcientemente próximo da Tcrra para que essa forca gravitacional seja 
constante. Hm particular, desprezamos a resisféneia do ar e a aíraqáo gravitacional de outros 
corpos eelestes. 

Em nosso modelo, ignoramos o tamanho ffsíco do objeto, tratando-o como se fosse 
uma partfcula, c supomos que o objeto se inovc ao longo de um cixo s euja orígem está na 
superffcie da Terra e cujo sentido posítívo é para cima. Com cssa convengáo, a eoordenada s 
da partícula é a altura desta acima da superffcíe da Terra (Figura 6.7.6). 

É uin fato da Físiea que uma partícula em movimento de queda livre tem aeelei aqáo 
consiante. A niagnilude dessa consEante, denotada pela letra g, é chamada de constante de 
graviiagño, ou aceleragáo devida a gt avidade. e é aproxhnadamente igual a 9,8 m/s ou 32 
pés/s : , dependendo da unidade de mediqáo da distándaT 


* De moüo a cóíi&cáiue # vatia coni n Ifiiiiudc c n íüsianda ;tu cciiiro dn Tcm. Porém. píirn movímtmos ern uihei liiiiiudc li*;i 

c próximosá supcrticlc dnTcrra. u liipótcsü dc uma^ consinntcc satisfíitórin. pniamuiias aplicagócs. 
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Como sefiam alteradas as Fórmuias 
{14), ( 15 ) e (16) se escolhéssemos o 
SentídO posiEivo do etxo scomo sendo 
para baixo? 





Cíinüo (Jl 1 bcisc-tHnt (iv Molari Ryan 


A t>ola no Exemplo 6 sobo quari’ 
do a volocidade é positiva e desce 
quaodo é rtegatíva, <te modo que tez 
sentrdo fís-ico que a veiocidade seja 
zero quancfo a bola atinge aua altura 
nrtáxima. 


LyEnbrC que unia partícula eslíí aunicnlando a velocidade quandó sua velocidade e ace- 
lejagáo tém o mesmo sinal, e diminuindo quando tém sinais opostos, Assim, por termos es- 
colhido o sentido posítivo para cima» segue que a uceleracáo a(t) de uma purtícula em queda 
livre é negativa para cada valor de í. De fato, observe que unia partícula em movimento para 
eima (velocidade positiva) está diinínuindo sua velocidnde, portanto, sua accleragáo deve ser 
negativa; e uma panículaem movimenío para baixo (velocidade negaliva) eslá aumentando 
sua velocidade, portanto, sua aceleragao também deve ser negativa. Assim, concluímos que 


a{t) = -g 


(14) 


Seguedissoe das Fórmulas (10) e (1 i) do movímemo uniformemente acelerado que as fun- 
C'des posicáo e velocidadc de uma partícula cm movimento de queda livre sáo 


s(f) = '50 + V(jt - 


(15) 


o(0 = i-Vj - gt 


(16) 


► Fxemplo 6 Um dos langadores dc beisebol mais rápidos de todos os tempos foi Nolan 
Ryan, que era capa/ de atirar uma bola a 150 pés/s (mais de 164 km/h). Durante sua carreira, 
ele teve a oportunidade de langar uo estádio Houston Astrodome (em Houston, no Texas, 
EUA), quc foi a sedc do Houston Astros de 1965 a 1999. O tcto dcssc estadío coberto cstava 
a 208 pés (ccrca de 64 m) acima do campo. Teria sido possível para Nolan Ryan atingi+lo 
langando uma bola dc bcisebol veriicalmenle com imia velocidade ínícíal de 100 pés/s a partir 
dc uma aítura dc 7 pcs? 

Solugao Como a distáncia está em pés, tomamos g - 32 pés/s? Inicialmente, temos s t) = 7 pés 
c v fi = 100 pcs/s, dc modo quc por (15) e (16) tcmos 

s(t) — 7 + 100/ — I6f- 
v(t) = 100 - 32r 

A bola subirá até v(f) = 0, ou scja, atc 100 - 32/ = 0. Resolvcndo cssa cquagáo, vemos que 
a bola atinge sua altura máxima no instante t — f t l J ara cncontrar sua altura ncssc instante, 
subsiiiuímos cssc valor dc / na fungáo posigáo c obtcmos 


j (f) - 7 + 100 (f) - 16 (§Y = 163,25 pcs 
o que signitka que faltam aproximadamentc 45 pés (cerca de 14 m) para atingir o teto. < 


► Exemplo 7 Unia mocda é largada a pariir do rcpouso dc um ponto próximo ao lopo do 
Cmpirc Statc Building a uma altura dc L250 pés do solo (Fígura 6.7.7). Supondo quc o mo- 
dclo dc qucda livrc scja aplicávcL quanlo tempo ela levará para atingir o solo c qual será sua 
velocidade no momcnto do impacto? 


Sohtgdo Como a disiáncia está cm pcs, tomamos g = 32 pés/sL lnícialmcnte, tcmos s n 
c v n = 0; assínu a partir dc (15) 

s(t) = -16r + 1250 

O ímpacto ocorrc quando .v(f) = 0. Resolvendo a cquacáo em /, obtemos 

-I6r+ 1250 = 0 
]250 625 

v~ — 


L250 

(17) 


/ = ± 


16 

25 


±S,8s 
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Figura 6,7*7 


Como i > 0, podemos dcscartar a soiugao ncgativa c concluir que leva 25/%/H re 8,8 s para 
u moeda atingir o solo, F 3 ara encomar a velocidade no momenlo do impacto, substítuímos 
t - 25/\/8, u 0 = 0 c g = 32 em (16) para obter 

v = 0 - 32 ~ -20üv / 2 S» -282,8 pés/s 

Assim, a velocidade no momento do impacto c 

= 200s/2 « 282,8 pcs/s 


•*) 


quc c mais do que 192 mi/h (cerca de 310 km/h). 


EXERCÍClOS DE CQMPREENSÁO 6*7 (Verpágina 419 para respostas .) 


L Suponha quc uma partícula csteja em movimento ao longo de 
um dxo s eom velocidade v(/) - 2f + L Sc no ínsianie / - 0 
a partícula está na postgao s = 2 . cntáo sua l'urtcáo posigíio é 
s(0= _, 

2* Seja u (0 a fungao velocidade de uma pailícula que cslá cm mo- 
vimento <io longo de um eixo s cont acderagáo constante a — -2. 
Se u(l) = 4, entSo v(/) =_, 

3* Scj Lt u( /) a í'u nqüo vc I oc i tl adc de u m a piu L t íe ti la c m m ov i mem 
to reiilmeo, Suponha que t>(0) =— I. ií(3) = 2 e que a eur- 


va velocidade versus tempo é uma reta, O desloeamento da 

pariículacntre os instantes / = 0 e/ = 3 é ____, c a 

dístñnda pereorrida pcla partfcula ao longo dcsse intcrvalo 
de tempo é_. 

4, Segundo o moddo de queda-livre, dc quc altma devc ser larga- 
da uma mneda para atingir o solo com uma velocidadc escalar 
dc 48 pés/s? 


EXERCÍCIOS 6.7 


H Recurso Gfáfíco 


CAS 


ENFOCANDO CONCÉITOS 


1. Em eada parte. 6 dada a curva vciocídade versus tcmpo de 
uma partícula tF'c se move ao longo de uma reta, L'se a cur- 
va para enconirar o deslocameiHo e a dísláncia percorrida 
pda partícuia no ínicrvalo de tempo 0 < t < 3. 





2 . Esboce a curva vclocidade versus tempo dc uma partfcula 
que percorm uma distáncia dc 5 unidadcs ao longo dc um 
cixo, durantc o imervalo de tcmpo 0 < / < 10 , e tcm um dcs- 
locamento de 0 unklade. 

X A figura a scguir mostra a curva aceteragáo versus tempo 
de uma partícula que se move ao longo de utn eixo, Se a 
velocidade inícial da partícula for dc 20 m/s, estime 

(a) a vdoc i dadc no ins tantc t = 4 s; 

(b) a veloddadc no insiantc i = 6 s. 



l igura Ex-3 


4. A íigura a seguír inosíra a curva velocidadc versits tempo 
no intcrvalo I < í < 5 de tima partícula quc sc tnovc ao longo 
dc nm cixo horizontnl. 

(a) O quc podc scr dito sobi e o sinal dc aceleraqao naqtiele 
intcivalo dc lempo? 

(b) Q ua ndo a p artíc u Ia cs lü au m entan do s ua vc I oc ídade ? E 
quando cstá dimtnuíndo? 

(c) ü quc pode scr dito sobre a localizagao da pamcula no 
instante f - 5, cm relagáo á localizagao no instante /•='!? 
Exptique seu raciocínio. 
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5-8 Uma partícula move-se ao longo de nm eixo s. Use a informa- 
gao dada pam encomrar sua fungao posiqao, 

5* (a) u(f) = 3 1 2 —2f; a’(0) — 1 

(b) a (f) = 3sen 3/; y(0) — 3; v(0) = 3 

(a) u(0 = 1 +sen f; s(ü) =-3 

(b) ff 0) = r - 3í + 1; u(0) = 0; í(0) = 0 

7* (a) KO = 3f + I; ,v(2) = 4 

(b) £i(f) = v(\) — 0; 5(1) — 2 

8. (a) u(/> = s(8) = 0 

(b) a(r) = V?; u(4) = !; i(4) = -5 


9-12 Uma partícula move-sc com uma vdocidade de i/(f) m/s ao 
longo de um eixo s. Encomie o desíocüinerUü e a dísláncia peroor- 
rída por ela durante os intervalos de tempo. 


9* 

(a) 

U(f) 

= sen /; 0 < f < ft/2 


(b) 

u(0 

= cos /: Ttfl <f< 2n 

Hí* 

(a) 

v(t) 

= 3f - 2; 0 < t < 2 


(b) 

u(0 

— 11 - 2/1; ü < r < 2 

11* 

(a) 

v(t) 

= r- — 3f 2 + 2f; 0 < t < 3 


(b) 

v(t) 

= VF — 2; 0 < t < 3 

12. 

(a) 

V(t) 

= / — V7; 0 < t < 4 


(b) 

v(t) 

- -; ü < f < 3 

Vt +1 


13-16 Uma pai'tícuia move-se eom aceleragao ü{¡) m/s 2 ao longo 
de um eixo s c tcni vdocídadc v ü m/s no Instante t = 0. Encontre o 
desbcamentoe adistancia percorrida pordadurante os intervalos 
dc tempo. 

13* ü(f) — 3; üm = — 1; 0 < f < 2 
14* a{t) = t-2: t? tí = ü; 1 <t <5 
15* ü(¿) = I/V3 1 + 1: \h) = |; I <f <5 
16* ü[t) — sen f; v t . = t; nf4 < t < tt/2 

17* Eni cada paite, use a inlon na^áo dada para encontrar a posigao. a 
velocidade* a velocidade escalar e a aceleragao no instante t = i. 

(a) v = sen ^Tf; s = 0 quando t - 0 

(b) ú = - 3r; 5= 1 e v =■ 0 qtiando i = 0 

IH* Ern cada partc, use a infomiagao dada para cnconlrar a posicáo, a 
vetocidade, a veloddade escalar e a acdei aqao no instante / = I. 

(a) v — cos "Ittí; s = 0 quando / = í 

(b) a = 4e 2l ~ 2 ; s = \/e 2 e v = (2/e 1 ) — 3 quando t = 0 


19* Suponha que uma partícula em movimento retilíneo tenha uma 
veloeidírdc v no instante í dada por 

5f, 0 < f < I 

I ,</ 

t 

ondc / cstá em segundos e v cm centímetros por segundo (cnt/s). 
Calcule o(s) instantc(s) em quc a particula cstíi a 4 cm dc sua 
posi^ao inicial. 

20*Suponha qucuma paitículaem movimento relilíneo tenha uma 
veloddade v rio instante t dada por 

v(0 = “TT - 03+ t > 0 

f" + t 

onde t está em segundos c v ctn centimctros por scgundo (em/s). 
Calcule o(s) instaiHc(s) em quc a paitícula está a 2 cm dc sua 
positj-áo inicial, 

21. Suponha que a fun^áo velocidade uma partícula ern movimeiuo 
retilíneo ao longo de um eixo s seja p(f) = 20C -110/ + 1 20 m h e 
quc a partíeuta estcja na origcm no instante t = 0. Use um rccurso 
gráfico para gerar os gráíicos de v(f), u(f) e a(t) para os primeinos 
6 segundos de movimento* 

p= 22. Suponhaqnea fungao aceleragáo de utna partfcula em movimen- 
to retílíneo ao longo de um etxo v scja a(t) = 4/ — 30 m/S' e 
que a posi^áo e a velocidade no instante t = 0 scjam 5 4) - -5 m e 
uq = 3 ni/s. Use uin rccurso grállco para gerar os grañcos dc 
,v(f), ?;(f) e a(t) para os prínieiros 25 segundos de movimentü* 


23-26 Para cada iun^áo velocidade u(f) dada: 

(a) Gere a eurva veioeidade versus tempo e use-a para la- 
zcj' uma conjectura sobre o sinal do dcslocamento so- 
bre os intervalos de tempo dados. 

{b) Usc u m CA S para e ncon t rar o desl ocamc n to. 

@23* v(t) — 0.5 - T sen f; 0 < t < 5 

3 24* v(t) = 0,5 — t cos 7tt ; 0 < t < 1 

5]25, v(t) = 0*5 - te'*: 0 < : < 5 

@26* u(í) — t ln{f + 0,1); 0</<l 

27, Supotiha que eni t = í.i uma partícnla esteja na origem de um 
eíxo v com uma velocídade = 25 cm/s. Nos primciros 4 
scguudos náo há acdcraqao e. entáo. age uma forqa relar- 
dadora que produz uina aceleragao negativa constante de 
a — — 10 cin/sf 

(a) Esboce a curva aceleragao ver.su s tempo 110 intervalo 
ü£ f < 12. 

(b) Esboce a curva vclocidade versus tcnipo no intervalo 
0 <f< 12* 

(c) Enconire a eoordenada v da partícula nos itistan ics í-8s 
e f = 12 s. 

(d) Qual é a coordenada x máxima da partíctila no íntervalo 
0 < t < 12 ? 

2fí, As Fórmulas (í 0) e (11) do movimento uniformemente acelera- 
do podem ser rearranjadas de várias formas. Para simplíficar* 
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sejam s = s(i) e v - v(r), e deduza as seguintes varia^óes daquelas 
fórmulas. 




2{s - So) 


(b) / = 


2 ($ - .vq) 

UQ + LJ 


(c) s = S{) + ljí — fNote como esta dífercdc (10).] 


23-36 Nostcs cxcrcieíos. suponha que o objcto movc-se no sentido 
posiíivode um cixo. Aplique as Fórmulus (10) c (IIK ou uquc]as 
dc> Excicicio 28, conforme for apropriado. Em ulguns dc>s proble- 
mas, vocé necessítará da rdagáo 88 pés/s = 60 mí/li. 


29. (a) Um automóvel viajando ern uma estrada reia desaeelera 

uniformcmeme dc 55 pora 40 mi/h cm 10 s. Encontrc sua 
aceleragáo em pés/s'. 

(b) II m e Í el i st a perco rre n do u m cam i n ho reto aee lera u n i fbr- 
memente do repouso pam 30 km/h em ] minuLo. EncoiHre 
sua aceleraqáo em km/s 2 , 

30. Utn ciirro pcrcorrcndo uma cstrada rcta a 60 mí/h dcsacclcra a 
uma táxa eonstante de I I pés/s‘. 

(a) Quanto tempo irá levar para a vdocidade ser de 45 mi/h? 

(b) Qual é a dissáncia que o carro irá perconei antes de parar? 

31. Avislando a polfcia. mii motorista freia seu earro novo para re- 
du/ir a vclocidadc dc 90 pnra 60 mi/h, a uma taxa constante ao 
longo dc uma distanda dc 200 pcs. 

(a) Encontre a aceleraqáo em pés/s 2 . 

(b) Quanto tempo irá levar para redu/ir n velocidade a 55 mi/h? 

(c) Com ¡.j aceJera^áo obtida em (a), quanlo tempo levaria para 
parar completamente o carro partindo das 90 mi/h? 


32, Uma partfcula movcndo-sc ao longo dc uma reta está scn- 
do acelerada a uina taxa constante dc 5 m/s 2 . Encontrc sua 


veloeidade inicial se ela percorre 60 mctros nos primeiros 4 
semindos. 

'mr 


33. Um motocíclista, partindo do repmiso, aumenta sua velocidade 
com uma aeeleraqao constantc dc 2,6 m/s a . Após ter percorrido 
120 m, ele diminui a velocidade com uma acelcragáo constantc 
dc -1.5 m/s“ até atingir a velocidade de 12 m/s, Quat é a distan- 
cia percorrida pelo motociclista até esse insianie? 

34, Um concdor dos 100 m arranca com uma aeelera^áo de 4,0 m/s", 
a qual mantem por 2 scgundos. Sua aceleraqáo, cntño, cat para 
¿íero pe3o resiante da prová. 


(a) Qual foi o seu tempo do coiTÍda? 

(b) Faga u cn grállco da dtstáncia a partir da arrancada verstts 
tempo. 


35. Um caiTo, apds tcr parado no guichS do pcdágio, saíu eom uma 
acelcragáo constanle dc 4 pds/s 2 . No instantc em quc dcixa o 
guiché, está a 2.500 pds de irm caminháo viajando a uina ve- 
locidade constanie dc 50 pds/s. Quanio tempo o carro irá levar 
para alcangar o caminháo, c qual será a distáncia percorrida 
desdc o guiché atc essc instamc? 


36. Na etapa final dc unia corrida dc barcos a rcmo, o desafiante 
está rcmando a uma vdocidade constante dc 12 m/s. No mo- 


mento em tpie está a 100 m da linha de chegada, com o desa- 
fiáiitc 15 m arrás. o lidcr cstá rcmando a 8 m/s. mas comc^a a 

■j 5 

acelerar constantcmcntc a 0,5 in/s", Quem venccrá a prova? 


37-46 Suponha qtic o modelo de qucda livre sc apliquc. Re- 
solvá cslcs exercícios aplicarido as Fórmulas (15) e (16) ou. 
quando apropriado, use aquelas do Exercício 28 com a = -g. 
Nestes exercicios, tome g = 32 pés/s 2 oli 9.8 m/s', dcpendendo 
das imidadcs. 


37. Um projétil 6 lancado vcrtlcalmcnte para citna a partir do solo 
cotn uma velocidade inicial de 112 pds/s, 

(a) Enconíre a velocidade emí = 3sc^5 s. 

(b) Qtml e a altura máxima atingida pelo projétil ? 

(c) Encon tre a vcloc i dadc do projcti I qua ndo c lc atí n g i r o so Io. 

38. Um projétil lan^ado para baíxo de uma altura dc i 12 pés atin- 
giu o solo cm 2 s. Qual c a sua velocidadc inicial? 

39. Um projéíil é lanqado venicalmente para cima a paitir do solo. 
com uma velocidade inicial dc I ó pcs/s, 

(a) Quantú' tempo irá levai para o projetíí atingir o soio? 

( b) Por quan to tcmpo o pTOj éti \ estará se m ovc n do para c i m a? 

40. Em 1939, Joc Sprinz do Seais Baseball Club, de San Fran- 
císco, EUA. tentou pegar nma bola largada de um dírigivel a 
uma altura de 800 pcs (com a intenqáo de qucbrar nm rccor- 
de anterior), 

(á) Quanlo tempo levou para a bo]a cair os 800 pes? 

(b) Qua] cra a vclocidadc <ia bola cm míShas por hora após os 
800 pés m p¿s / s = 60 iru/h)? 

\Nota\ Na prática, nao 6 possfvcl ignorar a rcsisténcia do ar 
ncstc prohlema: porém, mcsmo com o amorteciniento devido 
á resisténcia do ar. o impacto da bola Eez com que a luva de 
Sprinz batesse em seu rosto, fraturando o maxilar superior em 
12 lugares, qucbrando 5 dentes e fazendo-o cair ínconscíente, 
deixando a bola cair da luva. j 

41. Lím projétil é lunqado veniealmente para cima a partir do cháo 
com urna veíocidade inieial de 60 nVs. 

(a) Quanto tempo leva para o projétil atingir o seu ponto 
maís aito? 

(b) A que altura chega o projétíl? 

(c) Quanto tempo Jeva o projétil para cair no cháo a partirdo 
ponto mais a.Uo? 

(d) Qual é a vetoeidade escalardo projétil ao atíngir ocháo? 

42. (a) U se o s resu I tadi>s d o Exercíe i o 41 para fazer tirna coojectu- 

ra sobre a relaqao entre as vdocidades inieial c final dc utn 
projétil quc é langado verticalmcnte pam cima a partlr do 
nível do chiio e retorna para o cbuo, 

(b) Prove sua conjeclura. 

43. Um pryjétiJ é disparado verticalmente para eima com uma 
vclocidadc inicial dc 49 m/s, do aito dc uma torre com 150 m 
de aluira. 

(a) Qtlanto lempo irá l evar paru ele ati ngir a altura má xi ma? 
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(h) Qual é a áítum máxinia? 

(c) Quanio tcmpo o pmjtíiil írá icvar pai a passar pclo ponto dc 
pantda na dcsciclaV 

(d) Quá] seiá a veíocidade quando ele passar pelo ponto de 
paitidn ne descicla? 

(e) Quanto tempo o projetíl írn Ievar para atlngir o solo? 

(0 Qual sem a sua veJoctdade no impacto? 

44* Utn iiomcm em uma pontc dcixa cair uma pcdra. Qua] c a attu- 
ra da ponte se: 

(a) a pedra atinge a água 4 segundos depoís de largada? 


(b) ü homeni ouvir o som da pedra batendo na água depois 
de 4 s? [Consídcrc a veloddade do som como scndo dc 
340 m/s.) 

45. No Exemplo (x qual é a velocidude com a qual Noian Ryan 
devei ia langur uma hota para eima a pariir de uma aitura de 7 
jxís para aleangar o leto do Astrodome? 

46* U ma pedra j og ad a vcrt i ca I men tc para bai x o co in u ma vctoc ida- 
dc inicial desconhcdda a parlir dc unia altura de 300 rn alcanca 
o solo em 5 segundos. Qbtenha a vdoddade eom que ela atingc 
o soto. 


I/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 6,7 

I. r + t + 2 2. 6- 2t 3* f 4* 

ém áir 

6.8 CALCULANDO INTEGRAIS DEFINIDAS POR SUBSTITUigÁO 

Nesta se<¡aodiscuíiremüs íIo'ís métodospam calcidar integmisdefinidas em que énecessária 
itma sitbsíiíu iqño. 


■ DOIS MÉTODOS PARA FAZER SUBST1TUIQÓES EM ÍNTEGRAIS DEFINIDAS 

Lembre que na Segao 6.3 foi visto que integrais indefinidas da forma 

Í f(g(xy)g'(x)dx 

podem sercatcuíadas t ás ve/.es, fazendo-se a suhsiítuigáo u 

U = g(x), du = g f (x) dx (I) 

que converte a intcgrai para t) Ibrmato 


j f{u)du 

Para aplicar cssc mctodo a uma intcgral dcfinida do lipo 

f(g(x))g\x)dx 



precisanios levar em eónta o efeiLo da subslituigáo nos limiles de integragáo de x. Há duas 


matieiras de l’azer isso, 

Mélodo 1 

Deterininar primeíro a integral indefinida 

í f(g(x))g(x) dx 


por suhstituigño, c cntfio usar a relagño 

f f(g(x))g'(x)tix 

para calcular a inlcgral dclinida. Essc procedimcnto náo requcr qualquer modificaqño nos 
limilcs dc integragño. 


/ 


f(g(x))g'(x)dx - 
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Método 2 

Fazer a suhstituigao C1) diretamente na integral deñnida e t entáo, usar a reíagao it = gCv) para 
substituir os limUes em x = = h, pelos correspondentes límiies em u , & = g(<v) e u = 

g(í?), Tsso produz uma nova ínlegral definida 


Je{ít} 


f{ U ) t/ It 


que está es,pressa inteiramente em termos cie u. 


► Exemplo 1 Usc os dois metodos acima para calcular / ,v{.v 2 + 1 I -■ (/.V, 

Jo 


Solu^áo pelo Método 1 Pondo 


ohtcmos 


m. 


u — x + 1 . t de modo q ue du — 2x dx 


! 


x{x 2 + I) 


* r -r. ~ y u 


Tf 


(.t 2 + I ) 4 


J rfu = —+ C = . 

8 8 


+ C 


f x (.v 2 + I ) 3 ( y.v = f x(x 2 + !)■’ dx 
J o Li j.r=0 




(jc z + IV 
8 


J ,r=0 


“- 1.78 
8 8 


( 2 ) 


So/ufotf /jc/o Método 2 Se fizermos a subsíituigao u = x" + 1 eni (2), enfáo 


u — 1 sc jc — 0 
u- 5 sc x — 2 


Logo, 


í 


+ I y t ' dx = 


- €L - 


625 1 


8 


- 73 


o que cstd de acordo com o rcsukado obtido pelo Método I „ < 


O teorema a seguir eslabelece as condigoes precisas sob as quais pode ser usado o 
Método 2. 


6*8* i T K< )RL MA Se g f fot ■ con íiti ua em [ a, h ] e f fot r contín t ta em u m iti teivaío cot ttendo 
os valores de g(.v) para a<x< h, entdo 
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DtCMONSTRA^AO Como/é conlínuu em um intervalo contórulo OS valores üe g(x) para 
a < x < b> scguc que/tem uma antidcrivada F ncsse intervalo, TOmando u - £(r/ a rcgra 
da cadeia implica que 

d „. . . d^ df dií _ du ,, H 

™FQ»(t)) - ~F(u) = — — = /(«)— = (a-) 

¿7x J.v dí/ f/.r í/_r 


para cada x em [í¿, 7». Assím, / r (g(A j )) e uma antídenvada itef (gix'ttgix) ern [a, b], Portanto, 
pela Parte I do Teorema Fundamental do Cdlculo (Tcorema 6,6,1), temos 


f f(g(x))g\x)tix = F{g(x)) 

Ju 


= F(g(b)) - F(g(a )) = / fUúdtt 

Jzi 


íi 


lf{íí) 


A escolha do método para delermina^ao de uma integral deíinida por suhstiiuigao é, 
geralmente, uma questao de gosto, mas nos exemplos a segtiir usarenios o scgundo método. 
por ser uma idéia nova. 


► Exempio 2 Caleule 




sen" 2x eos 2x dx 




(2x-5)(x-3 fdx 


Sohigáo (a) Scja 

u = sen 2 a\ portanto du = 2 cos '2.v dx (ou \ dtt — cos dx) 
Com cssa substiíuigáo, Lcmos quc 


Logo, 


u = sen(O) = 0 se x = 0 
u = sco(3t/4) = ¡ / 72 x = 7 r/8 


í 


seir 2 ,t eos 2x dx = 


i , 

= U “ 


t ii 

2 ' ~6 


5 rf« 

6-.1/V5 




1 

2 


6 ( 72 )* 


-0 


1 

96 


Solugáo (h) Seja 

u = x - 3, portanto du = dx 

I9cssc modo, falta rcsolver o fator 2x + 5 no ínlegrando. Contutlo, 


x — u + 3, 

portatuo 2.r - 

5 — 2{u + 3) - 5 — 2 u + 1 

Com essa substilui^ao. 

w = 2 — 3 = — 1 

ÍN 

tl 

H 

£> 

Si 


«=5—3=2 

se x = 5 

c entao 





(2x — 5)(t -3fdx 



( 2 u 4- 1)íí 9 í/íí = 



(2u 10 -h íí 9 ) du 
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► Exemplo 3 Calcule 


(a) f 

J o 


3/4 


dx 


I - .í 


(b) f e y (l +e x y /A dx 
Jo 


If'p 3 


,.vJ/2 


Solugáo ( a ) Seja 

u — l“j*r ? porianto du 
Coni essa substituiQño, lemos quc 

u - 1 se - 0 
M = 1 SC A' = ¿ 


— —í/.T 


A subsíüuigSo íí hd Exemplo 3{a) pra- 
duz uma integral em que o exlremo 
superior em n é rnenor do que o extre* 
mo infarior. Use a Delinígao 6.5.3(b) 
para converter ossa integnal em uma 
na qual o extremo inferior é menor do 
que o éxtrémo superior. e verifique 
que isso produz uma integrai com o 
mesmo vaior que a dto exeirtplo. 


Assinn 


r 3/4 dx _ i' 
Jo 1 - X J¡ 


1/4 


du 


ti 


= - !n ~ 


HO- 


In(I) 


™ In 4 


Solugáo (b) Fazenios a substítui^ao u 

u = I + e\ du — e* dx 

e trocamos os límitcs de integragáo de x (x ~ 0, x — ln 3) para os íimítcs de u 

h = ! + ít° = 2. u = 1 +í> J = I +3 =4 


Assínn obtemos 


L 


ln3 


e'(\ +e 


X ) l;2 dx — I u 


i n , 


du 


-1 „« 


n4 


= - [4 ,/2 - 2 m ] = 
3 


!6-4v/2 


pX EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 6.8 {Verpágina 425para respostas) 


j. Sli ponha que g r seja contín lj;i em [ a. h\ e que/ seja contíitua em 
Ltiu intervalo qnc contém os valores de g(ji) para a < x < h. Se F 
for uma íittdderivada de /entáo 


í 

j u 


fig(x))g’(x)dx - 


2, Em eada parle, use a subslítuigao para substiuiir a iniegral 
dada por uma integral que envolva íi variável ía (Náo calcule 
a integral.) 

f 2 

(M) 


(b) 


/ 3.v 2 (1 +.rYc/.v; ii = I +.0 
Jc 

f 

Jq 




ílr; n — 5 - r 


(c) / —pr íi.Tt íí = N /x 

Jo x/X 

3* Calcule a íiucgral fazendo uina substiiuígao apropriada. 


W t 

J—n 


(a) / sen(3.v — 7t)dx = 

—n 


(b) 


(c) 


/- 
L 


2 i 2 

^r/2 


í/T = 


v'sen .r eos .v dx — 
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EXERCÍCIOS 6.8 Q Recurso Gráffco [cj CAS 



/ (Zv ~ 1 )3 
f 3.Vv'25 - 

í* E /2 

(c) / COS(?T0)¿/Í?; « = JT0 

J-l/2 


; u = 2x — ] 


V" dx\ u = 25 “ x 2 


f\ X 

J 0 

;a) I (5-Iv 


(d) / (v + 2 )(.v + !)•' í/.v; u = x + I 

( 

■4 


"> (a) / (5 - Ix fdx- w = 5 - 2 v 


(b) 


(c) 


(d) 


3. ía) 


(b) 


4* (a) 


(b) 


/: 


seti 


-jt /3 \/2 + eos.v 
ít /4 


í/ r v; k = 2 + cos.v 


jTjí 

/ lg 2 a: scc 2 a í/x; /í — tg x 

J o 

/"*V^ 

J 0 


+ 3 c/,v; « = a 2 + 3 


r 1 '- 1 dx; u = 2x -1 


/, 
f' lllJV 

X * 

/ 

/ 


c/a : z.í = ln _v 


ai c tg .v 
I +A 2 

l/.V 


1 a v /l — (In a ) 


ilx: n = arc le x 


r; u = In a 


6 - 1 S Calcuie a integral ddlnida dc duas formas: primeiro com 
uma suhstiuii^Io íí na ímegral delnuda e, depois, com uma subsd- 
uuqao ;/ rta tntcgral índefinida. 


19-22 Calcule a integral deftnida expressando-a em temios de u e 
calciüando a intcsral rcsullantc, usando uma fórmula de Gcomelria. 


a; u — 3a 


. / /25 - 9a 

J-5/3 

. / _v y 16 — x A dx ; u — x ■ 

J 0 


".t/2 


2 h / scn 6 1 V' I — 4 cos 2 tt — 2 cos B 
Jxf 3 




/9 - Onjr) 2 


_v 


t/v; í; = In.v 


23- EncoiUre :i área sob a cum y = sen tt.v acima do i ntervalo [ 0 , í ], 

24. Encoñtre a árca sob a curva y — 3 cos 2 ,v acima do intervalo 
[0, 7T/<S]. 

25. Enconlre a área sob & curva v = 9/U + 2)“ acima do imervalo 
H,i]. 

26. EncoiUie a área soh a curva v = l/(3.v + t y acima do ínicrvalo 

10" 1]. 

27. Encontrc aárca_da rcgiao dclimitada pclos gráticos dc 

v = I /Vl “9jt 2 * v - 0, a = 0 e r v = i. 

r ^ p 

28. Encomre a área da regiáo delimiiada pelos gráficos de 
v = arc sen x, x = 0 e v = jt/2. 

f a 




( Ox + ífdx 


r 2 

33. 

5. 

Ó. 

/ (4.v — 2 )' 1 dx 



Jü 


J\ 



f l 1 


f 2 fi 

35. 

7, 

/ ( 2 .v - 1 ) 3 dx 

J o 

8 , 

1 (4 — 3.v ) 8 dx 



. .. 


fO 

37. 

9. 

/ v Vl + -V dx 

10 . 

1 A V1 —xdx 



Jq 


J-2 



f7tf2 


fJt/6 

39. 

11 , 

j 4$en(xj2)dx 

12 , 

I 2 cos 3 a dx 



J o 


Jq 



+ — i .. 


f l+T 

41- 

13, 

L e»+a>‘" 

14. 

/ sec 2 (gv - +) f/.v 

X ] ~.jr 




rlní 


15. 

/ , 

16- 

/ e x Q-4e K )dx 

J o 

43. 

17. 

A t „3 e 1 + 4 

r’ rfv 

18 . 

45. 

í-ln( 2 /Vl) + ¿ y ^ 

/l +v (,v + 1 ) 

Ju ,2 J\ — e~ 2x 


*• / 

3L /.', 7 

* / 


í/v 


72.V - 1 

1 ,v 2 r/.v 
i V v ■ + 9 

3 .v + 2 


*/' 

32 + / 

J :T 


>/5x — \ dx 


6 scn .v (cos x + I)' ¿/.v 


j Va : 2 + 4v + 7 

^/4 


J.V 


34, í - 

Ji ■ 


-t n 

dx 


f 71 f + 

35. / 4 se 

J 0 


4 son A' cos .v r/ v 


'+T 


j .V“ — ó.v + 9 

rTtj 4 

36, / V'tg A’ sec“ a dx 

Jo 

‘4+ 


5a cos(a _ ) dx 


f I 
3S ‘/+ + 


sen v/.u/ 


/ sec 2 : 

Jtt/ 12 

L 


‘+6 

40. / té 


V“ í/ V 

v ; 4 ~ 3y 

tJ í/.V 

2a + t* 


■•/ 

■/. 


A f/_V 


• f - ■ ' T 

Jc Já~ 3.0 


c/a 


■/ 

■(: 


-E \/5 + A 
s/I 


AC" ' f/A 


dx 


1 VAV+— V 
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47. 

049, 


e 

Jo 


1 


dx 




J 2 


Jt 


r J 


dx 


a 


I + .v 2 J] 3 4 - .v 

ciim S aracxic ntrar a re at a integra 

■ jt/6 


f 


scn -5 v cos 3 x ¿/.v 


0 50. 


a 


níirme a re ¿it cacuan a ma 
Sugesíao: cai cnti a cc \v=[- cn“x 

eum S ara enc ntrar a rc at a integra 


/ 


t/4 


.v dx 


ít/4 


51, 


b nfirme a re nt cacuati ítma 
Sugesiciú: eai enti a el+lg‘.v= ee".v 

a Enc ntre jí /(3 a j + I)í/a se j* f{x)dx = 5, 

b Gnc ntre / /(3 a)^a sc f f(x)dx = 5. 

Jn Jo 


/ 0 ^4 

,v/(.t 2 )rf.v sc jf 


c Eiic ntre j xf(x )dx $e / /(.v)í/.v = I 

Da ue m c /i á intcír it¡ .m Lre m 

x m (I — a ) ;J dx — / x n a-xf ! dx 

Jo 


f' 

J 0 


53, 


azen uma ub á tentecacuara intcgrai 

Da lic n o um imeir íti . m Irc ue 

fTf-fl rJl/2 

I scn ÍJ a dx — I cos n xdx 

Jo Jo 

li an umai eiut a etríg n métricae azen uma ub títuí 




á tcníe ca cu ar a inte«rai 


54, Du ue n é um imeir 


iti , ca cli e a integra 


f 

J o 


55, 


a(Í - x'f dx 


Su nha ticem /-0c i tam 750 bactéria em um reei iente 
c uc ít u a^a e bactéría v t ere ga a unia ta a y f t = 
Ü2.137é?'' w bactéria r h ra Lianta bactéria ha crd cm 
12 h ra 

5íj, Su nha ueumá artfcu.a.m en ea n* eumei , 


tenha e ci a e v t = 25 + Jü¿? 


-ÜL'ftÍJ 


é / 


a ua a i tánda ere rri a ea artíctia eí — 0 atér =10 

b terni lOe l>i>Sf a etamuíi a Háncia erc rri a ea ar 
ticu a n inter a e tem E i ue eu raci cíni 


57. Enc ntre um a r 


m 


e k ta ue a área b itrálic e 


\ = e' n inler a 0 ,k ea3uni a e ua ra a 

058. e um reeur grátic arae timar a r e k k> 0 e ta 
m ue a regia e ímita a r y = I/ I + kx 1 . y - 0 , x -Oe 
x - 2 tenha uma área c Ü, uni a e e árca 

059. a Enc nlre imite 


V* $&n(k7i/n) 
lim } - 

n -f + * ¿ —* fi 

k “ I 


e¿t eu ¿tn uina integra eíiiii a a r ria a n imer o 0. 1 

b criíi ue ua rc ta cin a ca cu an imitc ircta 
meutc c m um S 


ENFOCANDO CONCEITOS 


60. trc uc, c/cg rem unqoc c míiiua , cntá 

/ f(t - x)g{x) dx — I f(x)g(í - x)dx 
J o Jo 


61. a Se a 


, r 1 /(-v) . 

Jo f(x) + f(a~x) ' 


trc uc / = r//2 

Sttgesrao: Fa<;a u - a - x. c cntá c rc c intcgran 
c m a ma c liu ra$oc 

b e re u ta e a ara ene ntrar 


l 


3 




xfx + V3 — A 


f/.V 


c rc u ta e a ara enc ntrar 


son x 


rti/2 

J i} sen x + cos x 


dx 


62, Sc a 


/ - 


- f 

J -I ■ +** 


trc uca ub liiuicá x = Utt rc u ta cm 


/ 




I 


1 + // 


t/u = —/ 


g 2/=0,ím icán / = 0 P rém t i é im í e,uma 
ez uc íntcgran aintcgra a a c iti n inter a 
c intcgra^á ua é err 

63, a Pr e ue, tf ruma un^-á ím ar v entá 


/‘ 


f(x) dx = 0 


c £ uma e icagá gc métríca e e re u ta 
Sngestao, ma rma e r ar tie uma uanti a e q ó 
zer é m Irar ue q — -q. 

b Pr c ue. e / r uma un^á ar entá 

/ n ftí 

f{x)dx = 2 j f(x)dx 
■a J 0 

e Éumae ica^á ge métríca e e re u la 
Sugesifto: Di i a ínter a eintegraí¿á e -a até a ein 
ua arte em 0 


64. a cu e 


a j aVcos(, 


>(x 2 )d x 


b 


j scn B x eos s x dx. 

Jo 

Sitgestüo: ea ub tilLii^á tr-x- nl2 
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•^RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 6.8 


1. F( g (b))-F(g(a)) 2. 




-—^ dtt (C) 

2 vTí 



2e rf <:/íí 


2 í 

3. (a) - fh) - ln 

^ 2 





6.9 FUNQOES LOGARiTMICAS DO PONTO DE VISTA DA INTEGRAL 




Níio represetiüida eni escala 

Figura ^.9.1 


Na Segao L6 definimos afanqao logantmo naiuraí In v como sendo a inversa de e\ Embora 
í.kso tenha sido convemente e nos tenha permitido deduzh' miduts propriedades de ln ,v. 
seu fmdamenta matemáüco naofoi mtüto sólido* já qne aceitamos a coniinukíade de e 
e de todas as ftm{des exponenciais sem demonstraeao (ver nota de rodapé á pdgina 67). 
Nesta sepao mostraremos que tn xpode ser definido como tnna certa integraí e utilizaremos 
essa nova defmi0o para provarque as fimqdes exponenciais sdo contímtas. Essa defimqdo 
integral também é importante nas aplicaqóes, pois fornece uma maneira de reconhecer 
quando as integrais que aparecem como soluqdes de problenuis podem ser expressas como 
íogaiitnws n atura is. 


m A CONEXÁÜ ENTRE LOGARITMOS NATURAIS E INTEGRAíS 

A conexao enlre os logaritmos naturais e as integrais foi feita em meados do século XVIí, no 
cinso das pesquisas a rcspcitodas árcas sob a ctirva y = \/t. O problcma cra cncontrar valorcs 

de r ]? para os quais as áreas A,, A 2 .na Figura 6,9 .\a seriam iguais, Através 

do trahalho comhinado dc Isaac Newton, do jiadre jcsuíta belga Gregory de Saint Vincent 
(1584-1667) e do estudantedeste último, Allcms A. de Sarasa( í 618-1667), foi mostrado que, 
eseolhendo'se os pontos 

cada uma das área é 1 (Figura 6.9.1 b). Assim, em noraqao moderna dc integral 


/ 


| 

— dt = n 

t 


a qual pode ser expressa como 


ru. 

J I t 


\n(e n ) 


Comparaudo-se o limite superior da iniegral e a expressáo denlro do logaritmo, é naturat 
pular para o rcsultado mais geral 

1 


/ 


dt — I n x 


que, hoje, tomamos eomo a defmicáo fornial de iogarítmo naturai. 


Reveja o Teoreina 6.S.H e entáo ex- 
püque por que se requer.i posilivo na 
Defini^áo 6.9. i. 


6.9.1 miiMrAo O logaritmo natunü dc x c denotado por Iu _v c detinido pela intcgral 



( 1 ) 


Nossa cstratcgía para dar um fundamento matemálico sóiido para as ['ungoes logaritmi- 
cas e cxponenciais € usar (1) como um ponto de- partida e, entáo, deíinir e como a inversa de 
Ín x\ Isso é o oposto exato de nossa abordagem anterior, na qual deñnimos In x como sendo a 


i nversa de é\ Contudo, enquanto ameriormente tívemos de supor quc é era contímta, agora a 
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Nenhuma das proprledades de Ert ,v 
oblidas nesta se^So deveriam ser no- 
vidade, mas agora, pela primeira vez, 
efas uma base matemáiica sdlsda. 


jf v 



m 


Figura 6.9.2 


A.v 



Fipura 6.9 3 


contituiidudc de e Á decorrerá dc nossa deíiniguo como um teorema > Nosso prirneiro désaíio é 
demonsírur quc as pmpriedades dc ln x que resultam da Definigao 6.9.1 sáo consistentcs coin 


uquelas obtidas anteriormeme. Fara come^ar, observe quc a Parie 2 do Teorema Fundamental 
do Cálculo (Teurema 6.6.3) ímplíca quc In v é difcrcnciávd c quc 


d 

d r 

[ x 1 

I 


” [ 1 n x ] 


f -dt 


(.V > 0) 

dx 

dx LJ 

i / J 

X 



ísso é consistentc com a fónrmla da derivada de In x que oblivemos anieriormente* Além 
dísso, como difcrenciabilidade tmplíca cominuidade, scguc quc In x c uma fungao contfnua 
no iniervalo (0, +co), 

Oulras [uopriedaíies de In x podem scrubiidns inlerprctando gcomctricamcntc a intc- 
gral cm (I): nc caso crn (.pic x > L cssa intcgral reprcscnta a área sob a curva v = 1 it dcsde 
t — í até / “ v (Figura 6A2a); no caso em que 0 < v < l,a integral representa o negativo 
da área sob a curva v = 1 it desde t = x atc t = I (Figura 6,9.2 b)\ c no caso cm quc x = I, a 
integral tem valor 0 porque coincidem seus limites de integraqáo inferior e superior. Hssas 
observaqoes geométricas implieam que 

lna >0 sc A' > I 
ln .v<0 se 0 < x < í 
I n x — 0 se x= ! 


Também, eomo Ux é positivo para x > 0, segue de (2) que In x é uma funcáo cresceme no 
intervalo (0, +oo). Tudo isso c consisteme com o gráñco de In x na Figura 6.9.3. 


■ PROPRIEDADES ALGÉBRICAS DE In x 

Podemos usar (1) para mostrar que a Deíinigao 6.9*1 prtxíu/. as proprícdadcs algcbricas pa- 
d ráo dos 1 Og a ri l moS. 


6.9.2 thorkma Para qiuíisqaer números posirivos a e c e quaíquer número racionai r: 

(a) In ai' — In a + In c (b) lr> —’ — — In c 

c 

(c) In — — In a — In c (d) In a r — r Ín a 
c 


DFMONSTKACÁO f/ó Tralando a como uma constante, considcrc a iungáo f(x) — In («v). Entáo 

w I d \ I 

j (x) - — ■ — (ax) -- a = - 

ax dx ax x 

Assim, In ax e ln x tcm a mesma derivada em (0, +oo), de modo que, nesse intervalo, cssas 
fun^des dcvcm diferir por uma constante* I.,ogo, cxíste uma constante k tal quc 

Innx”lnx = ¿ (3) 

cm (0, +oo). Substituindo x — i ncssa equaqáo, coneluímos quc In a - k (veriílquc). Assiin, 
podemos cscrcvcr (3) como 

ln ax - Inx- In a 

Tomando x = c estabelecc quc 

In ac - in c = ln a ou In ac = In a + ln c 


okmonstkaoOfs (b) i: (c) A parte (/>) scgue imediatamente da paríe (r?) t substituindo a 
por \ic (vci iíique)- Entáo (r) dccorrc dc (a) c (b)\ 


a 


I 


I 


ln — = In [ a * - = In a + En - — ln ü — ln c 
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i)i:mo\si iía(;\<) {d} Inicialmenie, vamos mostrai que a parte (d) é satisfeíta $e r for um nú- 
mero iiUeiro nao-negativo qualquer. Se r= !, cntaoevideiuemeute vale (d); sc r=0,cntao (d) 
segue do fato de que ln 1 - 0. Vamos supor que id) seja valida para /■ igual a algum numero 
inieíro n. Entlío, segue da parte (a) quc 


In ff" + ' - Infíí • a"] = Ina + ln a” - inff + íf lilíf = (n + 1) liiff 


De que rnaneira é semethante a uma 
fileira de dominós caindo a prova do 
Teorema 6.9.2(c() no caso em que ré 
ym inteiro náo-negativo? (Esse argu- 
mento J 'domind T usa uma versáo inlor- 
mal de uma propriedade dos inteiros 
conhecida como princípio da indugáo 
matefnática.) 


Assím, se (d) for válida para r igual a algurn inteiro /j, cntao tambúm será válída para r = 
n + 1 . Contudo, como sabemos que (d) e válída para / = l t segue que íd) tambcm 6 válida 
para r= 2. Mas ísso implica que (d) 6 válída para r = 2, o que por sua vc/ implica que (d) 
e válida para r-■ 4, e assim por diante. Coneluímos que (d) 6 satísfeita se r for um número 
iniei io nao-negatívo quaIquer. 

Em seguida, vamos supor que r — ~m seja um inteiro negaiivo. Entao 


ín a T — liifj m — ln — 

a m 


— — 1 u ú m 

— —m Ina 

— /■ In a 


EVIji pant’ (//) 


A parte Uf )e ’.áEían jMJiC-nctní. prííihvas 


o que mostra quc (d) c válida para qualquer intciro r ncgativo, Combinando cssc resultado 
COm nossaeonclusáo anterior de que (d) é satisfeita se r for um número inteiro náo-negativo, 
temos que (d) c válída para qitaíquer inteiro 

Por ñm, vamos supor qiEC r — m i n seja um númcro racionai quakjuer, onde m ^Oe 
tt 3 = 0 sáo inteims. Entáo 


nínd ln[(a') M ] 

ln a — -—- 

n n 

\r\ú rn 

n 

In ú m 
n 

m ln n 
n 


A ]Mrte \Alida jwira poteneibis inteira& 



Proiíriedrtde de expneiiies 


Deliní^AD de r 


A pnrte Ut\ e váliclajMiTa jíotéiienis inteinu 


m ¡ i 

= — In ü “ /■ ina 
n 

o que mostra que (d) tambem é válída para núnieros raeionais r. 


m APROXIMAQÁO NUMÉRICA DE In x 

Para valores espeeíficos de x t o valor de ln x pode ser aproximado numericamente pela inte- 
gral definida cm (I), digamos, usando a aproximagáo pelo ponto medtoque foi discutida na 
Seqáo 


► Exemplo 1 Aproximc In 2 usando a aproximaqáo do ponto rnédio com n - 10. 
Solti^do A parúr de (I), o valor exato de In 2 é represemado pela integral 


In 2 



A regra do ponto médio está dada nas Fórmulas (5) e (9) da Seqáo 6.4. Em Lermos de /, 
aquela fdrmula 6 


f h 

Jü k =i 


ondc At ú o comprímcnto comum dos subímcrvalos c f^, f£,,,., r* sáo os pontos médios. 
Nessc caso, temos 10 suhiníervalos; logo, At = (2 - 1)/10 — 0,!. C)s cáleulos com scis casas 
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Tahtílü MA 


Ai = (,b 

ft = 

- a)h\ = 1 

10 

(2 - 1)/10 = 0,1 

k 


n 

í 

1,05 

0,952381 

2 

1,15 

0,869565 

3 

1,25 

0.800000 

4 

1,35 

0,740741 

5 

1,45 

0,689655 

6 

f .55 

0,645!61 

7 

1,65 

0,606061 

8 

1,75 

0.571429 

9 

1,85 

0,540541 

10 

1,95 

0.512821 

6,928355 


* (°. 1X6,928355) 
Í=1 <• 0,692836 


decimais estao na Tabela 6.9,1. A tfiulo de compamgao, unia calculadoríi ajustada para dispor 
seís casas decimais dá In 2 ~ 0,693147, dc modo que o tamanho do crro na aproximagáo do 
ponto médio é de cerca de 0,00031 I . Maior precisao na aproximagáo do ponlo médio pode 
ser obtida aumentando-se ti. Por exemplo: com n = 100, ohLém-se In 2 ^ 0,693144, a qual está 
correta atc a quinta casa dccimal. < 


■ DOMÍNIO, IMAGEM E COMPORTAMENTO FINAL DE In x 


6.9. 

3 TEOREMA 


(a) 

O domínio de In x é (0 

+00). 

(h) 

lim In .v = —x e 

lim In .x = +x 

x —> 

.V—n J c"f; 

(c) 

A itmgem de !n x é (-c 

'+'Oü), 


OEMONSTRAÓÁO (^) E (b) Já mostramos quc In x esrá dcfintda c c crcsccntc no mtervalo 
(0, -Hoo). Para provarque ln jc —► -j-w quando x—> +x, devemos mosirarque, dado qualquer 
ndmero M > 0, o valor de In x excede M para valores suflcientcmentc grandes de x. Para 
mostrar isso, seja /V um inleiro qualquer. Se x > 2 A , enláo 


Jn x > ln 2 n — N In 2 (4) 

pelo Teorema 6.9.2 (d), Como 

í 2 1 

ln 2 = J “ dt > 0 

seguc que N ín 2 podc ser fcito arbitrariamcnte grande, hastando escolher N suficícntemcnte 
grande. Eni parlicular, podemos escolher N de itil modo que N In 2 > M. Agora, seguc de (4) 
que, se x > 2'\ entáo ln x > M, e isso prova que 

litn In a j — +x 

Alcm disso, observando quc v — l/x —j*+k quando x -> 0 + t podemos usar o limite prece- 
dente e o Teorema 6,9.2(/A para eoneluir que 

lim In a' = lim ln — = lim (— In u) = — x 

[f—> + j : y !?—►+■» 


demonstracaO U') Scgue da parte (a) t da continuidade dc In x e do Teorema do Valor 
Jntermcdiárk) (2.5.7) que In x toma eada valor reaí quando a varia sobrc o intervalo (0 f + 00 ) 
(porqué?), ■ 


■ DEFINIQÁO DE 0* 

No Capíiulü S definimos In v como a inversa da l'ungño exponencial natural e\ Agora que 
dispomos de uma definigáo formal de In x em tennos de uma integral, definiremos a funqáo 
exponcncial natural como a inversa de In x. 

Como In xécrescente e eontínua ent (fl +oo), com imagem dada por (-00, +00), existe 
exatameme uma solugáo (posítiva) dacquaqao tn x= 1. Agora defimmos e como a úniea soki- 
eáo de In x = 1, de modo que 

I[ií = l (5) 


Além disso, se x for um número reaí qualquer, exisie urna ünica solugao posiüva y de 
In y = x, de modo que para valores irracionals de x definimos e' como sendo essa solugao. 
Assim, quando x for irracional, definimos e x por 

In e = x 


( 6 ) 
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Observe que pura valores rucionais de x tambem temos ln e x hi e - x pelo Teorema 6,9 2(d), 
Também segue imcdíatamcnte que e ]ax = x para qualquer x > 0, Assim, (6) deíine a fuugáo 
exponeneial para quaisquer valores reaís de v como a inversa da fungao logarilmo natural 


6.9.4 definicao A invcrsa da funqao logarilmo uatural hi x é denotada por e c dcno- 
minada/wueaíí exponencial natural. 


Podemos, agora, esiabdecei’ a diferendabilidade de e e confirmar que 


dx 


6,9,5 teorkma A funeüo expoacaaai natural e é diferendável, e portanto conthuuu 
em (—oo, +oo) e sita derivada é 


d_ 

dx 


w x } = d 


dkmons ruA(;\o Como In a l é diferenciável e 


d , i 

— 11 n ! = — > Ü 

dx x 


para eada _vem (0, +oo) f scgue do Tcorema 4,3.1, eorti/A ) - In x e/ (x) — e , qne e é diferen- 
eiávcl cm (-oo s +oo) e quc sua dcrivada é 


_ \e*] = - = c>- r 

dx Ci ] /e* 

n¡ <•>» 


■ EXPOENTES 1RRACIONAIS 

Lembre quc no Teorema 6,9.2(</) vimos que t se a > 0 c se réum número racional T entáo 
ln d — r In a. Segue que a r — ¿ >lnííf = e r]nii vale para quaisquer valores posilivos de a c 
qualquei numero raeional r* Mas essa expressáo e Uii fa/ senLido para qualquer númcro 
real t\ tanio raeional quanto írracional, de modo que é um bom eandidaio para dar sentído 
a d para qualquer nümero rcaí r. 


üse a Deíimgáo 6.9.6 para provar 
qua, se a > 0 e ?■ é véti nümero real 3 
entáo Jiwf' - í'Iiiíí. 


6*9*6 Dl+fNít;\o Sc a > 0 c r c um minien) rcal, entáo ddinimos a r por 



j' 1 n ü 



Com essa dcími^áo, podeinos mostrar que as propricdadcs algébrieas padráo de expo- 
entes, tais como 


a V 7 = a p ^ 


a 


p 


ct l ¡ 


= a 


p-<j 


(a p f = a™ 


(a p )(h p ) = (ah) p 


valem paia quaisquer valores reais de a, b> p e ep onde a e /) sáo positivos. Além disso, usando 
(7) para um expoente rcal r, ptxlcmos dciinir a lanqao poleneta/ t cujo domínio consisle em 
todos os ndmeros reais posítívos; e, para uma base b positiva qualquer, podemos definir a 
fangao exponencial b x de hase b , eujo domínio consíste em todos os números reais. 
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6.9.7 i'KORKMA 

(ít) Pam qmlqn?r núnwro real t\ afimraopoieneia x é diferenaáveí em (0* +.'Xj) e sw derimda é 

d 


dx 


[aH = rx 


r -1 


(b) Para b > 0 e h = I. ufimgao exponencial b' de base b é difereneiável em (— :xj, +oo) e stta 
derh'ada é 

— I// J = b x ln b 
dx 


dkmonstra<;Áo A dífcrcnciabilidadc de x r — e rlnx e dc b x — e xXRh cm seus donifnios se- 
guc da diferendubjlidudc de ln ,v em ( 0 t +oo) e de e em (-oc, +oo); 


—U r J = —[f ri[,JC ] = 

dx dx 


d . r r 
——[r ln jcJ = x ■ — = rx 
dx X 


r -1 


— [b x ] — “[é Tlní> l = e x lri/f ■ — [x In /jj = b x ln b 
dx dx dx 


Nas Fórmulas (7) e (8) da Segáo 2.3 e na Fórmula (1) da Se^ao 4.2 T expressamos e coino 
o valordc um HmiCc. Agora, dispomos das fcrramcntas matctnáticas neccssárias para provar 
a cxlstencia desses limites. 


6.9,8 T&OREMA 


(a) lini(I -j- u) 1 1 —e (b) lim ( I + —^ —e (ó) lim (1 + — e 

-v-»0 x->+s-\ x/ x^-™\ xj 


i>emonstraí;áo Provaremos a parte (ü); as provas das paiies (b) e ( c ) seguem desse iiniite 
e sáo deixadas como exerctcio. Primeiro ohservamos que 


d 

dx 


[ln(x + í)] 


.T— 0 


x + I 


Contudo, usando a definigáo da dcrívada, ohtcmos 


I = i 


I - ~-f¡n(jr + J}] 
dx 


v=0 


=r lim 

it —> 0 


— lim 

h -* 0 


ln(0 + h + I) — In(Ü + 1) 
~~h~ 


7 j ln< l + /t) 
h 


ou, equivaientcmente. 


Assim, 


lim — ■ In( I + x) — I 
v — ►o x 



]im (1 + x ) I; r 

x “*■ 0 


= lim 

jr —> 0 

_ j-]n{l+jf)| 


]A-Iuhv¡lo 6.9.6 


l'eorema ln.5 



f (8) 


— € 
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■ LOGARITMÜS GERAlS 

Observamos íjue, para b > 0 e h ^ I, a fungáo b l é in jeíora, portanto, possui nma fungao inver- 
sa, Usando a definigao dc h\ podemos resolver y = h x para x como uma fungáo de y: 

v — b x — e x 111 b 

In y — ] n (<r v ]n = x 1n h 
ln y 
In h 

Assim, a fungao inversa de b' é (In x)/(ln h\ 


6,9.9 i>i :rn rg'Ao Para h > 0 e h ?- I, definimos a lungáo logarítmo de hase h ? denoiada 
por \ vg h x, por 


log£ X = 


III X 

ír \b 



Segue imedíatamente dessa definígao que log^.v é a fungño inversa de // e que satisfa/ 
as propriedades da Tabela 1.6.3, Além dísso, log ft A j é dÍferenciáveU e portanto eontímia, eni 
(0 f +oo), scndo sua dcrivada dada por 

~Pog h x] = -f-r 
ax x I n h 

Como uma última observagáo de consisténcia, observamos que logyc = In .v„ 


■ FUNpÜES DEFINIDAS PÜR INTEGRAIS 

As fungoes que vimos alé agora neste livro sáo denomínadas fmigoes elementares; elas in- 
cluem polinomios, fungocs radonais* fungoespoténcias, fungdesexponenciaís t fungocs loga- 
rítmieas, fungdes Lrigonométricas C lodas as oulras que podcni ser obtídas dessns por adigáo, 
subtragáo, multíplicagao, radíciagao e composigao. 

Enirctanto, há niuitas luugoes importantes que nao se incluem nessa categoria. Tais 
fungocs surgem de muitas maneiras, mas comumente aparccem no decorrer da solugáo de 
problemas de valor inicial da forma 


7- - f(x). yÚ!,) - >'o 

dx 


( 10 ) 


No Exemplo 6 da Scgáo 6.2 e na discussáo que o precetie, vímos que o méíodo básico 
para resolver (10) é imegrar/t,v) e eniáo usar a condígáo inicial pnra delermínar a constante 
de integragáo. Pode-se provar que, se / for contfnua, entáo (10) tem uma única solugáo, que 
é a obtida com esse procedímento. Há, porém, uma ouira abordagem: em vez de resolver 
individualmente cada problema de valor inicial, podemos encontrar uma fórmula geral para 
a solugao de (10) entáo, aplicá-la na solugáo de problemas especííicos. Vainos mostmr 
agora que 

y{x) = y 0 +í f( 1 )dt 

Jxn 


(II) 


é uma fórmula para a soíugfio de (10). Para conílrmar, precisamos mostrar que dy/dx — f( v) c 
que yú' n ) =y 0 . 0$ cálculos sáo os scguinlcs: 

dv d 


dx dx 


>’o+ f f(t)dt 
Jx í} 


X 


= 0 +/ÍX ) = /(*) 




f(l)dt = yo + 0 = >'(> 
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► Exemplo 2 No Exemplo 6 da Segao 6.2, mosiranios que a solugáo do problema de 
valor inicial 

dy . 

~ — cos.t. y(Ü) = I 
dx 


é v(a') - 1 + seu x. Esse problema lambém pode ser resolvido aplicando-se a Fórmula ([ I) 
com fix) - cos a, x ü ~ 0 e y 0 = 1. Entao, 

y(jc) = 1 + J cos t di = 1 + [ sení ]/=ti ~ ^ sen,v < 

No uitimo exemplo, l'omos eapazes de efetuar a integragáQ da Fórmula (11) e de expres- 
sar a soluqao do problcma dc valor inicial como uma fungao clementar. Há casos, contudo, 
nos quais isso náo c possívcI t c cntáo a SoluqáO do problcma dcvc scr dcixada cm tcrmos dc 
uma intcgral “náo-calculada”. Por cxcmpky a soluyáo por (11) do problcma do valor inidal 


dy 

dx 


= e~ x , y(0) = í 


yM = 


J o 


dt 


Entretanto, pode scr mostrado que é impossívcl cxprcssar a integral ncssa solucáo em tcr- 
mos dc fungoes clcmcntarcs. Assím, cncontramos uma/im'a i’ungáo, quc considcramoscstar 
definida pela intcgral. Uin parcntc próximo dcssa íungáo, conhccido como funqao erro , 
desempenha um papcl importante em Probabilidadee Estatística; eie c denotadoporerf (v) 
c é deíinido por 

2 


erf(,v) = 


sa 


Jo 


dt 


02 ) 


Realtneme, muilas das fungoes mais imporlanles nas ciénciase na Hngenharia estao deiinidas 
como integrais e tém nontes e notagoes especiais associados a elas. Por exemplo, as tuncoes 
delinidas por 


SM = l sen (í ) dt c cw= j[ cos (í) 


dt 


(13-14) 


sáo charnadas ú&fungoes seno e cosseno de Fresnef rcspcciivamcnte, cm homcnagem ao 
iísico francés Augustin Fresnel (1788-1827), que primeiro as encontrou em seu esludo da 
dit'ragáo das ondas de luz. 


■ DETERMINAgÁO DOS VALORES E DOS GRÁFICOS DE FUNpÓES DEFINIDAS 
POR INTEGRAÍS 

Os valoresaseguirdeS(l)eC(Í) ioram produzidosporum CASquetem umalgorítmopara 
aproxi mar i n tegrai s de íi n ida s: 

5(1) = j scn Of ) dt «5 0,438259, C{1) = [ cos df 0,779893 


Para gcrar os giáficos dc fungdcs dcfinidas por inlegraís* os pmgramas de computador 
escolhem um conjunto de valorcs de x no domínio, aproximam a inlegral paru cada um desses 
valores e, enláo, l’azem o gráfico eom os pontos resultantes. Assim, há muito cálculo envolvido 
na gcragáo de tais gráficos, unia vez que cada ponto requer a aproximagáo de urna intcgral. ()s 
gráficos das fungoes de Fresnel da Figura 6.9.4 foram gerados dessa iorrna, tisando um CAS, 
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Embora as íunQoesde Frasn&l axijam umaquaníidade razoável de cálcuto para gerar os gráfícos. asderivadas 
de Su) e C(x) sáofáceis de obter usandoa Parte 2 doTeorema Fundamental do Cálculo (6,6.3); elas sáo 


S'U') = sen 



e C(-0 — eos 



(15-16) 


Essas derivadas podem ser usadas para determinar a íocaliíagáo dos extremos relativos e de pontos de 
inflexáo, benn como de outras propriedades de Six) e Cí.v). 



rigura 6.9.4 


■ INTEGRAIS COM FUNQÓES COMO LIMITES DE INTEGRAQÁO 

Váriiis aplicagdes podem levar a integrais em que um ou ambos os limiles de iniegra^So sao 
ftingdes de x . Alguns exemplos sao 


/*1 _ pSCltX -. /*7T 

f v'sen t dt, f yV + I dt, / —— 

JX J.t• J\ tl T / “ 


8 


Vamos completar esta segáo mostrando como íiítbreneiar íníegrais da tomia 

■í(rV> 


í' 




(17) 


onde a é tima eonslante. Derivadas de oulros tipos de inleerais com íuneOes por lirnite de 
integragao scrao discutidas tios exerctcios. 

Para difcrcnCÍar (17), podetnos considcrar a intcgral COitio uma coniposii¿3o F(g(x)), ondc 


F(x) = f 

Jü 


mdt 


Aplíeando, entao, a regia da eadeia, obtemos 


-if 

dx U, 


ví 


f(t)dt - — [F(jf(*))l = F'(c(ar))e'(A) = f(g(x))g(x) 


Tcárcniii 6.6.,-s 


Assim, 


r rxi*) 


dx 


/(í)í/tj = /(í'(Jc))^'(a) 


0») 


bm muís palavras: 


Para diferenciar uma íntegrai com um limitc inferior constante e um lirnítc sup-eñor igttal 
a uma fungüo, substitna o limiíe mperíor no integrando e nmitiplique pelü denvada do 
iimite siiperiot: 
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► Exemplo 3 


d 

dx 



ñdí 


= o - 


serr a)cosJr — cos\v 


EXERCÍOIOS DE COMPREÉMSÁO 6*9 (Verpágina 436para respostas.) 


L (a) 


r>- 


(l>) Se In íí = 2 c ] ti /j = -3. emao 


«,s- | 

ii 7 


í/f = 


2* De uina estimariva de in 2 usando a Deíinigao 6,9,1 c 

(a) a aproxi magáo pelo ex t lemo esquerdo. co m n - 2 . 

(b) a aproxim ei? ao pelo exlremo direíto, com n = 2, 

a —l/(]n,T> _ 

%/f L = _ 


4* A soluQao do pnoblemá dc válor iníeial 


civ 

-f- = sen x , v (0) = 7T 
í/e 



EXERCICJOS 6.9 [- Recurso Gráfico [c] CAS 


L Rslxxe es curva v = í/f e sombrcic a regiao sob a curva cuja área c 
(a) ln 2 (b) -In 0,5 (c) 2 


9-10 Expiesse a quantidadc dada como uma potcneia dc c. 


2, JEs bocc a cu r vei v — I h c so m hrc i 0 duas neg i ocs di ícrcnte s. sob a 
cui'va, cuja área 6 Iti 1,5. 

3* Dado que In a - 2 e Iti c = 5, encontre 



4 + Dado que In u = 9, enconire 



5. Aproxinie in 5 usando a regra do ponto medio com /í - 10 e 
eslime a magnitude do erra comparando sua resposta com a 
produ/ida díretamente porum recurso computacionaL 


6, Aproxime Ln 3 usando a regra do ponto médio corti u — 20 e 
cstimc a mügníludc do erro comparando sua resposta eom a 
produzida diretamcntc porum rccurso computacional. 

7, S i m pl i ftq ue a cx pre ssao e e nu ncí e os va I ores de x para os q u ai s 
sua sunplillca^áo seja válida. 

(a) Í’' 1 "’' (b) e* ,! 

(c) liKf" 1 ’) (d) íiKÍ/f') 

(e) exp(3 Iiur) (íj !n(.ft? T ) 

(g) ln {<?'- (h) e- Jn ' 

8* (a) Seja/ (,r) = e 2 \ Encontrc o valor exato mais simples de 
/(In 3). 

(b) Seja/ (jc) = e 4- 3c ^ Eneontre o valor exato mais simples 
de/(ln 2), 


9. (a) 3' T (b) 2^ 

10. (a) 7z (b) jT r ,x> 0 

11-12 E ncont re os 1 i m i ies laze tid o u irta sub st i tuígño ap ropri ada 
nos limites dados pelo Teorema 6.9.8. 

(b) lim (I -R 2x) l: i 

x —> 0 

(b) lim (1+j) 1/(111 
X ~r 0 


1L (a) lim | 1 + — 
x V 2x 


12. (a) lim [ 1 + — 

X -+ +tr. \ x 


13-14 Encontre g/.v) usando a Paite 2 do Teonema Fundamenta! 
do CáJcuJo c verilique sua resposta caiculando a integral e depois 
díierenciando. 


13. g(x) — 



- í)dt 


14. g(x) - f (l 


-s:- 


cos í)dt 


15-16 Encontre a derivada usando a Fórmuia (18) c verifique sua 
rosposta calculando a intcgral c dcpois dtírivando o resultado. 


d r i 

]5. (a) — / -dt 

dx J i ; 

d f x 2 

i6. (a) — / v/rn 

dx 


dt 


17. Seja F{x) = f ~ 

Jo ^ + 1 


d f Uxx 

(b) ~ / c' dt 
dx J | 


(b) 


-í 

<IX J,T 


!/.( 


sen í di 


I 


dt. Encontre 


(a) F( 0) 


(b) F\ 0) 


(c) F'\ 0) 
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18* Scja F{jk) — J \3t 2 + \dt. Encotitrc 

(a) F{ 2) (b) F\ 2) (c) F ff (2) 

[cl 19. (a) Usca Fórmula (18) paraencontrar 

■i 

á ^ 


-I 

tx J, 


tVTTtát 


(h) Use uin CAS paia calcular a intecral c diferenciar a fungáo 
resulLame. 

(c) Use o comando cie simplifica^ao do CAS t sc neccssário, 
para confirmar que as respostas de (a) e (b) sao íguais. 

20 + Mostreque 


(a) 


(b) 


m dt = -ñx) 


j;[j / ( 0*J - -f(gM)g\x) 


21-22 Usc os i'csnitndos do Exereicio 20 |>ara cncontrai' a derivada. 


21. (a) 


, á r f , 

a) —- / cos(/ 

rfx Jx 

— f 

dx J x 


)dt 


(bl ~ f r~l dt 

dx J ls v 1 + t 2 

r i 

/ CÜS- 
Jl/x 


22. (a) 


23, Encontrc 


<í 2 + l) 2 


dr 


(b) 


d^ J\/x 


£_ 

dx 


í ¿ 


- I 


+ 1 


dt 


eserevendo 

T> 

• -1 


f' i - í f° t -1 

Jít >• + 1 Jji t~ + 1 


fh 


- I 


+ 1 


dt 


24* Use c Exercício 20 (b) e a ideia do Excrcíeio 23 para mostrar que 

~ f Mdt - f(g(x))g’(x) - f(h(x))h’(x) 
d* Jh[x) 

25, Use o resullado übtido no Exercfciü 24 para etcluar as seguin- 
tes direrenciagtíest 


d r 2 , 

(a) — / sen ¿ tát 
áx J x a 

26, Proveque a fun^ao 


(b) 


dx j- x I + t 


ár 


F(x) = 


n 


át 


é cüiistame no intervalo (0, -hxj)* usando o Exerctcio 24 para 
encontrar F\x), Qbtenha a constantc* 


ENFOCANDO CONCEITOS 


27. Seja F(x) = ff fit )át, onde / e a funquo do grálico a 
scguir. 

(a) Encontrc +(0). FO), F(5). F( 7) c F( 10). 

(b) Em qtiais subimcrvalos de [ü. 10] / c crcsccntc e cm 
quais é dccrcscenle? 

(c) Ondc / torna scu vulor máximo e onde tomu seu valor 
mínimo? 

(d) Esboce o gráíico de F. 



28. Determine ofs) ponto(s) dc ínlkxao do gmfico de F do 
Exercído 27. 


29-30 Expresse Fix) por partes, dc forma que nao envolva uma 
inlegrál. 


-r 

J -1 


29, F{x)= I \t\dt 


30. F(x) 


->=/■ 


f(t ) dt, ondc f (x) = 


x. 0 <x <2 

2. .v > 2 



31. 


dy 

dx 

dy 


\ ¿¿V 

--y(D - 2 32. :+- 

x dx 


x-t \ 


, y(l) = 0 


33. — = sec 2 x — sen .x T v (jt/4) = 1 


34. 


dx 
á V 


í 


dx x In v 


. y{e) = 1 


35, Snponha que* em / = 0. P 0 pessoas tcnham a doen^a X. e 
que um certo modelo para a transmissáo dela prediga t|ue a 
laxa de EransmissSo é de- r(t) pessoas por dia. Escreva uma 
fórmula paia o mlmcro dc pcssoas quc teráo a docnca X após 
x dias. 

36, Suponha quc v(t) seju a fun^áo velocidadc dc uma parricula 
movcndo-se ao longo do eixo .s\ Escreva uma fórmula para a 
coordcnada da partfcula no icmpo T. sc cla cstivcr no ponto 
s 3 em t = 1. 


E NFOCANDO CONCEITOS 


37* A ligura abaixo mostra os gráílcos dc y = f(x) c dc 
y = jf f(t)dr. Dctcnnine dc qual iunqáo sao os gráficos 
c expiiqijc seu raciocfnio. 


.r 

-> 

Pigura Ex- 37 

38. (a) Faca uma conjectura sobrc o valor do 3imite 




(b > 0) 
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(b) VeriHque sua conjectura calculando a iníegraJ e depoís 
encomrando o I i iü i le. [Sugcstaa: Interpreteo limitecomo 
a cíefifiigao da derívada de uma fuiigoú exponencia!.| 

39, Seja F(a) = onde f 6 a fungño cujo gráRco é 

mostrado abaixo. 

(a) Ondc ocorrem os mínimos rclativos de /7 

(b) (Jndc ocorrem os máximos relativos de F? 

(c) No inLervalo [0, ?|. onde ocorre o máximo absoluto 

dc n 

(d) No intervaio [0. 5/ ondc ocorrc o mfnitno absoJuto 
de F? 

(e) Onde F é concava para cima e onde é cdncava para 
baixo? 

(f) Esboce o gráíico de / ; . 



[c]40. Os programas C AS tem comandos para trabalhar eom a maíoría 
das íungoos nao-clemcntares iinportantes. Veriíiqucscu maniml 
pai-a ÍTiformacoes sobre a fungao erro erf (,\j [veja a Pdrmula 
< 12)1, e entao i’aga o seguinte, 

(a) Gcre o gráñco de erf (x). 

(b) Use o gráíico para fazer uma conjectura sobre a exístcncia 
c a localizagao dc possívcis máximos e mínimos reiativos 
de eif (aj. 

(c) Veriliquc sua conjecmra cm (b), usando a derivada de 
crf (jt) + 

(d) Use o gráfico para fazer uina eonjcctura sobrc a exEslencia 
e a locali/agao de possíveis pontos de iullexao de erf (.í). 

(e) Veriñqtie sua cünjectura em (d) usando a derivada segunda 
de eif (v). 

(0 Use o grállco para fazer uma conjectura sobre a exisiéneia 
dc assíntotas hoiizorttais dc crt (x). 

(g) Veriñqtie sua conjectura cm (f) usando o CAS para encon- 
tiar os límites de crf (,v) quando x -*±oo. 

4i, As fungdes seno e cosseno de Fresnei S(x) e C(,v) foram deli- 
nidas nas Fónnuias (13) e (14) e tem seus grálicos mostrados 
Eia Figura 6.9.4. Suas dcrivadas foram dadas nas Fórmulas 
(15) e (16). 


(a) Em que pontos C(x) tem mínimos relativos? E máximos 
rdativos? 

(b) Onde ocorrem os pontos de Ínfiexao de C(.v)? 

(c) Confirme quc suas respt.>stas em (a) e (b) csüío em confor- 
midadc com o gráftco de Cüj. 

42, Encontre o iímite 

I ,-x+h 

lirn - / Ínrfí/ 

ü-*Q h J x 

43. Bncontre uma ñmgáo / e urn numero a tais quc 

4 + 


f 


m<ít=e- 


ENFOCANDO CONCEITOS 


44, (a) Dé um argumenio gcométríco para mostrar que 

| /■v-H 


f ¡ 1 

r ~ dt < —, X > 0 

Jx f X 


X + I 

(b) Use o rcsultado dc (a) pant provar qtie 

—— < In [ 1 ■+ < i, x > 0 

.v+i V x J x 

(c) Use o resultado de (b) para provar t[ue 


e 


x/U+O 


< I ! + “ ] < e T x > 0 


c. portnnto. quc 


1 


Hm 1 + - = c 

+w \ x ) 

(d) Use a desigualdade em (c) para provar que 

i+i 


I + 


I 


<<?<(! + 


1 


X 


X > 0 


45. U-se i! m recurso gráíico eomputadonai para gcrar o grálieü 
de 

Y+! / r \ X 


-Ob) -K 


na janela [(X 100] x [0; 0,21, Use esse gi áñco e a pane (d) do 
Kxercício 44 para fa/er uma estimativa grosseira do eno na 
aproximagao 

Ml 


e 515 í 1 + 


( 


1 


50 


46, Prove; se / for contfnua em um intervalo aberto / e a for um 
ponto qualquer ein /. entño 


F(x) = / mdt 

J <¡ 


é contftiuá em /. 


*/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 6.9 



1. (a)~l (b)-4 2. (a) g (b) ~ 3. e 4. -cos x + n + 1 5 


1 + «~ 4< 
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EXERCÍCfOS DE REVÍSÁO DO CAPÍTULO 


^ Recurso Gráfico [c| CAS 


L Escreva um parágrafo que descreva o método dos nuñnguhs 
pará ;i área aháixo da curva y = J'í.v) c acima do iiucrvalo [íj, b\. 

2. (a) Esquematize urn procedimecto para eiKontrar as estimati- 
va.s da árca da negiao na ñgura ahaixo por falta e por excos- 
so (emcnf). 

(h) Use seu prccedimetito para encontiar estimativas por falta 
e por excesso da área, 

(c) A p ri inore as est i m ati vas oht idas c in (b). 



Mgura írx-2 



3 ' /[¿ 
S. f(4s 


+ 4/x 


dx 


/■ 


2 tj + 7J du 


sen x + 2 cos x] dx 6. / sec x (tg x + cos x)dx 


K j[x 2Í 2 - 5c v ] dx 8, f[±-»¿x dx 




x+Jx 2 — 1 f + x 1 
11, Resülva o prob!ema de valor mícial 
dv I — x 


(a) 


(b) 


dx 

dy 

dx 


, v(!) = 0 


— cos.v — 5e \ v(0) = 0 


12. A ftgura abaíxo mostra o catnpo dc dírcqócft para uma cquagao 
difcrcncial dyJdx = f(x). Qual das scguintes iunqoes tem mais 
chances dc ser /(+)? 

sfx. sen x, a 4 , x 
Expliquc seu mciocinio. 
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Figura Fx‘12 


13. (a) Mostrc quc as substítui0es » = sec .v c u = t g x produzem 
valorcs dii’crcntcs para a intcgral 


(b) Expltque por que ambos estao conctos. 


14, Usc as dLi as substilu iqoes no Hxcrcfcí o 13 para cs d mar a in te ■ 
eral dcfinida 


r7f/A 

Jo 


scc 2 x tg x dx 

c conllrme quu os resultados sao iguais. 
15. Calculc a intcgral 


/ 


(x 2 - l)v'A 4 - 2x 2 


dx 


íazcndo a substítuEqao it = x" - E. 
16. Calcule a íutegral 


/ 


v' I + A r dx 


2/t 

fazcndo a substituíqao u = I +x '. 

17-20 Calcule á rnao as integrais c vcrifique suas rcspostas com 
um CAS. se disponível . 


•/ 

■h+ 


cos 3.v 


\/5 + 2 sen 3.v 
..2 

—T f/.V 


dx 


18 


dx 


f yz + 75 

' J Jx 

20. J xscc 2 (ax 2 )dx 


21. Ém cada parta confirmc a Ígualdade dada. 

(á) I ■ 2 + 2 + 3 + ■ ■« + n (n + I) = (a + 1 ){h + 2) 

’L-J/i) k\ 17 

(b) hm V {-— I — — 

' \« h 2 / 2 

ni — L 


E(E( i+ ¿ = 2] 

í«-i \/=i / 


22. Expresse 


LS 


E* (A '- ? > 


í=4 

na nota^ao com soniatório, com 
(a) k = 0 ct>mc> U m iic i n feri or do so mató ri o 
(h) k — 5 como li mitc i nfcrior do somatório 

23. A ligura a scguír mostra um quadrado com n uttidades por n 
tinidades subdivididocm um quadrado tmitário en - 1 rcgíoes 
em forma de 7. Use essa figura para mosírar que a soma dos n 
primeiros inteiros fmpares positivos consecutivos é n . 
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i 2 3 4».,« 



Figura ICx-23 


24* Dedu/.a o restikado do Exercfcio 23 escrevendo 

íí 

1 4 * 3 + 5 + ■ ■ ■ +■ ( 2 h — 1 ) = 'y "' i'lk —■ 1 ) 

Jt=i 


25* A ligura abaíxo inostra 5 poiuos no gráfíco de uma lungao 
desconhecida /, Planeje inna eslratégia t[ue use os pontos co- 
nhecidos para aproximar a área A abaixo do gráfico de v - f(x) 
e aeima do intervalo [1, 5]. Desereva sua estraiégia e use-a 
para aproximar A. 



Figura Ex-25 


26* Encontre as nproxima^oes pelo cxtremo esquerdo, pclo extre- 
mo dircíto e pclo ponto médio da árca abaixo da curva y = e c 
acima do intervalo [0,5J* usando n - 5 snbintervalos* 


27. Encontre a área sob o gráfi co d Qj[x) = 4jc - .v' aci ma do interva- 
lo [0. 4] usando a Deñnigáo 6.4.3, lomando x'J como scndo o 
cxtrcmo direiio de cada subíntervalo. 


28* E ncon lre a área sob o g rá li co de fx) - 5x - x~ aci ma do i ntcrva- 
lo [0. 5] usando a Deftni^áo 6.4,3* tomando xj: como sendo o 
cxtremo esquerdo de cada subímcrvalo. 


33* Suponhaque 




f(x)dx - 

f 

gMdx 


] 

4 * 


2 

49 


Em cada parte, use essa informa^áo para calcular a integral 
dada* sc possível. Se nSo houver ínformagao sulicicme para 
calcuiar a íntegraf entáo diga isso. 



34* 


Em cada parte* use a informa^áo do Exercício 33 para calcu- 
lar a inlegral dada. Sc náo houvei informagáo suficicnte, entáo 
diga ísxík 


(a) ( \f{x) -bg(x)]dx (b) 

Jq 

{C> f ' — dx (d) 

./() írV') 


L 

L 


f(x)g(x)dx 


[4 S (.r) - 3/(.t )]dx 


35* Ern eada paiie* caleuíe a intcgraL Quando apropriado, uí>c uma 
fórmu \ a geo rn ét ri c a. 

(a) j (I + %/ l-.v 2 ) dx 

(b) / í x \/~f + I - y 9 “ .X " ) dx 

h 



Jo 


36. Calcule a integral \2x — 11 dx e um esbogo da regiáo 
cuja ái ea cla representa. 

37* Um dos nümeros av jr/2, 35?r/l28. 1 - n é o valor corrcto da 
i ntcgral 


2B-30 Usc um recurso coinputacional para cncontrar as aproxi- 
ma^des pcloexlremocsquerdo, peiocxtremo dirciío e pelo ponto 
médio da área abaixo da curva y - f(x) aciina do iiitervalo dado, 
usando n = 10 subintervalos. 


29* y = tn x; [1*2] 30* y = /;[(>, 1] 

31* A íntegraI defmida de / no intcrvaSó \ a, h] cstá dcllnida como 
o iimite 


fb n 

/ f(x)dx= iitn /(v*)A_v 

Jtt ™ Ax¡: — 0 “ 


Explique o significado dos vários símbolos do lado dircilo 
dessa equagáo. 

32* Dc um aigumento geoniélrico convincente para mostrai que 



In x dx + 



seif* x dx 

Use o gráfico abaixo tlc y = serf x e urn processo lógico de 
eiimmagáü para encotitmr o valor coiTeto. fNáo tente calcuíar a 
mtegi'íil. | 




Figura Ex-37 


38* Em cada partc, encontre o iinute ínterpietando-o como o limitc 
dc u ma soma dc R icniann, na qual o intervalo [0, I ] cstá dívidí- 
do em n subimervalos de- mesmo coinprimento. 


(a) lim 

n —x -fw 


v I + ■'/? + V5 + ’ ♦ - + \fn 


?} 


m 
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(h) lim 

ri '-t 


(c) lim 

n —* +m 


I 4 + 2 4 + 3 4 + * ■ * + n 


/t 


e Un _f_ e Vn + e í/n ^ -j_ ^tín 


tl 


39* (a) Exprcssc a C'quaqao 


í 

Ju 


[/] (x) + f 2 (x) H-+ /„ U)] ílx 


rb pb rb 

— I /l ú )dx 4- / / 2 UO dx + 1 * ■ 4- / f N (x)dx 

Ja Ja Jít 

na noui£at) dc somatório. 

(b) Sc c . } . c 2 r r , forem con sían les e / t , / 2 /„ forem fu n f 6es 

integráveis em Ru b}, ú sempre verdadeiro que 

t (±c t f t M) dx = ±L f" Mx)dx 

Ja \k =1 / *= 1 L ^ 

Explique seu ráciocfnío. 

40* Expresse 0 ümile 


IIKW J.Vc 


Um T e Xi A.Uj¡. 

*i.vc —i-O *—' 

Jt=l 


como uma integral deíinída sohre [0. 1 j e entao calcule 0 limite 
calculandoa integraE* 

41* E [ic on 1 re 11 ma fórmu I a {de fi n t d a por partes) para 0 contomo su- 
períor do írapézio mostrado ahaixo e entao integre essa i’ungao 
pai’a deduzir a fónmila para a area do trapezio dada na capa 
intema frontal dcste livro. 



Figiira Ex-41 


42* (a) Divida o intervalo ] I. 2| em 3 subinlervalos dc mesmo 
compri memo e use uma sonta de Rtemann apropríada para 
mostrar que 



(b) Mostie que se 0 i mervalo (1,2) for dividido em n suhi mcr- 
valos de mesmo comprimenio» entao 



n-l 


< Iri 2 < 


A=0 


tí T k 


(c) Mostrc qtic a d ¡ fcrcnga cm rc as duas somas cm (b) 6 I /(2 /1 ), 
e use esse resuttado para mosiiar que a soma da parte (a) 
apioxiniá irt 2 com erro de* no máximo* 0J. 

(d) Qliüo grande deve ser n para garantir que a soma da partc 
(h) aproximc In 2 cotn Ltes casas dccimais? 

43-46 Encontre a área sob a curva v - fix) acima do intervalo 
dado. 


43* 

f(x) = [1.9] 

44. f(x) =.t" J/5 ; [1.4] 

45* 

m=e x \ 11.3] 

46. f(x) = 

X 

47-54 Catculc as integrais usando 0 Tcorema Fundamciual do 
Cáleulo e (sc for ncccssário) propríedades da intcgral deñnida. 

47, 

jn(í 

j (x 2 -4x+ 7)dx 

2 

48. j ,v(l +.r’) f /.v 

49* 

/> 

r s 

50. I (Sx 2J ^■— 4x~ 2 ) dx 

51* 

/ (.v — sec .v tg x) í/a 

Jü 


52* 

//{>*> 

\ dt 

53* 

1 \2x-3\dx 

Jo 

54. / 4 — scn x dx 

Jo 


55« Eneontre a área que está acima do eixo x mas abaixo da curva 
v “ (1 - .v)U - 2), Faqa 11 m cshoqo dessa legiüo. 


5] 56, Use iJiti CAS para aproximar a área da regiao do piimeíro qua 
di ante que se situa abaixo da curva y = x + x 2 -x c acima do 
ei xo x. 

57« Defina F(x) por 

F(x ) = J (/ 3 + I) dl 

(a) Use a Partc 2 do Teorema rundamcntal do Cálculo para 
cncontrar F'(x). 

(h) Coníira 0 resuUado de (a) primeim integrando e depois 
derivando* 

58* Deñna F(a) por 



(a) Use a Parte 2 do l'corema Fundamental do Cálculo para 
encontrar F%x). 

(I>) Confira o resultado dc (a) primeiro integrando e depois 
derivando. 


59-64 Usc a Paitc 2 do Tcorcma Fundamcntal do Cálculo e (quan- 
do for ncccssário) a Fórmula (18) da Scgdo 6.9 para cncontmr as 
derivadas. 



65. Enuncic as duas parics do Teorema Fundamental do Cáleulo c 
explíque qual 0 signíficado da li'ase “dMereneiaqao c integraqao 
sao processos mversos’ . 
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066. Scja F(x) = í £-?<//. 

JV t ~r r 

(a) Hncontre os ititervalos nos quais F é crescentc c aqueles 
nos quais é decrescente. 

íb) Eíicontie os intervulos abertos nos quais /■' e concava para 
cima e o nos Cjiiais ú eóncava para baixo. 

(c) Encotitne os valores de x, se houver, nos quais a lunqao F 
tem extremos absolutos. 

(d) Use um CAS para (axer o gráfico tle f e confume que os 
resultacios de (a), (b) e (c) cstíio de acordo com o gríifico. 

67* Provc que a fun^ao 



é constanlc no intervaJo (0. +<x>). 

68* Qual c o domínío nauiral da fun^ao 

Explique seu racitJcfnio, 

69* Ein cada partc. determine os valores dc x para os quais F{x) é 
positivo. tiegativo ou zcro. sem efetuar a tmeeragao. Expliquc 
scu raciocínto. 

(a) F{x) = j W+J**' (W = J •/4™ t 2 dt 
07(t. Use utn CAS para apraxímar o maior e o menor valor da íntegraJ 

-J—dt 

J -1 7TTT 

para í < r v < 3. 

71* Encontre todos os valores dc x* no intervaJo dado cuja cxistén- 
cia é garantida peloTcorema do Valor Médio pai a Integrais* e 
explíquc o que esses núineros representain. 

(a) /(..v) = N /I: 10,3] (b) f(x) — i/x: [l,c] 

72* Um tumor dc 10 g é clescoberto em um raio de laboralório em 
1° de irtarqo. O lumor eresce a uma laxa de r(f) = /77 gramas por 
semana* onde i denota o número de semanas desde r de mar^o. 
Qual será a massa do tumorem 7 dc junho? 

73* Dcdu/a as Jonnulas para as fungóes posi^áo o vejocidade dc 
uma partícula movcndo-so ao longo dc mn eixo com moviincn- 
to imiformementc acclcrado. 

74* A vcloeidade de uma partfcula movendtj-se ao longo do eixo 
s é tncdida em intervalos dc 5 segundos durante 40 segundos, 
e a funeáo velocidade cstá modelada por uma curva 3¡sa que 
passa pelos pontos dados, confórme a figura a seguir, Useesse 
modelo em cada parte. 

(a) A partfcuia tem aceleragao constante? Explique seu ra- 
ciocínio. 

(b) Há algum intcrvalo de 1 5 segundos durante o qual a acele- 
ra?áoé constante? Explique seu raciocfnio. 

(e) Estime a distáncia percorrída pela paiticula de / - 0 a t - 40. 

(d) Estirnc a vclocidade médm da partícula no período dc 40 
scgundos. 


(e) A part fc u I a está di m i n u i ndo sua veloc idade algu ma vez du- 
rante os 40 segundos? Expliquc scu raciocínio. 

(f) Há informa^áo suticícntc para dctcrminar a coordcnada s 
da paitícula em t = 10? Se houver, encontre-a, Se náo. ex- 
plíque qual a inj’orma^áo adicional necessária. 



v(mft) 


Figura Ex-74 


75-7B Uma partícula move-se ao íongo dc um eixo s. Use a infor- 
ma^áo dada para encontrar a posiqáo da panfcula. 


75. y{/) = / J -2/ J + [; .s(0) - ! 

76. a(l) = 4cos2/; u(0) = -], 5(0) = -3 

77. u(/) = 2f - 3; j(l) = 5 

78* a(j) = cosf — 2/; v (0) = 0, .v(0) = 0 

79-S2 Uma partícula movc-sc com vclocidade f(0 m/s ao longo 
de utn cixo v. Encontrc o deslocamento c a distáncia percorrida 
por cln dnrante os imervalos de tempo dados. 


79. v(t) = 2/ -4: 0<r <6 

80. v(t) = j; - 3|; 0 <t <5 

^.,11 

81* v(t ) = - - 1 < t < 3 

2 1. 

3 

82* u(í) = ——; 4 < t < 9 

77 

a3-S4 Uma parlícula move-se coin aceíera^áo a(t) m/s 2 ao longo 
de um eixo s e tem velocidade i\ : , m/s no instanle / = 0. Eneontre o 
deslocamento c q disláncia peicorrida porela durante os intervalos 
dc tcmpo dados. 

83* a(t) = -2: u 0 = 3; 3 <; < 4 

84* a(t) — ; t'o = 2: 0 < / < 3 

75/ -r 1 


85-87 Esboce a eurva c cneontrc a área lotal emre eln e o intcrvalo 
dado no eixo x. 


85. v = .r 2 -l: |0.3| 


86. >■ = Vx + 1 - l: 1-1, 1] 


87. v = /d; [.,2] 

• 88* Suponha que a t'unqáo veloddade de uma parLicnla movendo-se 
ao longo de um eixo.? seja u(0 = 20r - 100/ + 50 m/s e que a 
particula está na origem no instante / = 0. Use um recurso grdfieo 
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comptitacional para gerar os grdficos de &(i), u(í) e ü(t) nos pri- 
niciros 6 segundos do inovímento. 

S9, Um carro desloca-se a 72 km/h ao longo de nma estradá reia 
desacelerando a uina laxa constante de I m/$", 

(a) Quanto tempo Jeva para a veioeidade chegar a 54 km/h'? 

(h) Qual a di siancia que o earro percorrerá até parar? 

90, U ma pa ri íc u 1 a em inov i mento ao longo de u ma retft e std ace! e- 
rando a uma taxa constantc dc 3 m/s . Obrcntia sua vciocidadc 
inicial sc ela avan^ou 40 m nos primcíros 4 segtmdos. 

91, Uma bola é jogada verdcalmeme para cima a parlir de uma 
altLira dc s 0 meíros com velocidade inicial dc t f o m/s, Se ela for 
pega na almra ,v n , determinc sua vdocidade inedia no ar usando 
o modclo dc qucda livre. 

92, Uma pedia, laigada dc urna altiira dcsconhccida, batc no chao 
com uma veJocidade dc 24 m/s. Enconlrc a altura da qual da 
foi largada. 


93-100 Caic u I e as í n tegm i s fazc ndo u n ta su bsti t u i a p ropri ada. 


9.1. / (2a- + I ) 4 

h 


dx 


• f — 

Jo V3x 

.f' 


1 


sen : { 7TX ) cos ( jrx ) dx 98 


9S 

97 

99 

101. Calcule os limites, 
(a) lim 


r o 

. / ax/4 

■ f 

J 0 


- x dx 


x scn x 2 dx 


— 

Jo ^ 


■ / -f 

f 2j 

°. / 

J 0 


1 


K 


2x 


4 + 9x 2 


(ll) líill II + J- 

x-*+tt\ 3.v 


dx 


102. Resolva os problemas dc valor inicial. 
d v 


(a) 


dx 


= ft, v(l) = 2 


(b) J- = xe'\ y (0) = 0 
dx 


103. Encomre uma fun^ao/e um nrimero a mis que 

2 + f f(i ) dt “ e^ x 
J <j 
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Em geral, a veñfica^ áü 
expenméatüí de uma íeoria 
acerca de nm fen&meno 
naturai qualquer depende 
do resuhado de uma inte- 
gra$áo. 

—J. W, Mellor 

Químko 


APLICAQOES DA 
INTEGRAL DEFINIDA 
NA GEOMETRIA, 
NAS CIÉNCIAS E NA 

ENGENHARIA 


o capítuío antoríor, íntroduzímos a mtegral definida como o limíte de somas de 
Rlemann, no contexto de encontrar áreae. No entanto, as somas de Riemann e as 
tntegrais definidas tem aplicagdes que se estendem muito alérn dos problernas de 
área. Neste capítulo, mostraremos como as somas de Riennann e as mtegrais definidas sur- 
gem em problemas lab como obter o voiume e a superfície de um sólido, o comprimento de 
uma curva piana, oalcular o trabalbo feito por uma for^a, n pressáo e a for^a exercidns por 
um fiuido sobre um objeto submerso. e encontrsr as proprsecfades de cabos suspensos. 

Embora esses problemas sejam diversos, todos os cálculos requendos podein ser 
abordados pelo mesmo prooedimento ufilizndo para encontrar áreas, ou seja, quebrando 
os cáloulos em “partes pequenas ’. fazendo uma aproxrmacáo boa porque a parte é peque- 
na, somando as aproximagoes das partes e obtendo uma soma de Riemann que aproxime 
a quantidade toda a ser calculada, para entáo tomar o limite da soma de Riemann e obter 
um resultado exato. 


Foto: O Cákulo é essencial nas contas que devem serfeitas para pousar um astronauta na Lua, 


7.1 ÁREA ENTRE DUAS CURVAS 


No capítido anterior mostmmos como encontmr a área entre uma cutva y — f(x) c itm 
intervalo no eix&x. Aqiti t vamos mostrar conto encontrar a área entre dttas cutvas. 


■ UMA REVISÁO DE SOMAS DE RIEMANN 

Antes de considerar o problema de encontrar a árca entre duas curvas, é conveniente rever 
os princípios básicos do cálculo de área como uina ínlegral defmida. Lenibre que, sc for 
contínua e náo-negativa em [cv, H entáo a integral deñnida para a área A, abaixo de y = f(x) e 
acima do intervalo fechado [a f H é oblida ein qualm passos (FÉgura 7d .l): 


* Dividir o iiuervalo | a, b\ cni n subimcrvalos c usá-los para dívidir a rcgiáo sob a cur- 
va y = f(x) em n faixas. 

* Supondo ser A.v £ a largura da ¿-ésima faixa, aproximar a árca daquela faixa pela área 
/(a|)Aií de um retángulo com largura Av, c altura fix'l), onde xf é um pontodo 
£-é$ímo intervaío. 
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Somar as úreas aproximadas das laixas para aproximar toda a área A pela soma de 
Ríemann; 


*r 


^ ^ V /Cv ( ? )A.Vy : 




■ Tomar o íiniite das somas de Riemann, quando o número de subiniervalos creseer 
c suas amplitudcs tcndcrcm a zcro. Isso faz com quc o cito na aproximagao tcnda a 
/cro e produ/a a sc¿:uinie integral defmída para a área exala A: 



lim 

niax Axé ■ 


0 ¿/(**)*** = / 
tet Jtl 


f(x) dx 



f(4) Ax k 



f(x) dx 


0 efeito do processo de limite 
sobre a soma (Je Riemann 


Fij^iira 7.L2 


A Figura 7.1.2 iLustra o clcito do processo dc tomar o limile sobre as várías partes da 
soma dc Ricmami: 


* A quantídade x* na sorna de Riemann torna-se a variável a na ¡ntegral deíinida. 

* 0 comprimento dc intcrvalo Ax^ na soma dc Ríemann toma-se o dx na integral dcíinida. 

* O intervalo [a, b\, que e a uníáo dos subhitervalos de comprímentos Aaj, Aa^,_ 

Ax, f nño aparece explidtamente na soma dc Riemann, mas é representado pclos limi- 
tes de imegra^ao inferior e superior na iníegral delinida. 


■ ÁREA EMTRE y = f[x) E y= g(x ) 

Vamos considerar, agora, a seguinte extensáo do problenia da área. 


7.1.1 PKiMKiKO pkoulkma mí ákka Stiponlia que / e g sejam funqoes contínuas em 
um interalo 1«, b\ e 

/(a) > g (x) para a < x < b 


[Isso significa quc a curva y = f(x) cslá acinia da curva y = g (x) c quc as duas podcm sc 
tocar, mas nao sc cru/amj Hncontrc a árca A da regiáo delimitada acima por y = f(x), 
abaixo por y = g (x) c nas latcrais pclas rctas x = a c x = b (Figura 7,1 + 3¿j). 


Figura 1A3 




Para resolver cssc problema, dividimos o intcrvalo \a, />| cm n subintcrvalos, o quc tem 
o cícito dc subdívklir a rcgíáo cm n faixas (Figura 7,1.3 h). Supondo quc a largura da A-dsima 
laixa scja Ax^ entao a árca da faixa podc ser aproximada pcla do retángulo com a mcsma lar- 
gurac allura f(xf) — g(A|), óndc x¡¡ é tim ponto qualqucr do £-csmu> subintcrvalo. Somando 
cssas aproximagbcs, a soma dc Riemann a seguir aproxíma u árca A : 


n 

AKj2[f(4)-g(xZ)ÍAx t 

í=I 

Tomando o limitc quando n crescer e a largura dos subímcrvalos tendei a /ero, obtemos 
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+ . v 


V = ,V + Ó 



0 X 2 

Figura 7J.4 


0 que repr&senta a integrai em (1) 
quando os graficos de f o & so entre- 
cortam ao fongo do intervalo Uu fc)? 
Como deveríamos proooder, oe$se 
caso. paro. encontrar a área entre as 
duas curvas? 



u seguime iiucgrul definida para a area enire as curva-s; 

,l pb 

A= lim Y' [f{x¡) - g(x¡)}Ax t - / [/(.v) -£(a-)]íO- 
Em resumo, ternos o seguintc resultado: 

7,1,2 i-ÓRMULA para A ARRA Sc /e g toreni fungóes contínuas no intcrvalo \a, /?| e se 
f(x) > g(x) para todojcem \ ü ? />f enlao a área da regiao timitada acima por y =f(x\ abaixo 
por y = £(jc), á esqucrda pcla rcta x - a c á dircita pcía reta x = b 6 


-í 

Jtt 


Á= / [/(-£)-£(*)]«'* 


(I) 


^ = o . J 

► Exemplo 1 Enconire a área da regiao limitada aciina por y = x + 6, abaixo por y — x~ e 
nas laierais por x = 0 e x = 2. 


Sohiífüo A regiáo e a secgüo transversal esiao na Figura 7.1.4, A secgáo transversal se cs- 
tende de g(x) — x~ na hase alé f(x) — x + 6 no topo. Movendo-se a seegáo iransversal através 
da rcgiáo, a posícáo mais á csquerda será x = 0 c a mais á dirciia, a — 2. Assim, dc (i) 


f 

J o 


A — I [ú 4- ó) — x 2 \dx = 
fo 


[t 


+ 6x — 


3 


Jo 


34 34 

= --°=t 


E possível os contornos supcrior c infcrior intetscctarem-sc em um ou cm ainbos os ex- 
trcmos; nesses easos, as lateruis da i r egiáo seráo pomos eni vezde scgmcntos dc réta verticais 
(Figura 7J.5). Quando isso ocorrer, preeisamos deíerminar os pontos de intersecgao para 
obter os limites dc integragáo. 


Figura 7,1.5 



0- lado esquerdo do contomo 
se reduz a Lam ponto 



Ambos ds íados do contorno 
se reduzem a pontos 


► Exempío 2 Encontre a área da rcgiáo engíobada pclas curvas v = x 2 e y — x +6. 


a 7 

Sohafüo Q esbogo cta regiao (Figura 7.1.6) mostra quc o contorno ínfcrior é y = x e o su- 
perior, y = x + 6. Nos cxlremos da rcgiáo, os contornos tcm as mesnias coordcnadas y; assim, 
para cncontrar os extremos, equacionamos 


Isso lórnece 


y = V 2 c >’ = x + 6 

,r a = ,v + 6 ou a 2 - .r ~ 6 = 0 ou (.v + 2 )(a - 3) = 0 



a partir do que obtemos 


Figura 7.1,6 


x = -2 c x = 3 
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Emboni as coordcnadas y dos cxircmos nao sejam essenciais a nossu solugao, elas podem ser 
nbtidas a paríir de (2) substituindo x = -2 e a = 3 em qualqucr uma das equagocs. Dísso resul- 
ta v = 4 e y = 9; logo, as intersec^Oes superior e inferior dos contornos sao (-2, 4) e (3, 9), 

. "7 ^ 

A partir de (I), com f(x) = x + ó, ¿ j (a) = a", a = ~2 c b = 3, obtemos a área 


a -L 


{(x + 6) -- x 1 ] dx — 


x £ 

T + 6 -'- 3 


+=?-(- 


22 

T 


125 


Caso / e g sejam nao-negaíivas no mlervalo \a, b\. a fónnula 

pb ph pb 

A = f lf(x)-g(.r)]i!x = I f(x)<fx- l g(x)dx 
J(I Jft J(I 

csíabelece que a área A cntre as curvas pode ser obtida subtramdo a árca abaiso dc y = g (x) 
da área abaixo de v - f(x) (Figura 7.1*7), 


y =/(.c) 




Figuríi 7*1.7 



► Exempio 3 A Figura 7*1.8 mostra as curvas velocidadc versus tempo para doís carros 
dc corrida mo\ r cndo-sc em uma písiá reta, partíndo do rcpouso no niesmo instantc. O que 
represenla a árca A cnirc as curvas c acima do intci valo 0 < / < 77 


S&lugao A part i r de (I) 




T 


[U2{f) — dt 


-L 


T rT 

V 2 Ít)dr — f v\(t)dt 
Ju 


Como 0 < üi(0 < ih(f) cm [0, J] t seguc da Fórmula (4) da Scgáo 6.7 quc a integra! de v 2 é a 
disiáncia percorrida pelo carro 2 durante o intcrvalo dc tempo, c a integral de u } éa distáncía 
percorrida pelo carro I, Assím, A 6 a distánda pelt> qual o carro 2 está á frcntc do carro 1 no 
instantc T. < 


Algumas rcgioes podem dar alguin trabalho para encontrar o íntegrando e os Iimites de 
inlegragáo em (1). A seguir, e&bogamos um procedimento sistcmátieo que pode ser seguido 
na obtengáo dessa fómtula. 


Náo é necessário fazer um esbc^o 
exagemdarnerne preoiso no Passo 
i; o único propósilo desse ospoóo ó 
determinar quai curva ó o coniorno 
s-uperíor e qual é o cootómo ínfórior. 


Encontrando os Limites de Integragao para aArea entreDuas Curvas 


Passo 1 Esboce a regíáo e cntao trace um segmehto de rcta vcrtical aira\ és dela em um pon- 
to x arbitrário do eixo x, ligantlo os contornos superior e iníerior (Figura 7.1,9n). 

Passo 2 A coordenada v na extremidade superior do segmento de reta esbo^ado no Pas- 
so 1 será/U), na ínferior será g(jc) e o comprimcnto do segmento tlc reta será 
fix) - g(x). Isso é o integrando em (I). 


Passo 3 Para determínar os limites de integragáo, tmagine tnover o segmento de reia 
para a csquerda e depois para a direita, A posigáo mais á esquerda em que o 
segmento de reta ainda 'mtersecta a regiáo é = a, e a mais á direita é *v = b 
(Figuras 7,1.9 b e 7.1.9c). 
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Figura 7 + 1.9 

Há uma maneira bem convenieme de lembrar esse procedimemo: 


Olhando para a segmento de reta vertical co/no ttma “segao transversaV' da regido peío 
ponto x f entño a Fónnula (!) afirma que a área entre as curvas é obtida integmndo o com - 
primento da segao inmsversal ao longodo intervalo \a,h}. 


É possívci Ljue os conlornos superior e inleríor de uma regiao consisiam em tltias ou 
mais curvas, caso em que será conveníente subdividir a regiao em pedagos menores, e só 
emáo aplicar aFórmula (I), Isso está ilustrado no exemplo seguinte. 


Exemplo 4 Encontrc a área da rcgiáo cnglobada por x = }" e y — x — 2. 


Solu^áo Para detcrminar os contornos apropriados da rcgiáo, prccisamos saber ondc as 
curvas x = y~ c v — x - 2 intcrscctam-sc. No Excmplo 2, cncontramos as intcrseeqocs cquacio- 
nando as expressócs para v. Aqui é niaís iácil reescrevcr a úítíma equagáo como x — y + 2 e 
eniao equacionar as cxprcssócs parax, ou seja: 



x=y e x = y + 2 (3) 

Dísso resulta 

y=y + 2 ou y -y -2 = 0 ou (v + í)(y - 2) = 0 

c emüo obtcmos >■=—!, y — 2. Substítuindo esses valores em qualquei das duas equaqocs cm 
(3), vemos tjue os coi respondeutes valores de jc sáo x = I e x = 4 t respectivamenle, de modo 
que os pontos dc imcrsecqáo sáo (I, -1) c (4 t 2) (F'igura 7.1 A Oa). 

Pura aplicar a Fórmula (I), devemos escrcver, nas equaqoes dos comornos, y expli- 
citamcntc em fungáo de x. O contorno supcrior podc ser escrito como v = Vx (reescre- 
vendo v = y" cortio y = x c escolhendo o + para a parte superiorda curva). O coniorno 
inferior consiste cm duas partes: 

y — —t/x para 0 < x < í c v - x - 2 para E < x < 4 




(h) 

Figura 7.1*10 


(Figura 7.. i .10/?). Por causa dcssa mudanga na lórmuía do eontorno ínferioi; c ncccssário di- 
vidir a regiáo em duas partes c encontrar as áreas separadamente. 

A partír de (I )* com f(x) = v/x, g(x) - - y/v, a = 0 e b = I, obtemos 



A partir dc (I), com /(x) = \fx t g(x) = x - 2, a = 1 c h = 4 S obtcmos 



¡y> 


3 1 


J/2 


(x — 2)] dx — 

- 4 


x = f\ jí - 


X +2 )dx 


\ , * /16 \ (2 



19 

6 
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y 



Figura 7.L11 


y 



Fij;ura 7*L12 


A esmlha enire as Fórmutas (1) e 
{4) é, geralmente, djtada pela forma 
da regiáo e pela férmula que requer 
a menor quantfcfade de subdivísoes. 
Conludo, ás vezes podemos esco- 
Iher a lórmula que requer mais sub^ 
divisóes por ser mais tócil calcular a 
integral resultante. 


[-(igo, a área de ttxlu a regiao é 


4 m ^ 
¿ = A 1 + A 2 = - + _ = - 


■ REVERTENOO OS PAPÉIS DE x E y 

As vc/cs, é possívcl cvitar a dívisao da regiao em pancs inlegrando-se cm rclaguo a y cm vcz 
dc x Vamos mastrar agora como Lsso pode scr feito. 


7.1.3 segundo problkma DE ÁREA Suponha t|uc w c v scjam i’ungoes eonlínuas dc y 
no intervalo feehado | c, d\ e quc 


u.'(y) > t.ífy) para c < y < d 

[ísso significa que a curva a j - tu(y) cstá á dircita da curva x = v(y) c quc eias podem se toear 
mas nao se cruzain.] Bneontre a área A da regiáo limitada á esquerda por x= u(y) 3 á direita 
por x = íii{y) c aeima e abaixo pelas rctas v = d e y = c, respccnvamentc (Figura 7.1.11). 


Proeedendo-se eomo na dedugáo de (3), mas corn os papcis de x e y trocados, somos 
levados á seguinte analogia de 7.1.2. 


7*L4 fórmula para A Á REA Se w e v forem luncoes comínuas e wiy ) > uO ) para todo 
y cm [c, d ], emáo a área da regiáo limitada á csqucrda por .v = ciy), á direiia por,v = w(y), 
acimapor y = dc ahuixo por y = cé 


A = f [«(>)- dy 



O prinefpio quc norteía a aplícagáo dcssá fórmula c o mcsmo quc em (l): o integrando 
em (4) podc scr visio como o comprimemo de uma segáo transversal horizontal em uin ponto 
arhitráiio do cixo y\ caso cm quc a Fórmula (4) aíirma quc a área pode ser enconlrada intc- 
grando-se o eompi imento da segfio transversal horizontal aeima do imcrvalo [c\ í/| no eixo y 
(Figura 7.1.12). 

No Exemplo4, dividimos a regiao em duas partes para facilitar a integragáo em relagáo 
a x , No excmplo seguintc, vcremos quc c possível cvitar a dtvisuo da rcgiáo integrando cm 
relugáo a y. 


► Exemplo 5 Enconire a área da rcgiáo englobada pelas curvas x = y" c y = _v — 2, iiue- 
grantlo cm relagáo a y. 

Soluqño A partir da Figura 7.í. í0, vemos que o contorno esquerdo éx = y", o direito é 
y “ x - 2 e a regiao sc estende acirna do Íntcrvalo -3 < y < 2. Porcm, para aplicar (4), as 
cquagoes dos contornos devem ser dadas expiicitameme como ftmgoes de y. Assiin, rees- 
crcvemos y = x - 2 como = y + 2. Seguc dc (4) que 

9 

2 

o quc está dc acordo com o resultado obtido no Exeinplo 4, < 


-r 


A - I f(v + 2) - OKv - 




V' 


+2 >'-y 
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EXERCÍCÍOS DE COMPREENSAO 7.1 (Verpágina 499para respostas.) 


1, Uma exprcssao intcgral para a árca da rcgiao situadu emrc as 

curvas y - 20 - 3x~ e y — e e límitada lateralmente por ,x = 0 e 
a = 2 é_. O valor dessa imegral ú _. 

2. Uma cxprcssao iniegml para a drca do paralclogramo dclimi- 

tado poi y = 2x + S. y = 2x - 3* x = — I e = 5 é . 

O valor tlensa imégral é . 


(c) Expressa como uma inregral dcñnida em rela^áo a y,__ 

,_ r dd a area da regiáo descrita em (b). 

(d) Uiíli/ando fdnmilas apropriadas de Oeometria, a área da 

rcgíáo descrita em (h) é _. 

4. A árca da regiao cnglobada pelas curvas y = a jZ e y = i/x é 


'j * 

3, (a) Os pontos de ituersec^üo do cfrculo x~ + y — 4 e da rcia 
y = x + 2 süo_c_ 

(b) Expressa como uma imcgral deíinida em i'elacáo a x, _ 

_dá a area du regíüo demro do eírculo x' + y' = 4 

e acima du reia \ = .\ + 2 r 


EXERCÍCIOS 7.1 Rscurso Gráfico fc] CAS 


1 -4 Eneontre a áreu da rcgiáo sombreuda. 



integrando 

(a) em rel ai;3o a x (b) em rel agáo a y 


6. Eneontre a área da regiao englobada pelas curvas y 2 = 4x e 
v = 2.r - 4 íntegrando 

(a) em relagáo a x (b) cm rdagáo a y 
7-1S Esboce a regiáo englobada pelas curvas e encontre a área. 

7* y = A'P y = V?, - v = = j 

8. y - jr 1 - 4 as y = 0, x = 0, x = 2 

9. y = cos 2x, y = 0. a j = tt/4, x = nÍ2 
IÓ. y = sec 3 a. y = 2, x = -* 7 t/ 4 . a j = nr/4 

11. a = sen y, x = 0, y = jt/ 4, y = 3 ít/4 

12. .v“ = y, x = y -2 

13. y = e\ y = e 7 '\ a = 0 ? x = in 2 

14. ,v = 1 /y. x = 0, v = I, y = e 


2 


17, y = 2 + |a - I ]. y = — + 7 

18. y — x, y — 4x, y — —v + 2 


1 9-2 6 Ü se tt m reeurso gráflco com pu taci o nal, quando neees sári o, 
para encontrar a área da regiáo englobada pelas eurvas. 

019. v = x' - 4U + 3a, y = 0 

020, v = a : - 2x\ y = 2U - 3a 

[-••• 21. v = sen a, y - cos a, a = 0, a = 2tt 

22. y = a' - 4x\ y = 0 •■ -j 23. x = y - y, a j = 0 

024. X = y - 4y 2 + 3)\ a = y 2 - v 

0 25, y - xe x , y = 2|x | 

] § 
h- 2<í, v = — , . . _ .. s:, y = — 

' xjl -(ln.O 2 ' ■* 

■ ■ 27. Dé uma esrimativa para o valor dc k (0 < k < 1), tal que a regiao 
englobada por y = 1/Vl — a 2 . y = x, x = 0 c x = k tenha uma 
área de I unidade, 

28. Dé uma estimatíva para a área da regiáo do prijneíi o quadmnte 
englobada por y = sen 2x e y = arc seu a\ 

5] 29. Use um CAS para encomrar a área etiglobada pelas curvas 
v = 3 - 2 a e y = x fi + 2.v - 3 a 4 +a 2 . 

0 30. Use Lnn CAS para encoutrar a rírea exatu englobada pelas eur- 
vas y = x - 2a - 3a e y - x . 

31. Eneontre uma reta hori/ontal y — k que dlvida a área englobada 
pelas curvas y = x 2 c y *¡ 9 etn duas pai tes igtiais. 

32. Encontre uma reta verüeaí x = k quc divida a área englobada 
pclas curvas x — «/v, x — 2 e y - 0 em dnas partes iguaís, 

33. (a) Encomre a área da regiáo englobada pela parábola y = 2.v - x* 

e o eixo.r. 

(b) Encontre o valor dc m dc tai forma que a ]-eta y = mx divida 
a rcgiao dc (a) etn duas rcgíoes de mesma área. 


16. v = 


.v 2 


y = 2 
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34* Encontrc a árca da regiSo englohada pela curva y = sen x e a 
rein que passa pclos pontos (0, 0) e (5 tt/ 6, 1/2) na curva. 


3S-3S Use o método de Newton (Seijáo 5.6), quando necessário* 
para aproximar as coordenadas x das íntersee^ñes das eurvas com 
pelo mcrtos quatro casas decimais; em seguida, use isso pai a apro- 
ximar a ánea da regiao. 


35. A rcgiáo qne cstii abaixo da curva .v - scn .v c acima da rcta 
v — 0, 2x t scndo x > (}. 

36. A rcgiao cntrc os gi'itticos de v = jt b e v = cos v. 

37. A regiáo engJobada pelos grálicos dc y = (In i)/a e y = x - 2. 

38. A rcgiáo cnglobada pelos gráficos de y = 3-2 cos x e 
y = 2/( I + .v"). 

39. Enconlre a área da regiáo englobada pclas curvas y = xr - I e 
y = 2 scn x. 

@ 40. Com referéncia a iigura ahaixo, encontre o valoi L de k de forma 
c|tie as nreas sombreadas se jam iguats. 

Fuilte; Emc excrcfcio é b¿isca<lo iu> Probkrna Al cla ,S4 ? Coinpuli^iio Malc- 
iiTárica Anuíil William l.owdl PiLtrmin. 



ENFOCANDO CONCEITOS 


41, Dois carms dc coiTÍda, lado a lado em uma pista reta, mo- 
vem-se com fun^des vetocidade tqíO m/s e i ? 2 (/) m/s, 
rcspeetívamcnte. Suponha quc amhos estejam alinhados no 
insiante t = 60 s. liuerpreieo valor da integral 

[ü2(Ú-Vi 0)]dt 

ncsseeoiuexEo. 

42, A ligura a seguir mostra as curvas aceleraqáo versus lenipo 
para dots carros movendo-se ao longo de uma pista reta, 
coine^ando alinhados e acelcrando a partir do repouso, O 
que representa a área A entre as eurvas acima do íntervalo 
0 < t < n Justilique sua rcsposta. 




A (t 


Carro 1 


Figura Ex-42 


43. Suponha qtie f e g scjam iniegráveis cm [&, h], m¿is que náo 
sejam váltdos nem f(x) > #(.v) nem g(.v) k f(x) para todo x em 
[í?, h\ [ i sto é, as curvas y = fix) e y = £(.v) sáo entretagadas]. 

(a) Qual é o signiíicado geométrico da imegral 


íf(x)-g(x)]dx-> 

<b) Qtiíú é o significado geométríco dti iiuegral 

\fU) -g(x)\dx'l 

44. Sej¿i A(ti) a úrea do pi T imeiro quadrantc engjobada pelas cur- 
vas y — (/J e y = x. 

(a) Considerando como varia o grálico de y — quan- 
do n eresec. tá^a uma conjectura sobre o litnite de A(tt) 
quando ti —* +r>j. 

(b) Confirme sua conjectura catculando o limite. 




45. Encont re a área da regiao envo 1 vida pela curva x 1 + y 1/2 = a wl e 
os cixos coordenados. 

46, Mostre que a área da elipse da tigura abaixo é 7utb. [Sugestao: 
Use uma fórmula de Ceomema J 


- 

a 


Fígura Ex*46 

47, Um retángulo com os lados paralelos aos eixos coordenados lem 
um vértice na origem e o vértice diagoiialmente oposto na curva 
y = kx' no ponto em que .v = b (b > 0, k > 0 5 m > 0). Mostre que a 
fra^áo da área do retángulo compreendida cntre a curva e o eixo 
,v dcpende dc m. mas náo de k ou b. 



t/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7. 


'■ í 

J o 


I. / [(20 — 3a ■) — e x | dx\ 33 - c 

k 


(c) 


2 2. / [(2j 

3-i 

/ I(y - 2) + v/4 - y 2 ] dy kl>*-2 4. f 
J fj 12 


v + 8) - (2.v - 3» dx\ 66 3. (a) (-2,0); (0, 2) (b) 


/ o _ 


(V + 2)] dx 
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7.2 VOLUMES POR FATIAMENTO; DISCOS E ARRUELAS 


Na segdo anterior mostramos que a área de uma regido plana delimitada por duas ctm as 
pode ser ohüda iníegrando-se o comprimemo dc umt seqdo trawersal genéñca sobre um 
intervalo apwpriado. Nesta segdo veremos que o mesmo prmcípio básico pode ser usado 
para obteros votumes de certos sóíidos tridimensionais, 


m VOLUMES POR FATIAMENTO 

Lembre quc o piincípto básico para encontrar a area dc uma rcgiao plana c divldír a rcgíáo 
cm laíxas íinas, aproximar a área de cada íaixa pela dc um retángulo, somar as aproxima^oes 
para formar uma soma dc Riemann c passar ao lirnite para produzir uma intcgral para a área. 
Sob condi^oes apmpriadas, a mesma esiratégia pode ser usada para enconlrar o volume de 
uni sólido. A idéia é dlvidir o sólidoem fatias linas, aproximar o volume de cada fatia, somar 
as aproximaqóes para formar uma soma de Riemann e passar ao limite para produ/ir uma 
iutegraS para o volume (Figura 7,2.1), 



Figurü 7.2.1 



Etn urna fstia fina, assegoes n¿o 
variam muitc na forms e nc tamanho 


Figura 7.2.2 


0 que fa/. funcionar esse méiodo é o fato de que uma fatia fina tem segóes Iransversais 
qtie náo variam muito nem em lamanho nem em fonna, o que, como veremos, faz com que 
fique lácil aproximar seus volumes (Figura7.2,2). Além disso, quanto mais íinaa fatia, menor 
a variacáo em suas seqóes lransversai.se melhora aproximagáo, Assiin, uma vez aproxímados 
os volumes das fatias, podemos formar uma soma de Riemann cujo limitc é o volumc de todo 
o sólido. Daremos brevemente os detalhes, mas primeiro precisamos discutircomoencontrar 
o vohinic dc um sólido cujas segóes transversais náo variem nem em tamanho nem em fornm 
(isio é , sáo congruentes). 

Um dos exemplos maís simples de uin sólído com se^óes transversais congmentes 
ú um ciiindro eircular reto dc raío t\ uma vez que Lodas as SégÓcs Lransversais lomadas 
perpcndiculares ao dxo ceníral sfio regioes circulares de raio r. O volurne V de uin cilindro 
circular dc raio r e aíttira h pode ser dado em tennos da altura c da árca dc tima secáo trans- 
versal como 

V = 7irh = [área de uma seqao transversaí] x [altural (I) 


Esseé um caso especial de uma fÓrmula mais geral que se aplica a sólidosdenominados cilin- 
dros retos. Um cUhidro reto c um sólido que e gerado quando uma rcgiao plana á transladada 
ao longo de uma reta ou eixo que 6 peipendicular a ela (Figura 7.23), 



Alguns citmctros retos 


Figura 7,2.3 
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s- Area A 

L _ 




w 


h - —> 


Volume = A ■ h 

Figura 7.2*4 


Se uni eilindro rtUO for gerado pda translagao de uma regíüo de área ,4 ao longo de umu 
distancia fu cntao cii/cmos quc h e a altura (ou a extmsao) do ciiindro c o volunie Vdcstc c 
definido por 

V~ A h = ¡área dc uma scgao transvcrsal j x [allura] (2) 


(Figura 7.2,4). Observe que ísso está de acordo com a Fórmula (1) para o volume do cilindro 
circular reto, 

Agora temos todas as ferramenlas necessárias á resolugao do seguinte problema. 


7*2.1 problema Seja S u m sólido que se estende ao longo do eixo x e que é limitado 
á esquerda e á diieita, respectivamente, pelos planos t>erpendiculares ao eixo x em a - a e 
,v = h (Figura 7,2,5«). Encontrc o volume F do sólido, supoudoque sua segáo transversal 
tcnha área Á(,v) t conhcctda em cada ponto x do intervalo \a,bl 



Segao transversal 


Área da segao transversal = A(x) 


Figum 7,2.5 


Para resolvcr esse ptoblema, dividímos o intervalo b] em n subintervalos, o quc tem o 
efeito tlc dividtr o sólido enwt fatias, eomo mosira o lado csqucrdo da Figura 7,2*6, Se admilF 
mos que a extcnsao do ír-csimo subintcrvalo c Ax k , cntao o volumc da fatia pode scr aproximado 
pelo volumc de um cilindro reto com cxicnsao (allura) Ar, c scgao tránsvcrsal com árca A(x£), 
ondc c um ponto qualqucrdo ¿-csimo intervalo (vcr o lado dircito du F'igura 7.2.6). 




Figura 7.2*6 


Somartdo cssas aproximagoes, obtcmos a seguinte soma de Ríemann quc aproxima o 
volume V: 

ii 

V*Y A(x¡)Ax t 

k= t 


Tomando o límiie quando n cresce e as exiensoes dos subinlervalos tendem a /ero, obtemos a 
integral definida 

w 



/r 


lim Y' A(x¡))&x k 

max Axl -» 0 

*=l 



A(x)d x 


Ein suina, temos o resultado seguinte. 


7.2*2 fúkml'la para o VOLUME Seja S um sólido deliinitado por dois planos perpen- 
diculares ao eíxo x em x = a e x = k Se, para cada jc em [a, h |, a área da scgáo transvcrsal 
de S perpendlcular ao eixo x for A(x), entáo o volume do sólido é 


v = / 


A(x)dx 


(3) 


desde quc A („v) seja integrável. 
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Há um resultádo unálogo se u seéáo irunsversul for perpendiculur ao éíxo v, 


7.23 rÓRMtu.A para ü vqlvme Scja S um sólido dclimitado por doís planos pcrpen- 
diculares ao eixo v em v = c e v = d. Se T para cada v ent [c\ d], a área da segao U ansversal 
a S perpendicular ao eixo y for 4(y), entao o volumc do sólido c 


desde que /Hy) seja integrável. 


V — f A(y)dy 



Em palavras, essas fórniulas afirmain: 


O VQÍurne de um sólido pode ser obtido iritegrando-se a área da segao tmnsversal de um 
extremo ao outm do sólido. 


► Exemplo 1 Obtenha a fórmula para o volume de uma pirániicie reta com almra h e cuja 
base é um quadrado com lacios de comprimento a. 



eixo x 


esXQ y 



Figurií 7,2.7 


Solugáo Conforme ilusirado na Figura 7.2.7 a, íntrodu/imos um sistema reiangular de co- 
ordenadas no qual o eixo y passa pelo ápice e é perpendieular á hase, o eixo x passa pela base 
e é paralelo a um lado dda. 

Em qualquer pontoy de [0, /?| sobre o eixo y, a seqáo ttansversal perpendicular ao eixo 
y é urn quadrado. Se s for o comprimento dc um lado dcssc quadrado, cntao, por senidhanca 
de Iriángulos (Figuia 7,2.7/?)* ternos 


\a 


h ™ v 


a 


ou s — 




Assím, a árca A(y) da sc^áo transvcrsa! cm y é 


My) - .v 2 = Sih - y'y 


e por (4) o volunie é 


ffl fti ¿ ¿ r 

V = / A\y)dy = / — (/? — yfdy = — / (h - y) 2 dy 
Jq io h 2 h- j Q 

a 2 r i, s r fl a l í 


1 2i 

— -crh 
3 


ísto é, o volume é 4 da área da base vezes a altuj'a. < 


■ SÓLIDOS DE REVOLUÓÁO 

Um sólido de revoluqao é um sólido gerado pcla rolagáo de uma regíáo plana cm íorno du 
uma rcla que cstá no mesmo plano da regíao; a reta c denominada eixo de revoíugáo. Muitos 
sólitlos conhecidos sao desse tipo (Figura 7.2.8). 




















cp 
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Alguns sólidgs de revoluíio elementares 


rigura 7.2*8 


■ VOLUME PÜR DISOOS PERPENDICULARES AO EIXO x 

Estiiremos interessados no seguinte problcma geral: 


7*2*4 PKOBLEMA Seja / eonlínua c nao-negativa em [a, h} e seja R a regiao que é limi- 
tada acima por y = f(x), abaíxo pelo eixo x c nas laíerais pelas retas x = a e x = b (Figtira 
7.2*9¿i)* Encontrc o volume do sólido de rcvolugño gerado pela rotagao da regiao R cm 
torno do eixox 


I igura 1.23 



Podemos resolver esse problema por fatiainento. Para ísso> observamos que a se^ao 
transversal do sólido Lómadá perpendicuiarmenie áo eixo x no poñto jc e um disco de raío f(x) 
(Figura 1.2.9b). A área dessa regíao ó 

Assim, por (3), o volume de solido é 


X 




n\f{x)\ 2 dx 



Como as seegócs iransversais tem a forma de disco, a aplicaqao dessa fórmula 6 chamada dc 


método dos discos^ 


► Exemplo 2 Encomre o volume do sólido oblido quando a regiáo sob a eurva v = yfx e 
aeima do intervaio 11*4)0 girada em tornodo eixo a (Figura 7.2.1ü). 
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Soluqao A partir dc (5), o volume c 


V 


-í 


h 


Mf(x)Vdx 


-f, 


7TX dx — 


TÍX 


.2 


-,4 


JT I 5jt 

= #JT - — — ■ * 

2 2 



fc’igura 7.2J 1 


► Exemplo 3 Qbtenha a rdrmula para o volumc de uma esfera de raio r, 

Solu^áo Conforme indicado ua Figura 7,2,11 1 uma esferu de raio r pude sci gerada giran 

do-se o disco scmicircular supcrior quc eslá entre o cixo t e 

2 t 2 2 
X + v — r 


ertitornodoeixoA.Comoamctadesuperiordcsseefrculoeogrdíkode y = f(x) = \fr - ™ x 2 . 
segue de (5) que o volume da est'era é: 


-L 


h 


'TL/(.v) \ 2 (1x 




— X ')ctx. = ,T 


2 ' V 
rx — 


3 i r 


3 




= -Tr s « 

3 


■ VOLUME POR ARRUELAS PERPENDICULARES AO EIXO x 

Nem todo sólido de revokiQüo tem intenor soiido; alguns tem buracos ou canais, os quais 
criam superffdes inieriores como na liltima pane da Figura 7.2.8. Assim, estaremos interes™ 
sados em probíemas do tipo a scguir. 




7,2.5 probliíma Sejam f e g contfnuas e nao-negativas em [a, b 1 e suponha que 
f(x) > g(jr) para lodo x em [a y b] r Seja fi a regiao qtte é limitada acima por _v - f(x), 
abaixo por v = g(x) e nas laterais pelas retas á = a c a = b (Figura 7.2.12 a). Encontre o 
volume do sólido de revoluqao gerado pela rotaqao da regiao R em torno do eíxo v. 


Podemos resolver esse problema por faiiamento, Para isso, observe que a seqao uans- 
vcrsal do sólido perpcndicular ao eixo x é a regiao anular ou + *em forma dc ari uela" com raio 
intcrior g(jr) e raio exterior f(x) (Figura 7,2.12 h); logo, sua área é 


Á(x) - j r[/W]" - 7i\g(x)Y = 7t([/(a-)1' 
Assim, poi (3), o volume do sólido é 


') 


v = / 

'■> a 


7t([f(x)f-lg(x)] 2 )dx 


( 6 ) 


Como as secgóes transversaís tem fonna de arruelas, a aplicaqao dessa fdrmula é chamada de 
métodú das arruetas. 


► Exemplo 4 Encontre o volumc do sólido getado quando a regiao enire os gráñcos 
das equaqoes f(x) — 4 + .v 2 e g(x) - x que estu aeima do intervalo [0, 2] é girada em tor- 
no do eixo x (Figura 7.2.13). 

Solu$áo A partir de (6), o volume é 

v = f '■nl./ú)í' ~ U(Jc)] 2 )áA' = [ ir ([i + .v 2 ] 2 - A 2 ) dx 
Ja J 0 


+(+)"-HL= 


69tt 


10 
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Fígura 7-2J3 



■ VOLUMES POR DISCOS E ARRUELAS PERPENDICULARES AO EIXO y 

O mélodo dos díscos c das arruelas lem amHogos quando as r'egioes sao giradas em íorno do 
eíxo y (Fíguras 7.2.14 c 7.2.í 5). Usando o metodo do íatiamento c a Fómmla (4), o leitor 
nao deveria ter diíkuidades para deduzir as seguimes fórmulas para o volume dos sólidos 
nas figuras. 


M 

í d , 


V = / 7r[«(y)] _ dy 

v= / Jr([®Ü0]M»<*)]Vy 

(7-8) 

vC 

Discos 

t' 

Arnidas 




Ki^ura 7.2.14 


Figura 7.2.15 


► Fxemplo 5 Encontre o volume do sólido gerado quando a regiao limitada por 
3 ' = yfx* y = 2 e x = 0 e girada eni torno do eixo v (Figura 7,2.16), 


Solugao As segoes transversais perpendiculares ao eixo y sao discos; logo, aplicaremos 
(7), Mas, priineiro, precisamos reescrever y — N /v como v - y , Ássim, a partir de (7), cotn 
u Lv) = V", o volume é 




7r[i/(y)j - dy 




32 x 


5 












































456 Cálculo 




EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7.2 (Verpágina 459para réspostas.) 


1. Um ftólido .S' se ostcndc no lotigo do eixo x de t = I aie .v = 3. 

Para a- entre ] e 3. a árca da seíao transversal de .V pcipendicu- 
lar ao eixo .v é 3x\ Uma expressao integra! para o volume de S 
é __. O valor dossa ¡ntegral é _ h 

2. IJin sólido S é gerado fázcndo girar em torno do eixo r v a regiao 
dclimitada pcloeixo xc a cnrva y — VseiTx (0 < x < tz). 

(a) Para x entre 0 e 7 . a área da segáó Iransversal de S em x, 
perpendicular ao eixo ,v, é A(x) = _. 

(h) Uma expTCfisao imegral para o voluine de S é _ _ _ 

(c) O valor da integral em (b) é __. 

3. Utn sólído S é gcrado fa/endo girar em torno do eixo r v a regiáo 
delimiiada pela rcta y = 2,v + 1 c a curva y = .v 2 + \. 


(a) Para _v entre_c __, a áica da se^ao 

transversal dc S cm v. pcrpendicular ao eixo .v. é /t(.v) = 

(b) Uma expressáo integral para o volume de S é _, 

(c) O valor du intcgra] em (h) é_. 

4. Um sólido S d gerado la/endo girar cm torno do eixo v a rcgi áo 
delimiiada pela reta y = .v + ! e a cnrva y = x 2 + I. 

(a) Para y entre_e_. a área da scgáo 

tiímsversal de .S' em y. perpendicular ao eixo y. é i4(y) = 

(b) Urna expi'essáo integral para o volume de S é_. 

(c) ü valor da íntegfal em (b) é _. 


EXERQICIOS7.2 c CAS 


1-4 Encontre o vohrnie do sólido que resulta quando a regiao 
somhreada giracm tomodoeixo indicado. 



5. Encontre o voluine do sólido cuja hase é a regiáo deUmitada 
pela curva y = x' e o eixo x de x = 0 até x = 2 e cujas se^oes 
transvei^ais, lomadas perpendicularmente ao eíxo x, sfio qua- 
drados. 

6. Encontre o volume do sólido cuja base é a regíao deJimitada 
pcla curva y = sec x c o eixo ,v dc .v = ,7/4 atc x = 7/3 e cujas 


segoes tiansversais, lomadas perpendicularmente ao eixo sáo 
quadrados. 


7-16 Encontre o volume do sólido que resulta quando a regiáo 
delimitada pclas curvas dadas glra ctn torno doeixo.v. 


7. 

8. 
10 . 
12 . 

13 . 

14 . 

15 . 

16 . 
17 . 


y = s /cos x, x = 7/4. x = 7/2, y = 0 

y= x \y = / 9, y = V25 V - 3 

y = 9-x\j = 0 II. x=Jy. x = .y/4 


y = sen P v* y = cos .v, x = 0. + = 7/4, 

\$itge$tao: Usc a idcntidade cos 2.v = cos".v - scn",v. | 


y = e, y - Ü, x = 0, x = ltl 3 


, -II 


y = e m v = 0. x = 0. .v = I 


v 


- 

<+ 


V = 




Jr = - 2 , X — 2, 


h x = Ü, x = I, 


y = 0 
v = 0 


Encontre o volume do sóüdo cuja base 6 a regiáo delimitada 
pcla curva y =x y e 0 cíxo y de y = 0 até y = I e cujas scgóes 
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transversaís, toniadas perpendicularmenie aoeixo \\ sao qna- 
drados. 

IS, Encontre o voHmie clo sCiIído cuja buse é a regiao delimitada 
pela curva x = I — y' e o eíxo y e cujas se^oes transvmais, 
tomadas perpendicularmente ao eixoyc sao quadrados, 

19-2B Encontce o volume do sólido quc resulta quando a rcgiao 
deJímitada pelas curvas dadas gira em torno do eixo y. 


!9, .v = s/T -j-~y „ x = 0, y = 3 

20. y = x 2 - L a = 2* y = 0 

21. ,v = cossec >\ y = jt/4, y = 3 jt/4, x = 0 

22. y = A-“,.v = y r: 23, x = y\,v = y + 2 

24. ,v- 1 - x =2 + v i ,v = -|.v= 1 

■ T T ■ 


25. v = ín x. x = ü„ y = 0, v - 1 


V 


26. y = J , (x > 0). x = ü, y = 0. y = 2 


x 2 - 


27. Encontre o voltttne do sóltdo que íiesulta quando a regiao acíma 
do eixo .v c abaixo da eíipsc 

r -2 ,2 

“ + 7X = 1 (íi > 0 T > 0) 

gira em torno do cixo .v. 


28, Scj a V o volu mc do só I ido q ne resu I ta q uando a regí ao del i m i - 
tada por y = 1 /,v, y - 0. x — 2 C x = /? (0 < /? < 2) giru em torno do 
cixo x. Eneonire o valordc h para o qual V= 3. 


29. Eneomre o volumc do sólido gerado quando a rcgíao delimíta- 
da poi y = \/v ~ I . y = V 2x e y = 0 gíra em torno do eixo a. 
[5wgí?.íí<3í3: Divida o sólido em duas partes,] 


30* Encontre o volume do sólido gerado quando a regiao delimiia- 
da por y = \/x, y = 6 - x e y - ü gira ent torno do cixo .v. fóVíy cí■ 
/do: Divida o sóüdo cm duas partcs.j 


ENFOCANDO CONCEITOS 


31. Suponha que/seja unia l unqáo contínua em [ a. b] e seja R 
a regiáo delimitada pela curva V =/a) e a reta v = dc a — a 
até a' = Usando o méiodo dos diseos. deduza c explíque 
uma fórmula para o volumc do sólido qtie iicsu.lt a quando 
a rcgiáo R ¿ feita girar em torno da rcta y = k. Enuncie e 
cxpliquc as hipótescs adicionais sobrc/ $e as houver, que 
sfio necessáriíis para a validade da fórmula obtlda. 

32. Suponha que v c w sejam fungócs eomínuas cm \c. d) c 
seja R a regiáodelimitada pelascurvas x= c(v) c.v = m(y) 
de v = c até y = d. Usando o método das amietas, deduza 
e explique uma fónmila para o volume do sólido que re- 
sulta quando a rcgiao R é feita girar em torno da rcta x = k. 
Enundc c cxpíiquc as bipóleses adicionais sobte v c w. se 
as houver t que sao nccessárias para a vatidade da fórnuda 
obtida, 

33. Considerc o sólido quc resulta quando a regiáo sombrcada 
do Exercícío I gira em Lomo da reta v = 2. 


(a) Fa^a uma conieclura sobre quai é maíor: o volume des- 
se sólido ou o volume do sólido do Exerefcio i, ExpH- 
quc seu raciocínio. 

(b) Conlira sua conjectura calcuíando csse vohimc e com- 
parando-o com o volume obtido no Exerdcio E, 

34. Considere o sólido que rcsulta quando a regiao sombreada 
do Exercícío 4 gira cm torno da reta x = 2,5, 

(a) Faqa i j m a conjcct u ra sobre q u al é mai or: o vol uine dc$- 
sc sólido ou o volumc do sólido do Excrcieio 4, ExpH- 
que seu mciocmio. 

(b) Cos i fi ra sim co nj eciu ra calcul ando esse vo I u me e com- 
parando-o com o volume obtido no Exercício 4. 


35. Encomre o volume do sólido quc resulta quando a rcgtáo de- 
límítada por y = </x. y — 0 e x — 9 gira em toruo da reta 
x = 9. 

36. Eneomre o voiunie do sóiido que resulta quando a regiáo do 
Exercício 35 girn em tomo da reta y - 3. 

37. Enconire o volumc do sólido que resulta quando a regiáo ddi- 
milada poi r ,v = v" e x = y gira em torno da rela y = -1. 

38. Encontre o volume do sólido que resulta quando a regiáo do 
Exercício 37 gira em lomo da reta x = - I, 

39. A ponta conica de reentrada de um vefculo espacial é dese- 
nhuda de tal formaque tima següo transversal lomada.v pés da 
ponta c pcrpcndicuíar ao cixo dc simeiria 6 mn eíreulo com mio 
dc pés, Encomre o volume da ponta cónica sabendü t|ue 
seu comprímento c de 20 pes, 

40. Üm certo sólido tem uma allura de i m e uma segáo transversah 
tomada.v metros acíma da base do sólido. é uma regiáo anular 

"T i 

de raio interno x“ m e raio extcrno ^Jx m. Encontre o volume 
do sÓlido. 


41. Encontre o volumc do sólido cuja base é a rcgiáo de'limitada 
pclas curvas y = A'é y — x cujas su^oes transversais perpendieu- 
lares ao cíxo v sño quadrados. 

42. A base dc um certo sólido ú a regiáo delímitada por y = /7, 
y = 0 e x = 4. Cada secíio transversal perpendícular ao eixo x 
é um seiTiíefrculo, com diámetro de uiti lado a outro da base. 
Encontre o volume do sólido. 


43. Nas partes (a) a (c), encontre o volume do sóltdo cuju ba.se é o 
interíor do cft culo .v 2 + f = I e cujas seqoes transversais toma- 
das perpend icul armeme á ba$e sáo 

(a) semíefrculos (b) quadrados 
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íc) tri ángu I os et| ui 1 áie ros 



44 + Coníorme a ñgm a ahaixo. a alpula de uma catedml loi proje- 
tada com tres suportes semicirculares dc raio t\ dc modo que 
cada segao iransversal liorizontal é um íiexágono regular. Mos- 
ts'e t|iie o volumc dessa cúpula é r : \/3. 



Figora Jix-44 


45-48 Use um CAS para esiimar o voíume do sólido que rcsulta 
quando a regíao delimitada pelas curvas gira em torno dos eixos 
itidícados. 

[c] 45* v - scn'" x, y - 2xht, x - 0, x = itf2\ dxo x 

fcl 46* y -7i' scn x cos’ r, y = 4.C, x = 0, x = ír/4; cíxo x 

047* v = e\ x = 1, y = I; eixo _>■ 

048* y - x v'arc tg a \ y = a ; eíxo x 

49. A figura abaixo mostra uma calota esférica de raio p e altura 
h cortada de uma estcra dc raio t\ Mostrc t\t ic o voUime V da 
calota podc scr cxpresso como 

(a) V = - /¡) (b) V = |jt/¡( 3/) 2 -I- /i 2 ) 



Figura Fx-49 

50* Se um fluido entra em tim tanque semi-esfdrico com raio de 
3 m* a uma taxa de 0,5 mVmin* com que velocidade estará 
subindo quandoa profundidade forde 1,5 m? [Sagestao: Veja 
o Exercicio 49.) 

51* A tigura a scgtiir mostra as dimcnsoes dc uma pcqucna lámpa- 
duem tOpontos igualmente cspa^ados. 

t a) U se fórm li I as de Geomet ri a para fazer iu na p ri mei ra est i i na - 
Liva do volume englobado pela parLc dc vidro da lámpada. 

(b) Usc a aproximacáo das tncdias nos potitos cxtrcmos á es- 
qucrda c á dirclta para aproximar o volumc. 



52* Usc o resultado do Exercfco 49 para encontrar o volume do 
sólido que sobra quando um buraco dc raio rí2 c fcito atravcs 
do centro de uma esfera de raio r c verifique sua resposta por 
imegra^ao. 


53. Conforme a Eigtim abaixo, um copo dc coquctcl eom a l’orma 
de um hcmisfdrio com diámcrro de 8 cm eontcm uma ccre- 
ja com 2 cm dc diametro, Se o copo for preenchído até uma 
profundidade de h cm, que volume de líquido elc conterá? 
[Suge&tao^ Considere primeiro o caso cm que a cercja está 
parcialmetuc submersa e. depoís, quando ela está totalmentc 
subincrsa.] 



54* Encontre o voiume do toro que rcsulta quando a rcgiáo intc- 
rior ao círculo de raio r com ccntro em um poiUo í/i, 0), h > r, 
gíra em iorno do eixo v, [Sugcstiio: LJse fórmulas apropria- 
das dc Gcometria plana para ajudar no cáleulo da integral 
dctinida.J 

55* Uma fatia em forma dc cunha é cortada de um cilindro circular 
reto de raio r pordois pianos: um perpendicular ao eixo do ci- 
iindro e o outro fazendo urn ángulo 0 coúí o primeiro. Encontre 
o volume da fatia por fatiamento perpendícular ao cixo y. eon- 
formc a figura abaixo. 



Figura líx-55 


56* Encontre o volume da cunha descrita no Exercfcio 55 por fatia- 
mento perpendicular ao eixo x. 

57* Dols eilindros circulares retos dc raio r tém etxos que se in- 
lersectam em ángulos retos. Encontre o voUimc do sóiidoco- 
mum a ambos- [Sugesiáo: Um oítavo do sóikloestá esboqado 
na Figura Ex-57.] 
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58. Ein 1615, Bonaventura Cavalien, mn aluno de Galileu, esta- 
beleceu o seguínte resultado, chamado príncípio de Cavaíieñ: 
sr dois. séiidos tivereni a mesnia alíura. e se as áreas de sitas 
se^oes framversaiS' lomadas poraJelas e a igttais distáncias de 
siuts hases, fomn sentpre iguais, etuaa os sóíidos tetn o mes- 
mo voíitme . Use esse resultado para oblero volume do dlindro 
oblíquo da Figura Ox-58. 




Figura Ex-58 


*/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7.2 


• l 


h I 3x 2 dx\ 26 2. (a)^sen.v (b) / jrscnxdx (c)2tt 3. (a) 0; 2; x\(2x + l) 2 - (.v 2 -h Í) 2 j = ti[-x a + 2* 2 + 4*] 


L 


ÍT 


(h) 


1 

f M-X* + + 4^] dx (c) 4. (a) 1; 2; *[( ? - 1) - (y - I) 2 ] = jr[-y 2 + 3.v - 2] (b) J jr[-y 2 + 3y-2]dy 


, * X 
6 


7.3 VOLUMES POR CAMADAS CILÍNDRICAS 


Os métodos para os cálctilos de volume discutidos até o momento dependem de nossa hahilidade 
em computar a área da seqáo transversa! de itm sóíido e integráda através dele. Nesta seqdo 
vamos desenvoíver mu outro método para encontrar volumes que pode ser aplicado quando a. 
áreada secao transversai rmo puder ser encontrada ou a integt at¡ao for miiito difíciL 


■ CAWIADAS CILÍNDRÍCAS 

Nesia segáo estaremos imeressados no segulme problema: 


7,3.1 prdiülema Seja / conífnua e nao-negativa em [a r (0 < a < b) e R a regiíio 
limiiada acíma por y - /(a), abaixo pelo eixo x e nas Jaterais pelas retas x - a c x = h. 
Encomre o volume V do sóüdo de revolugao S gerado pela rotagao da regiao R em torno 
do eixo y (Figura 7 r 3 A ), 



Figura 7.3*1 



As vezcs, problcmas dcssc tipo podeni ser icsolvidos pelos mctodos dos discos ou das 



disciuirernos a seguir, íreqüentementc funeiona. 























460 Cálculo 



Figura 7.3.2 


Uma camada cilíndrica é um sólido envolvido por dois cilindros retos concdmricos 
(Figura 132), O volume V <ic uma caniada cilíndrica com raio intcrno r ]f raío cxtcrno r 2 c 
alLura h pode scr escrito como 


V = [árca da transversal] ■ [alturaj 
= (jrrj — nrf)h 
= n(r 2 4- ri)(r 2 - / r t )/i 
— 2 jt ■ [^(n 4- ío)] ■ h ■ (n — n) 


Mas |(r L + r 2 ) é o raío mddio da camada e r 2 - r ]f 


sua espessura; assím. 


V-2iz- [raio médio] ■ [allura] ■ [espessura] 



Vamos mostrar agora como essa fórntula pode ser usada para resolver o Problerna 7.3 A . 
A idcia subjaccntc é dividir o intervalo f a, b) cm n subintcrvalos e, dcssc modo, sulxlividir a 
regiao R em n faixas, R v R 2 >>.^ R n (Figunt 7.33«). Quando a regiao R gira em torno do eixo v, 
cssas faixas geram os sólidos S f¡ cm “forma dc tulx)", alinbados um derttro do outro, 

e quc, junlos, formam todo 0 sólido S (Figura 133b ). Assím, o volume V do sólido pode ser 
obtído somando os volumes dos tubos; islo e. 


V=V(S 1 )+V (S 3 )+- - + V(5 n ) 


Figura 7.3.3 




Como rcgra, o>s tubos tcráo supcrfícics supcriores curvas; portanto, nao havcrá uma 
fórmula simpJes para seus volumes. Porcm. sc as fuixas forem íinas, entao podemos apro- 
ximar cada uma por um retángulo (Figura 73,4«). Esses rcíángulos. quando giram cin 
torno do eixo v> produzcm camadas cilíndricas cujos volumes sc aproximam basianic dos 
volumes gerados pelas faixas originais (Figura 13Ah). Vamos mostrarque, somando os 
volumes das camadas cilíndricas, podcmos obícr umasoma de Riernann quc aproxirna o 
volume V e* lomando o limite das sornas de Riemann, podemos obier uma integral para o 
volume exato V. 
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■j 

L 


1 

1 


M) 

— ——4 

1 




rt\ 

■Tjt-I Jf* Ví 


Fifiura 7.3,5 


Pma impíementai essa idéia t vamos supor que a i-esima faixa se estenda do ponto x í4 
ao ponto a; 4 e que a extensáo dcssa t’aixa scja 

Ax t =X t —X lf _ i 

Sc íor o ponto médío do intcrvalo |.v._. .vj e se construirmos um reténgulo Uc altura f(x%) 
aeima dessc intervalo, eniáo, la/endo esse reiángulo girar em lorno do eixo y, obtemos uma 
cainada cilíndrica de altura f{x*) : raio médio xf: e espessura (Figura 7.3.5). A partir de (1), 
o voiume V. dessa camada cilíndrica é 

V, - 27 TX* k f(x* k )Ax k 

Somando os volumes das n camadas cilíndricas, obtemos a seguinte soma de Riemann que 
aproxima o voíume V: 


V « ¿ 27Txlf(4)Axt 


*=l 


Tomando o limitc quando /í crcsee e a extensao dos subinlervalos tende a /cro t obtemos a 
integral definida 

» fb 

V = lim Iwx^ f{xf) A.v¿- = / 2 nxf(x)dx 

inti'í íi.í¿ — > o 

it=i Jíl 

Em suma, temos o seguínte resultado: 



7.3*2 voiAiME por camadas cilíndricas em torm) do Eixo y Scjam / uuia íunqáo 
contínua nao-negativa em [r/, h\ (0 < a < h) e R a rcgiáo limitada acírna por y -f(x), abaixo 
pelo eixo v e nas laterais pelas icias x - a e x - h. Enulo, o volume K dt> sóíido de revoluqáo 
gerado pela rotncáo da regiáo R ern torno do cixo y e dado por 


-jC 


V = f 2nxf(x) dx 


( 2 ) 



Visio éfn cojte do sólsdo 


Figura 7.3.6 


► Exemplo 1 Use camadas eilíndricas para encontrar o volume do sólido gerado pela 
roLagáo em lomo do eíxo y da regiáo cn.vol vida por y = *Jx, x = I , v = 4 e o eixo x (Figura 
7.3.6). 

Soíu^ao Como f{x) = *fx, a = I e b = 4, a Fórmula (2) fornece 

n4 


V = Inxyfxdx = 2n ^ x^ 2 dx = |^2t ’ 


i 


5 5 


■ VARIApÓES DO METODQ DAS CAMADAS CIÜNDRICAS 

() método da camada eilíndrica é aplicável em várias situagóes que náo preenchem as eon- 
diqóes requeridas pela Fórmula (2), Por exemplo, a regiáo pode estar limitada etnre duas 
eurvas, ou o eíxo dc rcvolucáo pode ser urna outra reta quc náo o eixo y. Porény eni vcz dc 
desenvolver uma fórmula separada para cada situagáo possível, vamos considerar uma ma- 
neira gcral de pensar no méíodo das camadas cilfndricas, quc pode ser adaptada a cada nova 
situaqáo que surgir, 

Com csse propósito, precisarcmos recxainínar o integrando na Fórmula (2): em cada 
ponto x no intervalo [cj, b) y o segmento de reta venieat do eixo x até a curva y = f (x) pode 
ser visto corno a seqáo Iransversal da regiáo R em .v (Figura 7.3.7«)- Quando a regiáo R gira 
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em lorno do eixo v t u segao transversul em x varre a de um eilindro citcular reto de 

altura /(a) c raio a j (Figura 73Jb)< A árca dessa su¡icrtícic c 

27Txf(x) 

(Figura7,3/7c),que c o integrando cm (2/ Assím, a Formula (2) pode scr vista informalmcnte 
da scguínic mancira 


7.3,3 t'M PÜNTO DE MSTA INFORMAL SOBRTi CAMADAS CIÜNDRICAS O volumc V dc um 
sólido dc rcvolugao gcrado pela rotagao tíe uma regiáo R em íorno tle uni eixo pcxte ser 
obtido íntegrando-se a árca da supcrticic gerada por uma scgáo Iransvcrsal arbitrária de R 
Lomada paralchmientc ao eixo dc rcvolugáo. 



(a) (/j) (c) 


Figurii 7.3.7 

Üs seguintcs exemplos ilustram corno aplicar cssc rcsullado nas situagdcs cm que a 
Fómuila (2) uáo é apíicávcl: 


► Exemplo 2 Use earnadas cilíndricas para cncontrar o volurne do sólido gcrado pela 
rotagao em torno do cixo y da regiño R delimitada por y = x e y = x 2 do primeiro quadrante 
(Figura 7,3,8). 



Este sóíádo píírece uma baciíi com 
um mtenorem forma de cone 


Figura 7J.8 


Solu^itó Conibrmc a íigura, ein cada jr de [0, I ] a segao Iransvcrsal dc R paralela ao eixo y 
gera uma supcrfícic cílindríca dc altura x - x~ c raio x. Como a árca dcssa superffdc ú 

2 itx(x - x 2 ) 
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o volume do solido é 



T t 


2jT.v f..v — A" r ') dx — 


= 2 jt / ( v 2 - j 

Jo 


- x )dx 


f.v 3 * 4 1 

|i 

“l 1" 

— 2tt — - —■ 

— 2jT 


.3 4 

ü 

3 _ 4 


JT 

6 




► Exemplo 3 Usc camadas cilíndricas para cncontrar o volume do sóüdo gerado pela 
lota^ao em torno da reia _y = -1 cia regiao R ubaixo dc y - x 2 e acima do iiuervalo [0, 2] 
(Figura 7,3,9). 


Solu^áo Eeii cada y no intervalo 0 < y < 4, a segáo uansversal dc R paralela ao eixo x gera 
uma supertYcie cilmdrica dc altura 2 - JJ c raio y + I, Como a área dessa superfície é 

2jr(y + l)(2 - jy) 


Gs voium&s dos Ex&mplos 2 e 3 po^ 
dem também ser obtídos pelo rméiodo 
das arruelas. Confirm& qu& os volu- 
mes obtitíos por aqu-elo rnéEodo &sl3o 
d& acordo corn os obtídos p&iqs ca- 
matías cilfrKlricas. 


segue que o volume do sólido é 



2x(y + 1)(2 - y/y )dy = 2it 




(2y-y in + 2- y' 1¿ )dy 


1/2■ 



17 6tt 
~\5~ 




Figurii 73*9 




EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7.3 (Verpágina 465para rcsposfas.) 


h Seja R a regíao erure o eixo x e a curva _y = I + +Jx , paia 
1 < jr < 4. 

(a) Para jt entre ] e 4, a área da superfície cílíndríca gerada 
pcla rota^áo cm torno do eixo y da se^ao transversal veiti- 
Cál de R em v é_. 


(b) Usando camadas cilfndricas, umaexpressdo iniegrai para o 

volume do sólido gerado peta roiagao da rcgiao R cm torno 
do eixo y é _. 

(c) O valor da integral de (b) é __.. 
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2* Sejü R a regiao desei íia no Exercfcio 1. 

(a) Para x entrc ] e 4. a iívca da supcrt'ícic cilfndrica gcrada 
pcla n>tacao cm lorno da rcta ,v = 5 da sctjao transvcrsa! 
vertical dc R om x tí_, 

fb) Usando camadas cníndricas, uma exprcssSo íntegral para o 
volumc do sélido gerado pcla roiagao da regiao R em torno 
da rcta x=5é _ . 


(c) Ü valor da integral de (b) é_. 

3* Um sólído S é gcrado pela roiagáo om lorno do cixo x da 
regiíio cnglobuda pdas cuTvas x = (v - 2f e x = 4, Usando 
ca i nad a s e i 3 índ ri ca s, u ma ex press So i n tegra I pa ra o vo I u m e 
<ie S é . O valor dessa intecral é 


EXERCÍCIOS 7.3 @CAS 


1-4 Use camadas cílíndricas para eneontrar o volumc do sólido 
que resnlia quando a regiáo sornhreada gira em torno do eixo 
indicado. 



5-12 Líse camadas ciiindricas para encontrar o volume do sóJido 
que resulta quando a regiao engíobada peias curvas gira cni torno 
do ei xo y. 

5. y = A'\ .<■ = I. y = 0 

6. y = S /T. x = 4, v = 9. v = 0 

7. v = 1 /a s y — Cf a = I. x = 3 

8. y - cos(jr ), x — 0, x - ¡~ y tt', y — 0 

9* v = 2x — 1, y = — 2x + Xx = 2 

10* y = 2x — x 2 , v = 0 
I 

11* v — —=-, _v = 0, x = 1, v — 0 

" .v 3 + I ‘ 

12. v = e , x = 1, x = V3 S v — 0 

13-16 Use camadas citíndricas para encontrar o vohimc do sólido 
que resulla quando a regiáo englobada peias ctirvas gira em tomo 
doeixo x. 

13* y-x r y- l,.t = 0 
14* x = 2y, v = 2. y = 3. x = 0 
15* y = ..r, r = l,y = 0 
f<5* xy = 4, x + y = 5 


^]17. lise tim CA.S paia encontmro volume do sólido gerado qtiiindo 
a regtao delimitada |>or y = e e y = 0 piira I < x < 2 gira em 
torno do eixo y. 

¡C]18. Use Lfin CAS para encontrar o volume do sdlido gerado qnando 
a regíao dclímitada por y = cos -o y = 0 e x = 0 para 0 <x < jt/2 
gira em torno do dxo y. 

¿]l9. Considere a regiao situada it direita do eixo y* á esquerdii da 
reta vertícal x = k (0 < k < n) e entre a curva y = sen .i e o eíxo 
x. Usc um CAS para encontrar o valor de k para o qual o sólido 
que resutta quando cssa regiáo gira em tomo do eixo y tem um 
volume Jgual a 8 unidadcs. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


20. Sejam R { e R. : regioes com a forma mosirada abaixo, Use 
camadas cilíndricas para enconlrar o volume do sólido que 
resulta quando 

(a) a regiáo R¡ gira em tomo do eixo v: 

(b) a regíáü R, gira em torno do eixo x. 



Figura Ex-20 


21. (a) L’se camadas cilíndricas para encontrar o volume do sd- 

Jido que ú gerado quando a negíao sob a curva 

>>-r- 3 .t’ + 2 ,t 

e acima de [C, 1 ] gira em lorno do eixo y. 

(b) Para esse prohlema* o mtítodo das eamadas ctlfndricas é 
niüís fácil ou maisdiffei! do queo méíodo do fatiaincn - 
io, discuddo na última se$áo? Explíque, 

22. Sejam/uma ftmqáo contíniia c nao-negativa eni \a.b]Q R a 
regiáo doümitada por y = f{x) c y = U para a < x < b. Usando 
0 método dás eamadas cilmdrieas* dedu/,;i c expJiquC uma 
fórmula para o volumc do sólido que resulta quando a rc- 
gíáo R gira em torno da reta v - k, sendo k < a. 
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23* L'se cainad as cíli:ndrtcas para enconirar o volnmc d o stíli do q ite é 
gerado qnando a regiSo envoivida por v - l/i\ x— I * x = 2 e v = 0 
gjm etn Lomo da roia .v = — I. 


24* 


Use camadas cilíndricas para cncontrar o volumc do sólido quc 
c gcrado quando a rcgiao cnvolvida por y -.v\ v - 1 ex = 0 gira 
cm torno da reui _v - I, 


25, Usc camadas cilíridricas para cncomrar o voluine do cone ge- 
rado quando o triungulo com vci'ticcs (0*0)* (0. r) e (lu 0), 
sendo r > 0 e h > 0* gtra cm torno dn eixo x. 

26* A regíao entro a curva y 2 = trca rcta v = j-L gira cm torno da 
rcia .v = t \k. Usc camadas CLlíndrícas para cncommr o volume 

■b. 

do sólido resultame (suponha k > 0). 

27. Conforme a tigura a scguir* iiiu buraco cilíndrico e lcito passart- 
do pdo cenlro tlc uma esfera. Moslre que o volume do sólido 
remanesceme dcpeude somente do compiimentü do buracoe 
nao do tamanho da esfera. 


i I 


Figura Ex-27 

28. Use camadas cilíndrieas para encontrar o volLirrie do loro ob- 

lído lazcndo gírar o círeulo .v : + y 2 = a cm lorno tla reia v = ó. 
sendo b > a > 0. Podc ajudar na hitegragao imaginar 

que a integral c. uma árca, [ 

29. Sejam V ; x e V os volumes dos sólidos rcsultantes quanclo a ie- 
giüo limitada por y = 1 h\ v = 0, _v = ^ e x — b (b > ^} gira em 
lorno dos eixos x e y, rcspectivamente, H£¡ algum valor de b 
para o qual V s = V ' ? 

30* (a) Enconlre 0 volume V dt> sólido que resulla quando a regiao 
delimitada por y — 1/(1 + .U), y = 0* .v = 1 e x — b(b> 1) gira em 
tomo do eíxo v. 

(b) Encontre lim V. 



}/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7.3 


1. (a) + yí) (b) j 2xr.v( 1 + %/x)dx (c) 39.S 7t 2. (a) 2^(5 — .r)( I + ^fx) (b) f 2jT(5 

3. [ 2tv¡4 — (_v - 2) 2 k/v; 


x) (1 + \Uv) dx (C) 


7.4 COWIPRIMENTO DE UMA CURVA PLANA 


Nestü segao utiüzmemos asfermmentas do Cálculo para estudaro probletna de encontraro 
comprlmento de uma curva plana , 


■ COMPRIMENTO DE ARCO 



Intuitivamente, podemos p@nsar no 
eompfimenio de arco de unrta curva 
como o nOmero ohtido alinhantfo um 
pcdago cíe barbante eom a curva e 
entto medindo o comprimento do 
baibante depois de espichado. 


Nosso pi imdm objelivo é deftnir o quc seentende por comprimenta de arco, ou simplesinen- 
té úamprimento, de uma curva píana y — ftx) acíftia dc urn intérválo [a, b] (Fígura 7.4.1). Uma 
ve/ alcanqado i.sso, poderemos nos cortcenirar no problenia de calcular comprimentos de 
arco. Para evitar complicagdes dcsncccssárías* ímpomos a exigencia de quc /' seja contínua 
em [ú, b] f caso em que dizemos que y -fix) e uma curva lisa em [a, />j, olí enlao que/c uma 
ftingáo ítsa, ou suave, em jtv, b\. Assini, passamos a no,s ocupar do problema scguimc. 


7.4.1 PROBLKMA DO COMPRIMENTO DK ARCO Suponha quc y = f(x) scjn uma curva lisa 
no iniervalo \a> H Dellna e obtenha uma fdrmula para o compiimento de arco L da curva 
y —fix) acíma do intervalo [a, b j. 


Para definír o comprimento de areo de mna curva, eoinegamos quebrando a curva em 
scgmemos pcquenos. Emao aproximamos csses scgmcntos da eurva por segmcntos de rcta 
e somamos os comprimemos dos segmentos de rela para forniar uma soma de Riemann. A 
Figura 7,4,2 ilustra como taís segmcntos dc reta tcndcm a se tomar aproximagócs cada vcz 
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melhores da curva, u mcdida quc aumcnia o nümero de scgmcnios ulili/.ados, Quando o nü- 
mcro dc scgmcntos aumcnta, as somas dc Riemann corrcspondcnícs tendem □ uma íntcgral 
delinida cujo valor será lomado eomo sendo ocompnmento dc arco L da curva + 


Figura 7A2 







Fifiura 7A3 


Para implemcntar nossa iddia dc resoiugao do Pmblcma 7,4J, dividimos o imcrvalo 
[ít, b\ cm n suhiniervalos ínserindo os pontos r 1 1 -v 2 1 - - -1 a n — i enirc ¿7 — x v c b = x n . Como 
mostra a parte superior da Fígura 7.4.3, sejatn P^ P\ , * * * * P n os pontos dacurva corn coor- 

dcnadas x iguais a a = xq, _vj , .vt ._v ?? _i, b — x JF ; agora, liguemos csscs ponios por scg- 

mentos de reta. Esses segmentos de reta ibrniam um caminho poitgonal que pode ser con- 
siderado como uma aproximagao da curva v -_jix). Como indica a parte inferior da Figura 
7.4.3, o comprimemo L, do A-ésimo segmento do caminho poligonal é 

L k - VíAx*) 2 + (Ay k y- = vVA-í,) 2 + \f(x k ) - /(.v,_,)P (1) 

Agora, se somarmos os comprtmentos desses segnrentos de reta ? obteremos a seguinte apro- 
ximagáo do eomprirnento L da curva 

n n 

L*J2 ¿ * = £ vAAxQí + I/fot) - /<**_, )] 2 (2) 

*= 1 Á=1 


Para colocar isso nu forma dc uma soma dc Riemunn, vamos aplicar o Tcorema do Valot Mc- 
dio (5.7 >2), Bsse tcorcma implica quc exíste um ponto cntrc c x k tal que 


/(-«>) - /to:-l) 
Xk -Xk-\ 


= f'Ut) «u f(x k ) - /(*,_,) = f'Ut)Ax t 


c, portanto, podemos reeserever (2) conio 


¿ " s Z\ /| + UK>! 2a «í 

11 ír-l 

Explique por que a aproJíiEnaíáo em 

{£) nao pode ser maíor do que L Assim, tomando o limite quando n crescc t as extensdcs dos subintervalos tendem a zéru, 

obtcmos a intcgial seguintc quc delinc o comprimcnto de arco L\ 



lim V i/l + [f’UtW Ax k 

llíi'tA Á.TA- 0 ’ 



+ [/'<*)l 2 dx 


Em suma, ternos a seguinte dcñniqao: 


7*4*2 i )efjn i c ao Se v = /(x) for uma cui va Iisu no in ter valo [a, í>], cntáo o compri tne n- 
lo de urco L dcssa curva sobre [a, b\ é deftnido por 




+ t/bOF éx 
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Esse resultado forneee lanto uma deíiniqao quanlo uma fónnulapara ocáleulo do com 
primento de arcos, Quando for convcnieute, (3) pode sci cxpressa como 


‘ [ /TTum ‘“ ‘ í f*Wf “ x 


(4) 


Aléni disso, para uma eurva expressa na forma x = g(y), cm que g é eontínua em [c, dU o 
comprimento de arco L de v = í alé v = d pode ser expresso como 




+ [g'0’)l 2 <íy = 


’ - í' 


i + 




(5) 



► Exemplo 1 Eneontre o eomprimento de arco da curva y - x ?íl de (J., !) ate (2, 2%/2) 
(Figtira 7.4.4) de duas formas: (a) u&ando a Fórmula (4) e (b) usando a Fórmula (5). 


Sülugao (a ) U ]ii a vcx q uc 




e eonio a curva se estende de x - I a A' — 2, usando (4) obtemos 




1 —f— "t x dx 


Para ealcular essa integral, fa/cmos a subsíituiqao u 


íi = I + -jc, du ~ - dx 

e, entao, mudando os limites x de imegraqao (x= l, x = 2) para os coirespondentes limites u 


L 




22a/22 - 13-713 
27 


im 


Solu$áo (b) Para aplicar a Fórmula (5), precisamos primeiro reescrever a equaqáo y = x 


m. 


de tal forma que x seja expresso como uma funqao de y. ísso fomece a = y 2f ' c 




Como a curva se esten.de de y = i atéj' = 275, usando (5) obiemos 


p2d2 I - i p 2->/2 i --- 

l = j v /1 + \y~ in dy = ~ j >- _,/3 v ' 9y 2/i + 4 dy 

Para calcular essa iiuegral, fazemos a substitui^áo;/ 

u = 9y^ + 4, du = óy _itó dy 

c mudamos os limkes y de integragáo (y — L v — 272) para os correspondcntes linittcs u 
(íi = 13, u = 22). Lsso dá 



I 


\(22f n - (13) v "| = 


27 


3/21 _ 


22722-13713 


27 
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O ^fco desde o ponto (L 1 > ao pon- 
io (2,2V2 ) ria Figura 7.4,4 é quaso 
reto r de rnodo que o comprimenlo de 
arco deveria ser somenle um pouco 
maior do que a distáncia em linha reta 
entres esses dois pontos. Mostre que 
isso realmente ocorre. 


Esse resultado estíi de aeordo eom á parte (a); porém, a integraváo uqui é mais enfadonha, 
Nos problemas cni quu houver uma eseolha entre (4) ou (5), é usual o caso em que uma das 
fónnulas leva a cálcutos mais simpíes do que a outra, < 


m ENCONTRANDO O COMPRIMENTO DE ARCO POR MÉTÜDOS NUMÉRICOS 

No próximo capílulo desenvolveremos algumas técnicas de integraíao que nos permitirao 
cncontrar valorcs exatos de outras intcgrais encontrávcis no cálculo de conipnmento de 
arco; contudo, falando vagamcnie, a maioria dcssas iniegrais é impossfvel de ser calcula- 
dü em termos de fun^oes elemenlares. Nesses casos, geralniente apmximamos a integral 
utilizando algum mctodo numtírico, como a aproxima^áo pelo ponto medio diseutida na 
Segáo 6.4. 


DOMÍNIO DATECNQLQGIA 

Se seu rooursocompuiacionel dispu- 
de um comando para integragáo 
numérica, use-o para confirmar que 
o oomprimeoto cte arco t. no HxempJo 
2 é, aproximadamente, L ‘y 3,8202, 


► Exempto 2 
pela integral 


A partir clc (4), o comprimcnto de arco de y - sen x dc x - 0 a x = né dado 




I H- (cosx) 2 dx 


Essa intcgral náo podc ser ealculada em lermos de f’ungdcs elcnientares; porém, usando um recur- 
so computacional capaz de íazcr iniegra^áo numérica, obtemos a aproximagáo L 3,8202. < 


■ COMPRIMENTO DE ARCO DE CURVÁS PARAMÉTRICAS 


As Fórmulas ( 4 ) e (5) podem snr vi$- 
tas como casos espeoiais de (6), Por 
oscemplo, a Fórmula (4) pode sor obtl- 
da a partir de {6) esorevendo v =/(.0 
parametricarnonte como 

X = c v =M 

e a Fórmufa (5) podo ser oUtida escre- 
vendo j¡ = í(vi parametricamonte como 
x ~ fí(tX y " * 

{vor Exercíoio 13). 


7*4*3 rÓRMUI.A 1)0 COMPKIMKNTO DK ARCO l*A RA Cl R> AS PARAMK t RICAS Se nenhum 
segniemo da curva repiesenlada pelas equa^oes paramélricas 

a = x(r)> v = y(t) (a < t < b) 

for tragado niais de uma vcz, quando t crcsce de a para b , c sc dx/dt e dy/di foreni fungoes 
cüntínuas em a<t < b , cntáo o comprimento de arco L da curva é dado por 



► Exemplo 3 Usc (6) para encontrar a eircunferéiicia dc um cfrculo dc raio a a partir das 
e q uaedes para m ét ri cas 

x = a cos C y — a sen t (0 < t < 2 jt') 


Soluqáo 


r27T 

= / a d X — 

Jo 


scnir + (acostfdt 

”i 


at 


— 2tui 


JO 
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t/ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7.4 (Verpágina 471 para respostas.) 


1. Dizemos que uma fungao é lisa. ou suave, em [a. b\ íü f for 
__ em [¿í t b ]. 

2* Sc uma luncao / for lísa em [íí. b], cntSo o cüinprunenEo da 
curva y~fx) acima dc | a. /?| é_. 

3. A disiiincia cnire Os ponlos (l,0)e(ís I )é _. 


4. Scja /, o comprimento da curva v ~ ln a de {1,0) a 1). 

(a) 1 n tegra nd o c m i e I aqao a a\ u m a ex pressao i n teg r a I para L 

í* 

e_ . 

(h.) Jtuegrando cm reUgfioa y, uma expressáo integral para /. 


EXERCÍCIOS 7.4 


Recurso Gráfico 


c CAS 


1, t ! se o Teorema de Pitágoras para encontrar o comprimento do 
segmento de reta de v - 2A'entre (L 2.) e (2,4), e eonfirme que o 
valor cstá dc acordo com o comprimcnto calculado usando a: 

(a) Fórmula (4) (b) Fúrmula (5) 

2* Use o Teorcmu dc Pilágoras para encomrar o compnmcnto 
do segmentode reta a =. t, y = 5/ (0 <t< 1), e CónJirme que o 
vaior está de acordo com o compriinento calculado usando a 
Fónnula (ó). 


3-8 Encontre o comprimeiuo de arco exafo üas curvas acima dos 
intcrvalos dados. 


3* y = 3jr' ,fl “ I dejc = üatéA = 1 
4* x = |(y 2 4- 2'f 1 dcy = 0atdy= 1 
S + y = x 2iy de x = ] atéA - = 8 
6- y = (y' + 8)/( I 6a' 2 ) de x = 2 atd x - 3 
1* 24xy = y 4 -f- 48 üe y = 2 atc y = 4 
8. x — |y 4 + |y -2 dcy = \ atc >' = 4 


9-14 E ncoritre o ooiíi pri me nto de arco exato d as c ti rvas paramét rí - 
cas dadas sem diminar o parámetro. 

9. x — |r\ y ~ (Ü<r<i I) 

10. .( = (1 +f) ; .v = (l +0*(0</£ 1) 

11, x = cos 2 (. y = sen 21 (0 < t < ttI 2) 

!2. x - cos f t t sen /, y = sen t -1 cos / (0 < / < tt) 

13* x = e cos ü y = e sen / (0 < t < jt/2) 

Í4* ..r = (sen / + cos /), y = fjcos t — sen t) (I < t < 4) 

15-16 Exprcsse o comprimeiuo de arco exato da curva aci ma do 
intervalü dado* cümo uma integral que tenha sido simplificada 
pura eliminar o radicak ern seguida, calcule a integral usando 
um CA$. 

"cl 15. y = ln(scc x) dc .v = U ate x = n/4 
jc] 16. y = ln(sen x) üe x = jt/4 até x = it/2 


ENFOCANDO CONCEITOS 


17. Considerc a ctirva y = f'\ 

(a) Esbocc a parte da curva cntrc x --l e x = 8. 


(h) Explique por que a Fórmula (4) nao pode scr usada 
para encontrar o comprimcnto dc arco da curva esbo- 
gada em (a>* 

(c) Eneontre o comprimento de arco da curva esboqada 
ein (a). 

18. Deduza as Fórmulas (4) e (5) da Fórmula (ó), escolhendo 
uma pammetn/áíplo apropriada das curvas, 

19. Considere os segmemos de curva y = .r de x = ^ atd x = 2 
e o segmento de curva v — ^/v de v — 4 até.v=4. 

(a) Faga o gráfico dos dois segmemos de curva e utiltze- 
os para cxplicar por que os comprimentos desscs dois 
segmentos deveriam ser igtiais. 

(b) Monte integrais que déem os cümprimentos de arco dos 
dois segmenlos de curva, eom integragáo ens relagáo 
a x. Dcmonstre com uma substituigáo que essas duas 
integrais sao iguais. 

(c) Montc i ntegrai s q ue déem os compr i mcntos de a rco dos 
düis scgmentos de curva, com rntegragáo em relagáo a y. 

(d) Aproxime o comprimeriLo dc areo de cada segmeuto de 
eurva usando a Fórrmila (2) com n — 10 subintervalos 
iguais. 

(e) Qual das duas aproximagoes cm (d) é mais precisa? 

Explíq LEC, 

(f) Usc a aprox i magfto pe I o pon to méd i o co m /i = IU s u hi ti- 
tervalos para aproximar eaüa Intcgral üc comprimento 
üc arco cm (ü), atc quatro casas decimais, 

(g) Use uma calculadom com integragáo numérica para 
aproximítreada integral dc eomprimento de arco em (b), 
atc quatro casas decimais. 

20. Siga as instmgóes do Exercício 19 para os segmentos dc 
curva v = x de jr = 10" até x = 1 e para o segmento de 
curva y - x de.¥= K) ate.í= I. 

21. Siga as instrugóes do Exercício 19 para os scgmenLos dc 
curva y = tg x dc a = 0 ató v = ir/3 e para o segmento de 
curva y = arc ig x de x = 0 uté x = V3- 

22. Seja y =J[x) uma curva lisa no íntervalo fechado [&, /?]. 
Provo que. se tn e A/ sáo nümcros náo-negaíivos. taís quc 
m < | f(x)\ < M para cada x em [íí, /j|, entáo o compri- 
mento de arco /- du y=flx) acima do intervalo [a, h) satisfá/ 
as desigualdades 

{b - «)\/i + m 1 < L <{b — o)\j I + M 2 
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2X Use o resuUado do Exercícfo 22 píira niostmr que o comp] i- 
mento cle areo L de v - sec x acimo do intervalo 0 < v <tt/ 3 
satisfaz 

.T T T j—r 


[c]24* Utn jogador de basquete converte uma cesta. Suponha quc a 
trajetóiia da bola a pariir do momento cm quc c langada ate 
enlrar no aroo seja desei íta por 

v = 2 J 5 + 2,09* - 0,41 * 2 , 0 < * < 4,6 

onde x é a dístáneía liorizontal (em metros) desde o ponto ein 
que é ianqada e y é a distancía vertical (em metros) adma do 
ciiao. Usc um CAS ou uina calculadora cicntíhca com inregra- 
gdo numérica para aproximar a distancia percorrida pda bo!a, 
desde o momeiito em que é iangadá até entrar no arco. Anedon- 
de o resultado para duas casas decimais. 


onde a é a distancia horizonia! em jardas (1 jarda = 0, 91 m) 
desde o ponto ondc a bola ú atíngída. c y 6 a distancía verti- 
cal crn jmdas acima da parte plana do cámpo de golfe entre 
os buracos. Usc nm CAS ou uma calctiladora com iniegragáo 
numéiica para cnconirar a disutncia pcrcorrida pcia bola desdc 
o momemo da taeada até atingir agrama. Suponha que a paite 
plana do campoentre os buracos e a grama eslá no mesmo nível 
e arredonde sua resposta para duas casas decimais. 

x ]2S. (a) Na Següo 1.8 vimos que uma ciclóide é o caminho Lraga- 
do por um portto na borda de uma roda quc rola ao longo 
dc itma rcta (Figura 1.8.14). Usc as cquagócs paramclricas 
na Fórmula (11) daqueki scgao para mostrar quc o compri- 
mciHo /. de um arco de uma ciclóido é dado pola ititegitil 

f2n 

L — a I ,/2(1 -cnsi9)tf0 

Jo 

(b) Use um CAS para mostrar que L é 8 vezcs o raio da roda 
(veja a íigura abaixo). 


[c]2S. Encontrc um valor positivo dc k (até duas casas decimais) tal 
quc a curva y - k sen _v tenha um compriinento de arco igaa! a 
L = 5 unidadcs acima do intcrvalo dc x = 0 a x = jt. [Sugesfáo: 
Encontre uma iincgral para o comprimcnto dc arco L em ler- 
mos de A r , e entáo use um CAS ou uma calctdadora científica 
com integragao numérica para encorHrar valores intciros de k 
nos quais os valores L - 5 tém sinais opostos. Complete a so- 
lugao usando o Tcorema do Valor ItHcrmediário (2.5,7) para 
aproximar o valor de k. com duas casas decimais. | 

026, Conforme a figura abaixo. uma viga horizontal com dimcnsoes 
2 po! x 6 pol x 16 pés (!2 pol = I pé) íixada nos dois cxtremos 
é sujcita a tmia carga uniforinemente distribuída dc 120 lb/pé. 
Como resuliado da earga, a ünha cenlral da viga sofre urna de- 
HexáOi que é descrita por 

y - - ! ,67 X 10'V - 2L.v’+ Í.V) 

(0 < x < 192). ütidc L = 192 pol c o coinprimento da viga sein 
carga, .v é a distáncia horizontal ao longo da viga. medida crn 
polegadas, a partir do extremo esquerdo, e v é a deflexáo da 
liiiha central em polegadas. 

(a) Faga o grá íi c o dc y versus x para 0 < x < 192. 

(b) Encomre a dellexáo máxima da linha central. 

(c) Use um CAS ou uma ealculadora corn imegragao numé- 
rica para encontrar o coniprimento da linha céntrál da 
viga carregada, Arredonde sua resposta para duas casas 
deeimais. 





r¥ ^ Ü 


x = \*-)2 Figura Ex-26 


027. Um golfista dá uma tacada com succsso. Suponha quc a tra- 
jetória da bola do rnomemo da taeada até atingir a grama seja 
deseri ta por 

> = 12,54*- 0,41/ 



*>■ 


Figura Ex-28 


0 29. Arirmou-se nti Exercíeío 45 da SegáO I -8 qne a eurva dádá pa- 
rametrícameiite pclas equagoes 

* = ú cos o , j - a sen <p 

6 dcnominada hipockióide de qmtíro aispkles (também cha- 
mada astróide), 

(a) U$e um rccurso gn'ífico compuiacional para gerar o grálico 
no caso ctn que a - 3. tragando-a exatamcnte uma vcz. 

(h) Enconlic o comprimento de arco exato da curva de (a). 

30, Mostre quc o comprimento de arco totaE da elipse * = a cos r, 
v = b scn f, 0 <t< 2 t, para a > h > 0, é dado por 


4 « r n v 

J o 


I — k 2 cos 2 í dt 


onde k — \U ¡ 2 — b 2 /a . 

03L (a) Mosirc que o comprimetiio de arco total da 


x - 2 cos f, v = scrt í (0 < í < 2ir) 


c dado por 



4 - 3 scn 2 1 dt 


(b) U sc u in C A S ou u ma ca Icu 1 adora cien t ífica com i ntegragáo 
numéricy, para aproximar o comprímcnto dc arco de (a). 
Arrcdonde sua rcsposui para duas casas dccímaís, 

(c) Suponíia t[ue as equagóes paramétricas de (a) descrevam a 
irajctória de uma panícula movendo-sc no plano at. ondc r 
está em segundos e* c y em eeiHímetros. lisc um CAS ou 
uma calculadora científica com integragao numérica para 
aproximar a distáncia pcrcorrida |>cla paitícula dc /= 1.5 saté 
/ -4,8 s. Arredondc sua rcsposta para duas casas dcdmais. 
















Caprtulo 7 / Aplícacces da Integral Detinida na Geometriaj nas Ciéncras e na Engenharia 471 


✓' RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7,4 


1. coimnm 2. 


í Vl + íf'(x)] 2 dx i. jíe - 1)’ + I 4. la) f sj\ + (t/x) 2 dx ») í C I + e 2 - 1 ' dy 
Ja J 1 J 0 


7.5 ÁREA DE UMA SUPERFÍCIE DE REVOLUpÁO 


Nesta segcio consideraremos o pwblema de encontrar a área de uma superfícle gerada pela 
rota^ao de uma citrva plana em torno de uma reía. 


■ AREA DE SUPERFICIE 

Uma superficie de revoluqdo 6 uma superfície gcrada pcía rotagao de uma curva planaem 
torno de um eixo que se sílua no mesmo plano da curva. Por exemplo, a superíTcie de unia es- 
fera pode ser gerada ao sc fazer girar um semicírculo em torno dc seu diamctro, e a supcrfície 
lalera! dc um ciiiadm círcular reto podc ííei geráda pela rotagao dc um scgmcnlo dc reta em 
torno dc um cixo paraldo a clc (Figura 7-5* t). 



Figura 7.5*1 



Nesta setjáo csiarcmos prcocupados com o problcma scginntc. 




Figura 7*5,2 


7.5*1 PROBLEMA i>a árka !>k si PKRFÍt iK Suponha quc / scja uma fungao lisac náo- 
negaüva em \a, b\ e que uma superlTcie de revolu<£áo seja gerada pela rotagáo da pane da 
curva v = f(x) entre x — a e jc — b em torno do cixo a j (Figura 7.5*2), Deíina o quc podemos 
entender por área S da supcrffcic e cucontre uma fdrmula para calculá-la. 


Para motivar uma deíinígáo apropriada de área S de uina supcrffcie de rcvolucáo, vamos 
decompor a supcrfícic cm pequcnas sccócs cujas árcas possam scr aproximadas por fórmulas 
elementares, Somando as aproximagóes das áreas das seeóes* obtemos uma soma de Rie- 
niann que aproxima 5, c tomando o limitc da soma de Ricmamu obtcmos uma intcgral para 
o valor cxato de 5, 

Para implcmcntar cssa idéia, vamos dividir o intervalo [a t b\ cm n subintervalos, insc- 
rindo os ponios x v a,,..., a w _, cntrc a ~ x ít c b = x tr Conforme ilustrado na FígLira 7.5.3a, os 
ponícjs correspondcntes do gráfico de/definem um caminhopoligonal que aproxima a curva 
v - f(x) acima do intervalo [¿í, b]. Quando esse camínho poíigonal gira em torno do eixo x. 
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gera uma supcrfície que consiisie em n partcs, cada uma ddas sendo um ironcode cone círcu- 
lar icto (Figura 7.5.3 /j). Assim. a árcade cada pailc da supcrtTcie aproximanle podc scr obtida 
pela formulá 

5 = 7 r(r E + r 2 )t (I) 

para á área íateral 5 de um irouco de eone de altura mclmada / e raíos das bases /■, e r> (Figura 
7.5.4), Conforme sugcrido pcla Figura7.5.5, o ^csimo tronco de conc tem raios fix^f c f(x k ) 
e altura Ai’ í: . Sua aliui'a ínclinada é o comprimento L k do i-dsimo segmeiuo de retada poíígo- 
nal o qual, pcla Fónnula (1) da Scgáo 7,4, é 


L k - V(A.r*) 2 + [/(.¥*)- /(.v*:-])¡ 2 


Assirte a área lateral S¿ do ¿-ésímo tronco de cone 6 


Sk - JT[/(JC*_j) + /(-**))'/(Aa>)' + |/(.íi) - /(.Vi„|)p 
Sc somarrnos cssas áreas, vamos obter a seguinie aproximagáo da área S da superfíeie inieira: 


s ** + /(v¿)I*/(Av*) 2 + [/(v*) - /(v*_i)p 


( 2 ) 


£zrl 


Para eolocar isso na formade uma soma de Riemann, vamos aplicar o Teoreina do Vaíor Me- 
dio (5.72). Esse leorema ímplica a existéneia de um ponto x% entre x k _ } e x k , lal que 


= ) 011 fUk ) - /C**- 1 } = f'(x k )Ax k 




-H ~ **-1 

c, assim, podemos reescrever (2) como 


rt _ 

+ /Úi )]/l + [/'u;)] 2 Ax k 


(3) 




No cntanto, isso aindá náo c uma soma de Riemann, pois cnvolve as variaveis e Para 
eiíminur essas varíáveis da expressáo, observe quc o valor médio dos numeros f(x k L ) e fixf 
cstá entre esses números. Dessa forma t a contíriuidade de / e o Teoremado Vator Intermcdíá- 
río (2.5,7) implicam a exístencia de um ponto x : t f entre e x^ de tal inodo que 

;[/(+-]) + /(+■)! = /UD 
Assim, (2) pode serexpressa como 

S * ¿ lnf(xl*)f + L/'(*;)P Av* 

I 

Embora essa cxpressáo cstcja próxima á íorma de uma soma dc Ricmann* cla náo é uma soma 
de Rienuuin verdadeira» pois envolve duas variáveis x¡_ e x¡f, em ve/ de somenie x¡ * Entre- 
tanto, prqva-se em Cálculo avan^ado que ísso náo tem nenhum efeito sobre o limite, dcvido á 



Figura 7,5.3 


Figu ra 7,5,4 
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Figura 7.5.5 


continuidade de /, Desse niodo, podemos supor que x¿* = x% ao tomar o o que sugere 
que S possu ser definída como 



lim 


jt tefocnJi+ mxt)? Ax k = 

k=\ 



2nf(x)\J I + [/'(-v)|-</v 


Eni suma, tcmos a scguinte dcflni^íio: 


7.5*2 dicfim^ao Se / lot uma fun^áo lisa e nao-negutiva em [a> enláo a área da 
superlície de revolugao gerada pela rotagño da paric da curva y — /t v) entre v — a c v — h 
em torno do eixo x é delinida por 




2 7Tf(X)\/\ + [f'(x)\-dx 


Esse rcsultádo Ibmeee tanto unia deíinigáo quanio uma lómiula para o eálcuío de áreas dc 
superfjeies. Quando lor eonvenienie, essa fórmula também pode ser cxpressa como 


fb _ 

5= / 2nf(xW 1 + [/'(*)]%* 

Jii 




Alcm disso, sc g for náo-negativa c x - g{y) for uma eurva lise em {c s d\, entáo a area da 
superíTcie gcrada quattdo a parte da curva x - "( v) entre v = c c v = d gira em torno do etxo v 
podc ser cxprcssa eomo 




2?rg (v) \/l + f*'0’)p dy 





► Exemplo 1 Enconire a área da superíície gernda pela rotagáo da parte da curva y — x* 
entre x — 0 c_v - 1 cm iorno do eíxo.v (Figura 7.5.6). 


> ■p 

Sofufüo Como v = .v\ temos dyfdx — 3a" e t portanto, a partir de (4) t a árca S da superffcie é 



2tt 

36 



7T 

27 




< 
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► Exemplo 2 Encontre a área da superñcie geiada pela roia^ao da parle da curva v - x* 
entre a = 1 e x - 2 ein torno do cixo v (Figura 7.5.7), 


Solugáo Corno a curva gira cni torno do cixo y, vamos aplicar a Fórinula (5), Com essa 
í'malidade, vamos reescrever y = x 1 como x — jy e observar L|iie os valores de _v correspon- 
dcmcs a x — 1 e a = 2 sao y = 3 e y = 4. Uma vez que x = .^/y, temos í/a /dy — 1 / (2yy ) e 5 
portanlo, a paríir de (5), a área da superíície é 



= :t yíy -|- I dy 



u “ 4 y + ] 
tiu tü 4 í/y 


jT 2 3,/2 

J'5“" 


17 


jT 


= -{17- Vi -5 
6 




í/2 


) 30,85 ^ 


iX EXERCÍCIOS DE COWIPREENSÁO 7.5 (Verpágina 476para respostas.) 


L Se/for uma funyao lisa e nao negaLiva eivi [<a, A}, entao a drea 
dc superlícíe .S’ da superfície de revoluqáo que 6 gerada quan- 
do a parte da curva y =Jlx) enlre x = acx = b gira em lomo do 
eixo .v é _, 

2, A área lateral do tronco de cone de akura iiiclinada VTü e 
raios de base v, — \ e r 7 — 2 é_ t+ 

3- Uma expi essáo integral para a área da superfície que é gerada 
qiiando o scgmcmo úc reta que liga (3,1) a (6,2) gira em toi'no 


do eixo x é _ . (.> valor dessa íntegial é ________ 

4. Uma expressao integrai para a área da superfície que é gerada 
quando o segmento de reta que liga (3. I) a (6.2) gíra em lorno 
do eixo y 6 _. O valordessa integral c __. 


EXERCÍCIOS 7.5 



CAS 


1-4 Encontre a área da superffeie gerada quando a curva dada gira 
em torno do eixo x. 

1. y = 7 a, 0 < x < 1 

2. y = Jx> I < A < 4 

3. y = V’4 — a 2 , — I < x < 3 

4 + x — yy, I < y < 8 

5-B Encüiitre a área da supedlcie gemda quando a curva dada gira 
em torno do dxo y. 

5 + a = 9y-h !, 0 < y < 2 


6. x = y / 0 < y < 1 

7. A' = - y 2 3 * * , -2 < y < 2 

8. A = 2,/n^y, -1 < y < 0 

9-12 Use um CAS para encontrar a árca exata da supertíeic gcra' 
da quando a curva dada gira em torno do eixo cíado. 

@ 9* y = <Jx - \x V2 , \ < a < 3; cíxoa 
@10. y = |a s -f- |a -1 , I < x < 2; eixoA 
@11* 8,vy : — 2y 6 + .1, 1 < v < 2: eixo y 
@12 É x = Jlh - y, 0 < y < 15; eíxoy 
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13-16 Use tim CAS* ou tima calcubidora com siUcgragao numd- 
ríea, para aproximar a árca da supcrffcic gcrada quando a curva 
dada gira em lomo do eixo dado, Arredonde sua resposta para 
duas casas decimaís. 


fc~| 13, v-sen x.Oúx^n: eixo x 
fc~| 14, a = tg_y, 0 < y < .t/4; cixo v 
fcl 15, y = e. 0 < .v £ l; cixo .v 
fcl 16, y = e\ I < y < e: eixo y 

17-18 Aproximc a área da superfície usando a Fórmula (2) com 
n = 20 subintervalos tJc mesmo comprimcnto. Arrcdonde sua res- 
posta paraduas casas decimais. 


í 7. A supcrlYci e do E xercfc i o 13. 

18. A supcrfi'cie do Exercido 16. 

19. Use a Fórmula (4) para mostrar £|iie a área lateml S dc tim cone 
circular reto de aliura h e mio da base r é 

S — m v'V 2 + h 2 

20. Mostre que a área da superfície dc uma csfcra dc raio r ú 4jr r~ ¥ 
\Sugextdo: Girc o semicírculo y — vV z — x~ em Lorno do 
eixo x. | 


ENFOCANDO CONCEITOS 


21. (a) A ñgura no Hxercfcio 49 da Segao 7.2 mostra uma 
calota esferica de altura fu cortada de uma esfcra dc 


i'áio r, Mostre que a áiea da superffcie S da calota c 
S = 2 irrh. [Sugesfíio: Faga uina partc apropriada do 
efreulo .v' + y 2 = r gimr cm torno do cixo y.j 


(b) A parte da csfera eortada por dois planos paralelos 6 
chamada úezoiw. Use o resultado de (a) pára mostrar 
que á área da superfícíe de uma /.ona dependc do raio 
da esfera c da distáncia cntrc os pJanos, mas nao da 
locabzagaoda zona. 


22, (a) Se um cone dc alUira indinada / e raio da basc r for 
conado vertieahnente aherio sobre um plano, entao. 
conformo mostra a Figura Ex-22, obLém-se um sc- 
tor circulardc raio /. Use a fórimila A = i/ 2 0 para 
a árca de um setor dc raio / e fingulo ecutrai 0 (em 
radianos) para mostrar quc a área da superfície lateral 
do conc 6 jrrL 

(b) Usc o rcsttltado de (a) para obter a Fórmula (I) para a 
área da supcríkic laieral de um tronco de cone. 




Figura Ux-22 

23. Suponha que y - f(x) seja uma curva suave no íniervalo 
\ü. />] cqtic/í.v) > 0 paracada a<x<b. Deduza uma fdnnula 


para a área da superfíde gerada quando a cui va y =f(x), 
a < a < /; gira em torno da reta y = -k (k > 0). 

24, Scja y - f(x) uma curva lisa no intervalo [íl b ] c suponha 
quc fíx) > f) para a < x < />. Pelo Tcorema do Valor Fx- 
trcino (5.4.2), $ lungaó / tem um vaior ináximo K e um 
valor mímmo k em [a. />j. Prove; sc L for o compnmcnto 
dc curva da curva y = f(.v) cntrc x = a c x - ík c sc S for a 
árca da supcrfícic gcrada quaudoessa curvagira cm torno 
do eixo A, cmáo 

2 ttÍcL < S < 2n KL 

25, Use os resultados do exercício anterior c do Exercfcio 23 
da Sceáo 7.4 para mostrar qne a ánea S da superfície gemda 
quatido a curva y = sec av Ü < x < nB gíra ein torno do eixo 
x satisfaz 

2t 2 4t 2 

- < S < -—- 

3 “ “ 3 

26, Seja y = f(x) uniíi eurva suave em [¿r b] e suponha que f(x) 
> 0 para a < x < b. Sejam A a área sob a cnrva y = /( v) entre 
x = a e x = b e S a área da superfície gerada qtiando essa 
scqáo da curva gim cm torno do cixo .v. 

(a) Prove qitc 2nA < S. 

(b) J :3 ai‘a quais funcóés / é 2 ttA = $? 

27-23 Nestes exercícios, divida o imervalo /;J em u subimerva- 
Jos ínserindo os pontos /] , ■ ■ ■ - 4-í enhe a = t u eb = í n e supo- 

nha que x'(f) c y'(f) scjam fun^oes contimms tais qtie ncnhuma 
panc da curva 

-f =.v(f), = (a<i< b) 

seja percorrída mais de nma ve/. 



27. Seja S a área da superffcie gerada qitando a curva 
.v = A(y), y = y(t) (a < t < b) gira em torno do cixo x. Bx- 
pliquo como S pode ser aproximada por 

/i 

S S5 J>[>(^> + v( f t;)l 
k=\ 

* váJf(/*) -Mh-úP + [vfo) - >(f^i)P) 


Usando resuJtados do CáJculo avanqado. pode ser mostra- 
do quc. quando At* —> 0, essa soma convcige a 



f 


2 jtv ( í ) v '[+(()] 2 + [ v '( 01 2 úfí 



28. Soja S a árca da superfície gerada quando a curva 
x = x(t). y = y(0 (cí < t < h) gira em torno do eixo y, Bx- 
pliquc conio 5 pode ser aproximada por 

ii 

S =■■ ^~^(t[.v(A-]) -F .v(4)J 

k=\ 

x s /(.v(4) -xit^ + iyOÚ -y(4_,)] 2 ) 


Usando resultados do Cálculo avanqado, pode ser mostra- 
do que, quando A 4 0, essu soma convergc a 




v f (0i 2 + iy(0i z ^ 
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29-36 Use as Fórmulas (A) e (B) dos Exercícios 27 c 28. 


29* Encorure a área da superifcic gerada quando a curva paratndiri- 
ca .v = / 2 , y-2í (0 < / < 4) oira em rorno«Jo eixo x. 


30* Use um CAS para cncontrar a área da superllíde gerada quando 
a curva paraméirica 


.v = cos”r, y = 5senr (0<f<7r/2) 
gira em Lomo do cixo v. 

31* Eneontre a árca da superfície gerada quando a curva paramétri- 
ca .v = v = 2f (0 < / £ I) gira cm tomo do cixo y. 

32* Encontrc a área da supcrfície gc 3 r ada quando as cqua^oes 
,v = eüs r u y = scn'' / (0 < t < n(2) giram em tot no do eixo y\ 

33* Faxendo gi rár (3 sem ieírcu I o 


x — r cos í, y — r sen t (0 <t < tt) 


em torno do eíxo _v r mostre que a área da superficie de nma 
esfera dc raio ró4nr\ 

34. As equa^oes 


jl = a é - a scn y — a — a cos 0 (0 <0< 2x) 


rcprcscntam o arco dc uma ciclóidc. Mostrc que a área da 
stiperfície gcrada quando essa curva gira em toruo do eixo .v 6 
S — 64 juí/2. [Sugestatr. Use as idenlidades 


sen 


ó I — cos é i , t 

— = -———— c sctr <p = (1 - eos' 0) scn ó , 


para ajudar na imegragáod 

5] 35. Usc um CAS para encontrar a área da superfícic gcrada quando 
a curva paramétrica x = e cos /. y = e 1 sen t (0 <t¿ní2) gira em 
lomo do eixo x , 


3fi, Dedu/a as Fórmiilas (4) c (5) das Fórmulás (A) e (B) dos Exer- 
cfcios 27 c 28 s escolhendo uma parametrixa^áo apiopriada para 
as curvas y = /{ x) c x = g (y). 


^ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7.5 


l. jf f 2 jt/(a')'/I + If'WPdx 2. 3Vl0ír 3. jy2x) (^) ^dx = jj ‘\-4Z xd x; ív'TÓ* 
1. j (2>r)(3y)v / TÓrfj»; 9v'Tüjr 


7.6 VALOR MÉDIO DE UMA FUNQÁO E SUAS APLICAgÓES 


Nesta se("do definimnos a noe.ao de 'vaíor tnédio" de nma funeao e apresentaremos várias 
apíicaqóes dessa idéia , 


M VALOR MÉDIO DE UMA FUNQAO CONTÍNUA 

Em trabaihos cienlíficos, muitas ve/esas infojmaqües numcricas sáo resuinídas calculando- 
sé alguni tipo dc média ou valor médio dos dados obscrvados. Há vários tiptií dc rncdia, po- 
rcny a mnis cosmim é a média aritmética, ibrmada somandt>-sc os dados c dividindo-sc pck> 
ndniero delcs. Assim, a mcdia aritmética d dos n números aa n é 

m 1 l íp 

a — “(r/[ 4* üi 4- * < < + a H ) = “ } a k 

n n k=i 

No caso em quc os a f¿ sáo valores de uma ftmcáo/, digamos 

ü\ - f(x { ) t a, - f(x 2 X f(xj 

emao a média aritmética d desses valores da fun^áo é 

i 


d^-Vf(x k ) 

n “ 




Vatnos mostrar agora como ampliar esse eoneeito de laí forma que possamos caleular 
náo somente a mcdia aritmética de um ntimero finito de valores da funqao, mas também uma 
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Observe que o Teorema do Vator Má- 
dio para Integrais, quando expresso 
na forrtia (2), garante haver pelo me- 
nos um ponto x* em [«■ r'j] no qual o 
vaAor de / é igual ao seu vator mó-dio 
no intorvalo. 


y = m 



ct b 


média dc todos os valores de f(x) quandox varía em um iniervalo t’echado \a, b]- Com esse 
propósiío, lembre-se do Tcorcma do Valor Medio para Integrais (6,6,2), que afirma que, sc / 
lor contínua no intervalo [a t H entao há pclo incnos um pomo x* nesse intervalo, lal que 


A quantidade 



f(x)dx = f(x*)(b-ct) 


f(x*) = 


= — / 

b - a J„ 


f{x)dx 


será nossa eandidata a valor mcdio dc / acima do imcrvalo [a r b\. Para explicar o quc motíva 
isso 5 vamos dividir o intervalo [a, b] em n subímervalos de igual comprímemo 


b - a 

Ax =- 

n 



c, nos sucessivos subtmervaios, vamos escolher pontos arbitráríos x*+ . x *. Entao, a 

média aritmética dos números /(jcf), /(x/) s . * + , /(x*) é 

médta = -[f(xf) + f(x*) + - ■ - + /«)] 
n 

ou s por (I), 

\ \ +L 

média = - [f(x¡)Ax + f(x*)Áx H-+ /( x*)Ax\ = -V f(x¡) Ax 

b — a ’ b — a ^ 


Tomando o limite quando n —? obtetnos 


lim 


X'-z h — a 


n I fb 

Y] fU¡)Ax = -- I f(x)dx 

tí b - “ J* 


Como essa equagao descreve o que aeontece quando ealculamos a média L Aom eada vez 
mais v valores de f(x), somos levados á deíinigao seguinte. 


7.6 A DKHMgiÁO 
definido por 


Sc / for contínua cm | a, b], cntáo o valor médio dc / cm [¿r, h\ é 




f(x) dx 



Se / for náo-negativa em f«, h], a quantidade f' : tem uma interpretacao qeométrica simples, que pode ser 
vista escrevendo (2) como 





f'{x)dx 


Oiadoesquordodossa ©quagáo éaáreado um retángulocom umaaitura/ m 0 comprimontodabas eb-a, 
e o lado díreito é a área sob v=/(a) 0 acima de [«, b\. Assim, f f . é a altura de um retángulo construído sobre 
o intervalo [a. />J, cuja área é a mcsma que aquola sob 0 gráfico de / naqueie iaíGrvafo {Figura 7,6.1). 


Figurp 7.6.1 
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V 

v = \(7 



k¡ 

Fí^ura 7.6,2 


75 



122456789 
Tempo decorrido t (h) 

Figura 1.63 


► Exomplo 1 Encorure o valor médio da fungáo f(x) — fx acima do iniervaio [1,4] e 
obtenha lodos os pontos do iniervalo nos quais o valor dc f 6 igual ao valor médio; 


Solugao 


■ h 


J in — 


b — a 


f(x) dx = 


j /■* _ i 
•—- / fx dx = - 

- 1 /i 3 


2x 


3/2 


n4 


1 

3 


16 


21 

3 


14 


1.6 


Os valores de,v nos quaís f(x) = fx é igual ao valor medío salisfazem fx - 14/9, logo x = 
1 96/81 ?= 2,4 (Figura 7.6.2), < 

■ LEÍ DO RESFRIAMENTO DE NEWTON 


► Exemplo 2 Um copo dc limonada a uma lemperatura dc 40° F é dcixado cm uina sala 
cuja temperatura constante é de 70" F. Usando um princfpiü da Ffsica denominado Lei d& 
Resfriamenio de Newton, pode-sc mostrar quc, se a tcmperatura da limonada atingiros 52° F 
em uma hora, entao sua temperamra T como fungao do tcrnpo decorrído pode ser modelada 
pcla cquagao 

r = 70 ~ 30<r°' 5 ' 

crn que T cstá em graus Fahrcnheit eem horas. () gráfico dcssa cquagüo, mostrado na Fígura 
7.63, confirma nossa cxpcricncia do dia-a-dia de quc a tempcraiura da limonada convcrgc 
gradualrncntc á temperatura da sala. Encontre a tempcratura média 7 m da límonada ao longo 
das primeiras 5 horas. 


Solu^ao Pcla Deliníqáo 7.6.1, o valor niédio de T no intervalo [0, 5] é 




T m = - / (70 - 30<T°- 5 ' ) dt 
'o 

Para calcular essa integral, fazemos a substituiqáo 

u - -0,5 t de modo quc du = -0,5 dt [ou ¿7/ = —2 du | 
Coni essa substituigáo, 

m = 0 se f = 

u - (-0,5 )5 = -2 S 5 se t = 5 
Asstm, podcmos expressar (3) eomo 


m 


= if 

5 /o 


■2.5 


(70 - :W'M-2) du = 


-u 


2.5 


(70 — 3ÜC 11 )díi 


= -Z [70/í - 30e"],3 = -r [(-175 - 30e“ : - 5 ) - (-30)] 
= 58 + ]2<?“ 2 - 5 59° F * 


(5) 


■ REVISAO DEVELOCIDADE MEDIA 

Considere uma partícula em movimento retilíneo. Na Seqáo 3.1 deíinimos a velocidade mc- 
dia da partícula ao longo de um mlervalo de lempo como o seu deslocamenlo no intervalode 
tempo dividido pelo tempo dccorrido, Assirn, se a partícula tem ftingáo posigáo s(f), entáo sua 
vcíocídadc mcdiu v m ao longo do inlcrvalo dc tempo [7 UJ /,] é 

í(6) “ J(ío) 

— 1 


Ü ~ 'O 
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Contudo, o deslocamenlo s(f t ) - s(Q é a iniegrál da veioeídade uo longo do intemlo [r (l) r,] 
[Fórmula (3) da Seqáo 6.7], Assim, podcnios expressar v m conio 

I f r ' 

= / v(t)dt (4) 

U — to Jt tí 

que, pela Deíini^áo 7.6, 1 , é 0 valor médio da fungao veloeídade no iniervalo de tentpo [r l|V rj. 
Assim, mostramos quc: 


O vaíor rnédio da fimgdo velocidade de imut partícula em movimento retiímeo em um 
intervaío de tempo é igttal á sua veíocidade média ao longo daquele íntervalo; oti seja, 
o vaíor médio da funqáo velocidade é iguaf ao deslocamento da partfada dividido pelo 
tempo decorrido. 


O resüEtado do ExempEo 3 potfe ser 
generalizado para mostrar que a ve- 
tocidade média de üina partícuEa em 
movimento uniformemente aceíera- 
do ao longo do um rntervato do tem- 
po [a, /;] é a velocidade no instante 
/ - tü + b}í2. (Ver Exercfcio 20.) 


Como as fungdes velocidade costumam ser contímias, segue da observaqáo á margem 
da Definigáo 7.6.1 que a velocídade média de uma particula ao longode um inicrvalo de tem- 
po é igual á sua velocidade em alguni insiante de tempo daqtiele intervalo. 


► Exempio 3 Mostre que t sc um corpo largado do repouso (vclocidadc ínicial nula) esta 
cm movimcnto dc queda livre, entáo sua vclocidade média no íntcrvalo de lcmpo [0, T] de sua 
qucda é sua veloddade no mstantc t—Tf 2. 


S&higao Scguc da Fórmuia (16) da Segáo 6.7 com vq — 0 quc a fun^áo velocidade do cor- 
po é v(t) = —gt- Assim t sua velocidade média no intervalo de lempo [0 t T} é 


v 


m 


-M 

4Í^ 


v( t)dt 



ÉXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7.6 (Verpágina 481 para respostas.) 


1* A média arimiétíca clos u números o\,ai,, a n é_, 3, Se /for contfnua em [rc í>], cmáo o Teorema__ para 

Integrais garantc qne, cm pdo nu.no s um ponto x* de [rí. 

2. Se/for contínua em [a, b] t cntiio o valor médio cie/em [a, b] f(¿*) ¿ ÜO vúlor médio de/em | n. b). 

* 

4. Ü vaíor inédio de/(u) = 4.F em [ 1,3] é _ , 


EXERCICíOS 7*6 \c\ CAS 


J, (a) Bncontre / ni de f(x) = 2v em [0, 4]. 

(b) Encontre um ponto x* cm [0. 4] ial quo f(x*) = / n , 

(c) Esboce o grafico de f(x) = 2x cm [0,4J e construa uni rc- 
tSngulo acima do intervalo, cujá úrea scja igual á área abai- 
xo do grálico de / naqucle intervalo. 


2. (a) Encontre / m de /(,?) = x * 2 * 4 eni [0. 2], 

(b) Encontre uni ponto x* em |Ü, 2| tal que f{x*} = /„., 

(c) Esbocc o grátíco dc f(x) = ,v'‘ cm [0,2] e construa um retan- 
gulo acima do intervalo, cuja áiea scja igual á área abatxo 
do gráíico de / naquele itucrvalo. 
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3-14 Encom re o vaior médio da fungao no ínicrvalo dado. 


3. f(x) ~ 3 a - [ 1 . 3 | 4. f(x) = [-1, 8 ¡ 

5, /(.v) = sen.v; [0, ,t| 6, f(x) = sec.vig.v; Í0, .t/3) 

7. /íj) - I/.v; [I, c] S. f(x) - e*; [- 1 . In 5| 

9. f(x) = —~x II, V3] 

[ &JC £ 

'«■ [-í-o] 

"■ /u) ■ sró ? 1 ia 21 

12. /(jt) = sec 5 jta-; [— j, ¿] 

13. /(jr) =e~**l |0. 4J 


14- f(x) = 



I +e 


6.v 



ENFOCANDO CONCEITOS 


15. Seja/U') = 

(a) Enconlre a média at’iEmdiica dos valores 7(0,4), /(0,8). 

(b) Enconire a média aritmélica dos valores f{ 0, i),/(0,2), 

fi0,3),...,j{2,0). 

(c) Encontre o valor médio de/em [0. 2]. 

(d) Explique por que a resposta cm (c) é mcnor do que as 
rcspostas cm (a) e (b). 

I<5. Seja f(x) = I l J. 

(a) Encontre a média aritmética dos valores /(^), 
/(]}./ (§)./(?)« /(2)- 

(b) Enco n Erc a médi a arítm ét i ca dos valores fi 1,1), fi 1,2), 
fii3),...,fiZ). 

(c) Eucontrc o valor métlio de/em [ L 2J, 

(d) Explique por que a resposta cm (e) ú maior do que as 
rcspostas em (a) e (b). 

17* Em cada parte. é dada a cur\'a velocidade vt rsus tempo de 

uma panícula em movimcnto retiimeo. Use a curva para 

eneoiHrar a veloeidade média da partfeula ao lortgo do En- 

tervalo de tempo 0 < / < 3. 


UÚ (b) 



18* Suponba qnc uma partfcula em movimento rdiiíneo parta do 
repouso e tenha uma veloeidadc média de 2 m/s ao Jongo do 
intei valo de tempo 0 < t < 5* Esboce uma curva veioeidade 


versus lempo para a paiíícula. supondo que a partfeula tam- 
b¿En estáem repouso no instante / - 5. Explique por que sua 
curva satisl'a?. as proprícdades solieítadas. 

19, Seja / uma lungao litiear. Use o gráñco de / para explicar 
por quco valor médio de/cni |¿/. í/| é 



20. Suponha que uma partfcula move-se ao long.o de uma reta 
coordenada com acdcracao constantc. Mostre quc a vcloci- 
dadc ntedia da partícula ao longo do intervalo [a. b] c igual 
á veloeidade quo ela tem no ponto médio do intervalo. 


21, (a) S u ponha quc a fung ao veloe i dadc dc u tn a partíc u I a movc ti - 
do-sc ao longo dc um cixo cootdcnado seja u(/) - + 2. 

Encontrc a vdocidade média da partfcula no intervalo de 
tempo 1 < / < 4 por integragáo. 

(b) Suponlia quc a fungáo posigao dc uma partíeuia moycn- 
do-sc ao tongo dc um cixo coordcnado scja 5(0 = 6 f + /. 
Encontre a veloddade média da partícula no íntervalo de 
tcmpo I < i < 4 algebricamente. 


22, (a) Suponha que a fungao aceloragao de uma partícnla mo- 
vcndo-se ao longo de um cixo coondcnado seja a(j) - í + L 
Enconlre a aceleragáo médía da partícula no imervalo de 
lempo 0 < i < 5 por integragáo. 


(b) Sii|H>nba qne a fungáo vdocidadc de uma partícula moven- 
do-sc ao longo dc um cixo coordcnado scja v(t) = cos t. 
Encontrc a acdcragáo mcdia da partícula no intcrvaíode 
tcmpo 0 < t < ,t/4 algebricamente. 


23* A água está lluindo a uma tuxa consiante de i péVmin pura 
encher um mnquc cílindríco com 3 pés de raio c 5 pcs dc alm- 
ra. Supondo quc o tanquc estcja vazio inicialmemc* faca uma 
conjectura sobre o peso mcdío da água nelc no iutervalo de 
tempo uecessário para endtS-lo, e verillque-a por ititegragáo. 
fConsidere a densídade especifica da água como sendo de 62,4 
líbras por pc cúbico.j 


24, (a) A tcmpcraiura dc uma barra dc mctal com 10 mctros dc 

comprí mento é de 15 C C em uma ponía e 30°C na outra, 
Supondo que a tcmperatura aumenta bnearmente do ex- 
trcmo mais Irio para o Eiiais qucjuc, qual é a tcmperatura 
mcdia da barra? 

(b) Explique par que dcve haver um ponto na barra em que a 
leinperaiLErLi á ígual á média; encontre-o, 

25, Uma cngenheira tle tráfego monítora o iráEisito durante uma 
liora do horáiio dc pico da iardc, A partirde scus dados, cla cstí- 
ma qtic. cntrc as 4 horas c 30 minutos e as 5 horas e 30 minutos 
da tarde, a taxa R(t) seguudo a qual os carros entram em uma 
certa viacxpressa é dada pda iórmula R(t) = I00( 1 - 0,000If) 
earros por mtnulo, ondc / é o teinpo (em minutos) desdc as 4 bo- 
ras c 30 ininutos. Encontre li laxa médla. ein carros por minuto, 
segundo a qua! os carros entram na via expressa entre as 4 horas 
e 30 minutos e as 5 horas da tarde. 

26, Suponha que o valor em dólares de um íate com / ueíos de uso 
seja V(t) = 275.000^'Qual é o valor médio do iate ao longo 
de scus prímciros 10 anos dc uso? 
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27, út) A tabela abaixo niostra a fragáo tla Ltia (como vista da Ter- 
ra) qviecslá íluminada pelo Sol á meía-iiüitc (no homrio de 
Nova York) dunrnte a primcira semana de 2005. Enconli e 
a fm^ao mcdia <la Lua que está iluminada durante e.ssa pri- 
meira semana dc 2005. 

Fonie: Dados do Dí.'paitumento de Antmnuniiu Aplicíidü dü Observ;(- 
tóno Núvúl dOS F.UA. 

(b) A fungao f(x ) = 0,5 4- 0,5 sen(0,213A’ 4-2,481) mode- 
la osdados para a ilumiriagao da Lua dtirantc os prímciros 
60 dias de 2005. Encontre o valor mddiodessa íuncao ilu- 
minuQao ao lortgo do intemlo [0+ 7|. 


l>IA 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

H.UMÍNACÁO 

0,74 

0.65 

0,56 

0,45 

0,35 

0,25 

0,16 


Tiih^la Ex-27 


28, A íunoao J (l deiinida por 


Jq(.x) = “ / cos(a sen f) í/r 


dal descrita por uma equagSo da forma 

V=V p sen(2 ttJI) 

(ver liLtura abaixo). Nessa equa^ao, V e opico de voítagem 
ou amplitnde da corrente, / é a freqiiéncia e 1// é 0 permdo. 
As voltageus V e V/ sao medidas em volts (V) s o tempo é me- 
dido em segundos (s) e a freqüéncia ú medida em hertz (Hz) 
ou, as vezcs. em ciclos por segundo. (Um cicío c o icrmo 
clclrico para um período.) Os voltímetros de corrcntc alter- 
uada mcdeili 0 que é chamado rms ou raiz média quadrada 
do valor de V. Por dcíiní^áo, isso 6 a raiz qtiadrada do valor 
mddio de V L sobrc um pcrfodo. 

(a) Mosireque 



[Sugestdo: Caicuie a média sobrc o ciclo dc t = 0 a / = 1//.. 
c use a ídcntidade scn 2 0- /(1 - eos 20) para ajudar a cal- 
culara iníegral.] 

(b) Nos Estados Unidos, o foruecimento deenergia elétrtca é 
feito com iima voltagem rms dc 120 V, a uma freqüéncía 
dc 60 Hz. Qual ó o pico dc voltagem dcssc fornccimento? 


ó chamada de funqao de líesset de ordem zero. 

(a) Encontre uina funcao/e um imervalo br b] para o quat 
/,(1) seja o valor médio de/sobre [¿j s /;]. 

(b) Dé u m a es tí mat i va para Jf 1). 

(c) Use um CAS para tragar o gráfico dc y = J r /v) no intervalo 
0 á x <8. 

(d) Dc unia cstimatíva para o mcnor zcro positivo dc J ir 

2% Knconire um valor positivo cfe k para o qual o valor médio de 
f(x) = yTv acima do intervalo [0, A r ] seja 6. 

30. Enconire um valor posítívo de k para o qual o valor médio de 
/?a) = I /(k 1 + x 2 ) aciina do íntervalo [-k, A] scja n. 

31. A clctricidadc c forncdda para as casas na forma dc corrente 
aiteritada, signilicando quc a voltagent tcm uma forma scnoi- 



V=V t ^n(2nft) 


Figura Ex-3t 


32. Suponha quc um tutnor crcsga a uma taxa dc r(t) = kt gramas 
por semana, pam alguma constante positiva k. ondc / iudtca o 
liúmero de semanas desde que ele surgiu. Quando, dumnte as 
seEiianas 27 a 52. o peso do tumor é ígiiat ao peso médio durari- 
te essas 26 scmanas? 


%f RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7.6 


1, 



2. 



/(-0 dx 


3, Valor Médio 4, 40 


7.7 TRABALHO 


Nesta sef¿üo itsaremos as ferramentas de integntyao desenvolvidas no eapituio precedente 
para estudar aíguns dos pnneípios básicos do “trabalho”, um dos conceitos fundamentais 
da Fmea e da Engenharia. 


■ O PAPEL DOTRABALHO IMA FÍSICA E NA ENGENHARIA 

Nesia segao estarcmos ínteressados em dois eonceitos relacionados, tmbalho c energia. Para 
pói essas idéias em uin cenário familiar: quandoempunarnos uni carro atolado por uma Cetta 
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dístüneia, esiumos reaEí/undo iríihytho; e 0 efeilO désse trahalho é fa/ér o earro se movimen- 
tar. A cncrgia do niovimento causada pclo trabalho c a energia atwttcct do carro, A rclacao 
exata entre tmbulho c euer^ia cinétiea é governada por um princípio da Físiea, a relagao 
energia-trabcdho. No que scguc, Loearcmos ncs.su idéía 5 mas um csíudo detalhudo da rclueuo 
entre tmbalho c energía será dcixado para os cur.sos dc Ffsica e dc Engenharia. Nossa rnctu 
principal aqui scrií expliear o papel da intcgrugáo no estudo do li'abalho. 


■ TRABALHO FEITO POR UMA FORpA CÜNSTANTE APLICADA NA DIREQÁO 
E NO SENTIDO DO MOVIMENTO 


Quando um carro alolado é empuirado, a veloctdade atingida por cle depende da l'orga F com 
a qual é empurmdo c da distáncia d, durame a qual u for^a é aplicada (Figura 7,7.1). Assím, 
forca e distáneia sáo os ingredientes do trabalho na dclinieáo scguinte. 


7.7.1 DKtiNicÁo Sc ttma forqa constante de magnitudc F for aplícada na dirceáo c no 
senlído do movimento dc urn ohjelo, e se esse objeto sc movc por uma disíáncia d, enláo 
definimos o trabalho W realizado pela forga sobre o objeto eomo sendo 

W=Fd (1) 



Figura 7.7.1 



■'.v ,r -m- 


Se empüiiarmos um objeto que náo 
so move (p. ex.. uma pareda de tijo- 
los), podemos íicar cansados, mas 
náo realizamos Irabaltlo. Por qué? 


Unidades comuns de tnedida de forca sao newtons (N) no sistetna MKS (nietro, quüo 
e segundo), dina (din) no sísteina CGS (eentímeiro, grama e segundo) e libras (Ib) no sis- 
tema BrUáníco dc Engenharia (BE), Um newton é a forga necessária para dar a uma massa 
dc 1 kg uma accleragáo de 1 m/s"; um dinu c a forga neccssária para dar a uma massa de 1 g 
uma aceleragáo de I crn/s ; e uma libra de foiga é a i'oi^a necessária para dar a uma rnassa 
dc 1 libra (Ib) uinu accleragáo de 32 pés/s'. 

Tcm-se, a partir da Dctinigao 7.7.1, que o trabalho tcm unidadcs de for^a ve/cs dis- 
tancia. As unldades mais comuns de trabnlho sáo o newlon-metro (N m), o dina-ccnlíme- 


tro (din ■ cm) c o pé-libra (pé ■ Ib). Conforme indicado na Tabela 7.7.1, I newton-mctro c 
também chamado de I jouíe(i)e I dina-centimetro, I erg. Já l pé-übra equivaíe aproxi- 
madamcnte a 1,36 J . 


TabeLi, 7.7.1 

SI.STr.MA 

i-ORCA X 

IHSTÁNCTA = 

TRAEÍA3..IIO 

MKS 

CGS 

BE 

nevvion (N) 
dina (din) 
libra (Ib) 

metrc (m) 
centímetro (cm) 
pc (ft) 

jonle (J) 
erg 

pédibra (pé - Ib) 

Ly\TOHhS 1)1; CONVHíSÁO 

1 n = 10" tlin - 0,22S Ib 
] J - lü 7 org ~ 0.738 pé ib 

l Ib - 4,45 N 

1 pé ■ Ib - 1,36 J- 

1,36 x IQ 7 crg 


► Exemplo 1 Um objcto move-se 5 pés ao longo de uma rcta, enquanto sujeito a uma 
l’or^a constame de 100 Ib, no scntido de seu inovimento. O trabalho reali/ado é 

\y = F~d= 100-5 =500pes * Ib 
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Vejgilfliftill¡r Cbampion 



V'js.ili Aloxeev quebrandü o recorde. de 
líívañtamemo dc peso, com ?f >2 IL>. na 
Oliinpíada de 1916, 


Posigao natural 
/ 



íb) 


Forga deve ser exercida 
para mover o bíocc 



w 

Fií;iir;i 7.7.2 


Um objeto move-se 25 m ao longo de uma reta, enquamo sujeiío u uma rorga consiante de 
4 N, no scntido de seu movímento. O trabalho realizado c 

W= F' d= 4 * 25 = 100 N ■ m = 1001 < 


► Exemplo 2 Na Oíimpíada de 1976, Vasili Alexcev espantou o mundo levantando 562 Ib 
a eerea de 2 m desde o chao ate acima cíe sua cabega, quebrando ujn reeorde. Igualmente 
espantoso foi o feiío de Paul Andersotn que, cm 1957, de hruqos no chao, e usando as costas, 
levantou 6.270 Sb de chumbo e de pegas de automóvel por uma aitura de 1 cm, Quem realizou 
maís trabalho? 

Sotu^ao Para Icvantar um objcto, e neccssário aplicar uma for?a suticiente para venccr a 
forga gravitacional exercida pela Tena. A forca quc a Terra exercc no objeto é o seu pcso; 
dessa fornia, Alexeev aplieou uma forga dc 562 Ib por tima distancia dc 2 m, cnquanto Andcr- 
son aplicou uma forga de 6,270 Ib por uma distüncia de l cm, Como libras sao unídades do 
sistema BE, mctros sao unidades do MKS e ccntímetros sao unidadcs do CGS, precisamos 
dccidir cm qual sistcma vamos trabalhar. Vamos usar o sisicma MKS c, portanto, cxprcssar 
em jouI.es o trabalho dos dois homens. Usando a Tahcla 7.7.1, obtercmos 

562 Ib fe 562 lh X 4,45 N/lb ~ 2500 N 
6270 Ib pe 6270 Vb x 4,45 N/Ih ss. 27,900 N 

Usando esses valores e o fato de que \ em - 0.01 m, obtemos 

trahalho de Alexeev = (2500 N) x (2 m) w 5000 J 
irabalho de Anderson = (27,900 N) x (0,01 rn) 279 J 

Logo, muitocmbora o lcvantanicntodc Andcrson Lcnha cxigido uma cnormc l’orga paracima, 
ela íbi aplicada por tño pouca distüncia quc Alexeev rcali/ou mais trabalho. M 


■ TRABALHO FEITO POR UMA FOR?A VARIAVEL APLICADA NA DIREQAO E 
NO SENTIDÜ DO MOVIMENTO 

Muitos problcmas importantcs tratam dc cnconlrur o tiabalho rcali/.ado por unia forga variá- 
vcl aplicada na dircgao e no scntído do movimento* Por cxcmplo, a Figura 13:2a tnostra uma 
mola eni scu csiado natural (ncm comprimida, ncm csticada). Sc quiscrmos puxar o bloco ho- 
ri/ontalmenic (Fígura 7.7.26), entño lcrcmos dc aplicar uma forqacada ve/. maíorpara vcnccr 
a lorga crescente da mola esiicada. Assini, nosso próximo objetivo c deíinir o que eniendeitios 
p<jr trabalho rcali/.ado por uma fbrga variavcl c cncontrar uma Ibrmula para calculá-lo, Isso 
irá requerer Cáleulo. 


7*7*2 fkoiiuüia Suponha quc um objcto sc mova no scntido posítivo, ao longo de um 
eixo coordenado, sujeitoa uma lorga variável F(x) que ó aplicada no scntídodo movimcn- 
to. Dcíina o quc entendcrnos por trabaiho W realizado pcla forca sobrc o objeto, quando 
este se move de .v - a até jc = b, e encontre uma fórmula para calculádo. 


A idéia básica para resolver esse probíema é divklir o intervalo [a t b) em subíntervalos suli- 
cieniememe pequcnos para que a forga nao varie muito em cada intervalo. Isso nos pertnitirá 
tratar a forca cotno constante cm cada intervalo c, em cada um delcs, aproximar o trabalho 
usaudo a Fórmula (1), Soinaudo as aproximaqócs do irabalho nos subintervalos, ircnios obtcr 
uma sorna de Riemann, que aproxima o trabalho W em todo intervalo; tomando o limite das 
somas dc Riemann ircmos obtcr uma iiucgral para W. 
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Para impIemenLar es^a idéia, vamos dividir o iatervalo \a, b\ em n subinlervalos, inse- 
rindo os pontos x lt x^ entre a =x t) c b=x„* Podemos uspr a Fórmula (1) para aproxímar 
O trabálho W¡. reaii/acio Iio A-ésimo subintervalo, eseoíhendo um ponto qualquer jt j £ nessc 
iiUervalo e considerando a forqa como tendo um valorconslunte F(x¿) cm igtlo o íntervalo. 
Uma vez que a cxtcnsao do A-ésimo subintcrvalo é x, - x , - Ax^ obtemos a aproxímaqao 

W k * F(xt)A x k 


Somando essas aproximaqóes, obtemos a seguinte soma de Riemann, que aproxima o írabu- 
Iho W rcalizado cm todo o íntervalo: 


fr= I 

Tomando o limite quartdo n crescc c as extensóes dos subintervalos tendem a zero, obtemos 
a integral dcíi nidíi 



JT 


I i in 

ntajt ñ.tv ■ 


x 

k =1 


)&X k 



F(x)dx 


Ein suma, temos o seguime resultado: 


7*7*3 DKFiMqÁn Suponha que um objcto se mova no senlido posilivo ao longo de um 
eixo coordenado pelo intervalo [ a , b\, enquanLo sujeito a uma forqa variável F(x) quc c 
aplícada no semido do movimento. Entáo, deíinimos o trabatbo W realizado pela forga 
sohre o objeto por 

( 2 ) 



A Íei de Haake [Roben Hooke (1635-1703), ITsico íngíSsj aíirma que, sob condigdes 
apropriadas, uma mola esiicada x unidades além de seu eomprimento naniral puxa de volta 
com uma forqa 

F(x) = kx 

onde k é uma conslanle (ehamada dc constante da moia ou rigidez da mola), 0 valor de k de- 
pcndc dc fatorcs tais conio a cspcssura da mola e o matcrial usado em sua composicáo. Como 
k = F(x) lx t a constante k lem unitlatics de Iorca por unidade de comprimento. 


► Exemplo 3 Uma niola exerce uma íbrqa de 5 N quando esticada I m alcm de seu eom- 
primemo nalmal. 


(a) Eneontre a constante k da mola. 


(b) Quanto trabalho é nccessário para csñear a mola 1,8 m além de seu comprimcnto natuml? 


Sohudo (a) A partir da lei dc Hookc* 


F(x) = kx 

A partír dos dados t F(x) = 5 M quando x — 1 m, logo 5 = k * L Assím, a constantc da mola 
é k = 5 ncwtons por metro (N/m). Isso signiíka que a lorQa F(x) necessária para estiear a 
mola em x metros é 


F(x) = 5x 


( 3 ) 
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Posigao natural 


1 da mola 

w- 

• 

, ; 


0 



Figura 7,7,3 


Solugáo (b) Coloqucmos a mola ao longo dc nm cixo coorclenado, conforme a Figura 
7.7,3. Qucremos encontrar o trabalho W necessário para esliear a inola pelo intervalo t3e x = 0 
a x = 1,8. A partir dc (2) e (3), o trabalho necessário e 


W = 


ft? rL,¡5 

/ F(x)dx= 5; 

Ja Jú 


X (I.X = 


- 2 tI,8 


= 8,1 i 4 


ü 


"~?TSOO milhas 

•-T'l •'r - \ 

\ 



Figura 7.7*4 


► Exennplo4 O peso de um astronauta (ou 3 mais preeisamente, seu peso terrestre) é a 

■H 

torga cxcrcida sobre ele pela gravidade íla Tcrra. A medida que o astronauta se move para 
eirna rao espaqo, a atra^áo giavitaeional da Teua deeresee c, porlanto, o mesmo aeoniccc com 
seu peso. h cmos mostrat; mais adiante, que, se supusermos que a Terrae umaestcmcom um 
raio de 4.000 milhas (ecrca de 6.400 km), cntao, um astronauta que pcsa 150 libras (cercadc 
68 kg) naTerra tcrá mn peso dc 

, 2.400.000.000 „ 

w(x I =-r-- 3b, a > 4000 

.c 

a uma distáneia de jc mdhas do eenlro da Terra. Use essa f’órmula para delerminai o trahaiho 
em pés-líbras necessário para elcvar o astronauta a um ponto que está a 800 milhas acima da 
superiTcie da Tcrra (Fígura 7.7.4), 

Soiupao Como a Tcrra tem um raío dc 4.000 milhas, o astronama scrá clcvado para um 
ponto a 4,800 milhas do centro da Tcrra. Assinq a partír dc (2), e lembrando que I milha = 
5.280 pés, o trabalho neeessário para elevá-lo e 

p m ‘ 2.400.000.000 

74f 


W = 


r 4ÍW 


A- 3 


dx 


2 ♦400,000,000 


-r4S0Ü 


J400Ü 


= “500.000 + 6ÜÜ.CKX) 

= 100.000 milhas-Ubras 
= (100.000 milhasdh) x (5.280 pcs/milhas) 

= 5,28 x 10 fi pés4b < 


■ CALCULANDOTRABALHO A PARTIR DE PRINCIPIOS BASICOS 

Alguns problemas náo podem ser rcsolvídos pela substiiuigáo meeánica de dados em fórinu- 
las, sendo preciso recorrer a princípios básicos para obtcr as soluqóes. Isso está ilttstrado no 
excmplo a seguir. 


► Exemplo 5 Um tanque dc água cónico tem um raio de 10 pés c altura de 30 pes, cstan- 
do eheio até uma profundidade dc 15 pés (Figtira U.5a)„ Qual é o trabaího nccessárío para 
bombear para Ibra toda a água atraves dc um oriltcto no lopo do tanquc? 


Solagdo Nossa estratégia scrá dividir a água em camadas fmas, aproximar o trabalho ne- 
cessário para movcr cada camada até o topü do tanque, somar as aproxima^Óes das camadas 
para obtcr uma soma dc Ricmann quc aproxíme o trabalho total e emáo tomar o limitc das 
somas de Riemann para obter uma integrai do trabalbo total. 

Para mipleinentar essa idcia, introduzimos um dxo x, como mostra a Figura 1.7,5a, c 
dividimos a água cm n camadas, denotando a espessura da ¿-ésima cainada por . Essa 
divisáo induz uma pailígao do intervalo [15, 30] em n subintcrvalos. Embora as superfícics 
superior e inlerior da /:~ésima camada estejam a distfuieias diferentes do topo, essa diferenga 
será pcqucna sc a camada for tina, c c razoávcl supor quc a camada intcira cstcja conccntrada 
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em um único ponlo (Figura I J.Sa). Assim t o trabalho W k nccessárío para mover a ír-ésima 

camada atc o topo do tanquc c, aproximadamente, 

W k fta F k 4 ( 4 ) 

ondc F¡ c a t’orya necessária para elcvar a A-dsima camada. Mas a for^a requcrida para elevar a 
¿-ésíma camada c a lorga necessária para vencer a gravídade, e essa é a mcsma que o peso da 
camada. Se a camada for niuito Éina h podemos aproximar o volume da A-csinia earnada pelo 
volume de um cilindro de aluira e raio r i: , onde (por semelhanga de triangulos) 

10 I 

_ “ 5 


tk 


x* 

Á k 


30 


ou, equivakntemente, r k = x//3 (Figura 1.1.5b). Portanio, o volume da Z-ésima camada de 
água é, aproximadamente. 


mÍAxt - xíxt/dfAxs, = -(xf.fAxc 


Como a dcnsidadc de peso da água é h2A lb/pé \ seguc que 


F t 


k ^ 


62 Ax 


( 4 ) 


Assim, por (4) 


Wi ** 




62,4rr * 2 \ * 62,4,7 , 

■(.*{) A xt \ x¡ = , (x¡ y Axt 


9 


e, porianto, o trabalho W requcrido para movcr todas as n eamadas tem a aproximasao 

A „ A 62 , 4 tt . , . 

W = £ ^ £ — 5 — 0 í> 3 Ajr* 

Á-=rl k= 1 

Para encontrar o valore exato do trabalho, tomamos o limite quando A.vj —* 0. Isso tonieee 


W = lim V 

tnaJí á.vjt 0 ¿ ^ 

Á — ] 


S 2 A!,,, = £ 


62 , 4 tt / x 4 




= 1.316.250^ w 4.135.000 pés-lb < 


15 





■ A RELAQÁO ENERGIA-TRABALHO 

Quando vemos um objeto em movimento, podemos ler eeile/a de que foí reali/ado alguni 
trabalho para criar essc movimento. Por exemplo, quando íarganios uma pedra de um prédio, 
a pedra ganha veiocidade escaíar porque a forqa da gravidade terrestre realiza trahalho sobre 
ela; quando um jogador de hóquei no gelo golpeia o disco com seu hasláo, o trahuiho reaíízado 
no disco duranie o breve Insiame de tempo em que esiá ern contato com o bastáo cria a enorme 
velocidade escalar do disco deslizando sobre o geío. 
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Contuck), u experiénciu moslra que a velocidade escaiar obtida por um objeto depende nao so 
da quantídade dc trabalho rcaliíada, mas tambéni da massa do objcto. Por cxcinplo, o traba- 
Iho neces&árío para Iangar unia bola dc beisebol de 150 gramas a 80 km/h aceleraria uma bola 
de boüche dc 5 kg a menos dc 14 km/h. 

Usando o métododasubstltuigaopara intcgrais definídas, ohlcremos uma cquacao sím- 
ples que rclaciona o Erabalho rcali/ado sobre um objeio com a velocidado e a massa do mes- 
mo. Alem dtsso T essa equagao nos permitirá motivar uma definícao apropiiada da "energia do 
movimento” de urn objelo. Como na Defmigáo 7.7.3, vamos supor que um objeto move-se no 
semido positivo ao longo de uma rcta coordenada no imervalo [a, b) enquanto sujcito a uma 
forca F(x) aplicada na diregáo do movimenlo. Scjam x — x(t), v — v(r) = .v'(0 c t/(f ) a 
posigáo, a velocidade c aacclcragáo do objeto no instante dc tempof, respectivamente, Segue 
da Scgunda Lci dc Newton do Movímcnto quc 

F(jt(/)) = r)iv(t) 

onde m é a massa do objeto. Suponha que 

x(t 0 )-íi C A'(/| } — 

com 

v(t$) = v¡ e v(t t ) = Vf 

sendo as vclocidades inicial e final doobjeto, respcctivameníe, Bntáo 


W 


=í 

Ja 


Fix) dx 


Jxifñ) 


F(x)dx 


= j ' F(x(t))x\l)dt 

Jti) 

rh r-'i 

= / mv r (t)v(t)dt = I mv(t)v f (t)dt 
J tá J ír> 


Pelo l’eorema ñ.S. I com.\ — .x{i), d\ = .V(i)¿íi 


-í 

-L 


u(/i) 


m u d v 


v / 


Peto Teorema 6.8.1 coni l¡ = v(t), tiv = u\t)dT 


mvdv — Jwir 


V) \ ■> ] ? 

= f mvj - 2 mu- 


Vcmos, a partir da cquagáo 


W = \mv 2 f — jtnv 


(5) 


que o trahalho realízado no objcto é igual á variagáo na quantídade ~mv 2 de scu valor inicial para 
o valor final. Di/emos que a Equagáo (5) exprcssa a rela^tw energia-trahatho. Sc dcíínirmos a 
“energia do moviniento" ou 5 mats precisamente, a energla dnética de nosso ohjetocomo sendo 


K = dnv 1 


( 6 ) 


eritáo a Equagao (5) nos diz quc o trahalho realizado ern um objeto e igual á varia^ao da energta 
cinétíca do objeto. Falando informalmeme, podemos dizer que o trabalho reali/ado em um ohjeto 
é "Iransformado” em energia dnélica do niesmo. As unidades de energia cinética sao as mesmas 
unidades do trabalho. Por exemplo, no sislema MKS, aenergía cinédca é medklaem joules (J). 


► ExempSo 6 Uma sonda ospacial com massa m - 5,00 x 10 kg viaja no espago exteríoú 
sujeila somente á forga de seu próprio mecanismo. Cojnegando pek> instante em que sua ve- 
locidade é v = 1,10 x ] 0 r in/s, o mecanismo é acionado continuameme por uma distáncia de 
2,50 x 10 fK m, com uma forya constante de 4,00 x 10* N na diregáo e sentido do movimemo. 
Qual é a velocidade final da sonda? 


SohufGo Como a forga ap 1 icada peío mccanismoc constantc c na dirccáo c scnlido do mo- 
vimento, o Lrabalho W realizado pek> mecanismoda sonda é 


IV = torgax d¡ sianom = (4,00x 10')x(2,50 x 10"m) = 1,00x lü l2 J 
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A pai'lir de ( 5 ), a ertergía dnéliea linal Kf = da &onda pode üer expressa em lerinos 
do trabalho W e da energia cinetiea iniciaí K¡ = \mv¡, como sendo 

K f = W H- 


Assíeti, eonheeidas a massa e a velocidade inieial, tenios que 

K f = (L00 x 10 [ “ J) + ^(5.00 x \& kg)(l,10 x I0 4 m/s) a = 4 t 025 x 10 12 J 
A energia cinéiiea fma! é K } = logo, a velocidade linal da sonda é 


v f = 


2K f /2(4,025 x 10 12 ) 

V ” " V 5 00 x I0 4 


^ 1.27 x 10 4 m/s ^ 


EXERCÍCIOS DE COWIPREENSAO 7.7 (Vferpáp/na resposfas) 


1* Se imm forqa constante de 5 Ih mover um objeto por 10 pés, entao 
o traballio realizado por ela no objeto será de_. 

2* Uin newton-metro é também chamado de_. Um 

dina-centímetro é tambcmchamadode _ .... . 

X Suponha que um objeto move-se no sentido positivo ao longo 
de tirrt eixo coordenado sobre 0 iiuervalo [¿ 1 , b]. O trabalho rea- 


lízado 110 ohjeto por uma forqa variável /i.v) aplícada eio senti- 
do do movimcnto 6 W =___. 

4, Uma forca de F(x) = 10 - 2x N r aplicada no scntido a positivo 
mcvc um objeto por 3 m de,v- 2 ímcx = 5. U trahalho realizado 
pela forga no objeio é_. 


EXERCÍCIOS 7.7 


I.. R neon 1 re 0 1raba í ho neaI i /ado q ua ndo 

(a) Lima forqa constante dc 30 lb, no sentido posíitvo do eixo r, 
move um objeto dc v = -2 a x - 5 pés. 

(b) uma forga variável F(x) = Mx 2 !b. no sentido posidvo do 
eixo .v, move um objeto de x = 1 a x = 6 pés. 

2. Uin a forga va riáve I F(x) , no sen t i do pos i 1 i vo do e i x o .v, te n 1 se li 
grálleo mostrado abaixo. Eneomre 0 irabalbo i'eati/ado por da 
sobrc uma partícula quc sc move de x = 0 a x ~ 5. 


de x = a ato ,v = h, Reíacionc 0 trabalho reahzado pela fonga 
sobre 0 ohjeio com o vaior médio de F sobre [o. //] e ihislre 
essa relagáo graficameme, 

5. Em qual eireunsifmeia reali/amos mais trabalho; levan- 
lando mna xíeara de café da mesa :uc a boca ou scgu- 
rando um livro de CálcuJo á aJtura dos ombros durantc 5 
minutos? Expliquc. 
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1 2 3 4 5 

Posigáo x (m) 


Figura Fx-2 


ENFOCANDO CONC0TOS 


3. Para a forga variável F(x) do Exercicio 2, considere a dis- 
táncia d para a qtial o trabalho realizado pda forga sobrc a 
paitfcula quando csta se move dc x = 0 atc .v - d c a rnetadc 
do trabalho realizado quando a partícuia sc ntove de ,v = 0 
alé x— 5. Examinando o gráfieo de F, deeida scd é maior ou 
menor do quc 2.5. Expliqtic seti raciocfnio e cntáo obtenha 
o valor cxato dc d. 

4, Suponha que uma forqa variávd F(x) seja apiicada no semi- 
do posiiivo cío eixo ,v, de tal forma que um ohjeto é movido 


6, Uma forga constante de 40 N no semido positivo do eí\o ,v é 
aplieada a uma parlfeuia cuja curva veloeidade versns lcmpo 
está dada na figura abaixo. Encomre o trahalho feito pda i'orga 
sobre a panictila no intervalo de tempo de 1 = 0 até t = 15, 


■s 

o. 


03 

■D 

(O 

TD 

"o 

o 

03 



2 
0 

Tempo f (s) 


Figura Fx-6 


7, Uma forga conslante de 10 Jb no semido positivo do eixo x é 
apJicada a uma partfcula cuja curva velocidade versus tempo 
estádada na figura a seguir. Encontrtí 0 trabalho realizado pela 
forga sobre a partfcula do instante t = 0 até /w5. 
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Figurii Ex-7 


8 + Utna inola cujo lamanhn natural é íie 15 cm excrcc uma forga 
Ue 45 N, quando esticada até nm comprimenlo (le 20 cm. 

(a) Eíicontre a consiame da mola (em N/m). 

(b) Encontre o trabalho reali/ado ao esiiear a mola 3 cm além 
de seu tamanbo natural. 

(c) Encontrc o trubalho rcalizado ao estícar a moía dc 20 
para 25 cm. 

9. Uma rnola exerce uma forya dc 1(30 N. quando csLícada por0,2 
m além de seu compritnento natural. Qual é o trabalho necessd- 
rio para esücar a mola (Kfi m além de seu compnmento natural? 

10 + Su p on lia qu e se requ ei ra um a forea de 6 N para co m pri ni i r u ma 
mola descu comprimento natural dc 4 m para 3.5 m. Encontrc 
o trabalho necessário para comprimir a mola de seu compri- 
inctilo nalural para 2 m. (A lei dc Hookc se aplica lambém para 
as comprcssoes.) 

11. Suponha qiie um trabalho dc 10 pás-ib scja necessário para es- 
iicai L uma mola 1 pé, além de seti comprimenlo naiural. Qnal é 
a constante da mola? 

12, Um tanque cilíndrico com raio de 5 m e allura de 9 m tem 2/3 
chdos de água. Encontre o trabalho necessárío para bombear 
toda água por cima da borda superior do tanque. 


13, Rcsolva o Exerddo 12, supondo que o tanque tem 2/3 cheios 
dc um líquido quc pesa p kg/m . 

t4 + Um reservatório de água. com a lorma de um cone, tem 6 m de 
diámetTO no topo e 4,5 m de profundidade, Se ele estiver cheio 
aLd uma pnofundidade de 3 m* qual é o irabalho necessário para 
bombear toda água até o topo do rcservatói io? 

15, O íanque na Figura E\-15 teih água alé uma profundidade de 
2 in. Eneontre o trabalho necessário para bombear loda a água 
até o lopo do tanqitc. [Usc 9810 N/tn'como a densidade do 
peso da água.j 

lf>. Um tanquc cílíndrico, mostrado na Figura Ex-ló, esíá cheio 
com um iíquído pcsando 50 ib/pé'. Encontrc o trabalho ncccs- 
sário para bombear todo o líquido a um nível de l pé acima do 
tOpO do tarique. 




17, Uma piscina é construída na forma dc uin paralelepípedo re- 
tangularcom 3 m de profundidade, 4,5 m de largura e 6 m de 
coniprimento. 


(a) Sc cla for precnchída até 30 cm abaixo do lopo, qual é o 
irahalho neccssário para boinbear toda ágtia para dentro de 
um ralo em sua beirada? 

(h) Um motor Jc í cavalo de poténcia pode realixar 748 J/s. 
Qual é a poténcia necessária para um motor esvaziar a pis- 
cinaem 1 h? 

18. Quanto trabalho é ncccssário para cnchcr a piscina do Excrcí- 
cio 17 até o nívcl de 30 cm abaixo do ropo, se a água for bom- 
beada para dcutro através dc uma abertura localizada no fundo 
da piscina? 

19. Uma corrcntc de aqo cotn 1(M) pés dc comprimcmo c pcsando 
15 Íb/pé cstá pcndcntc por uma polia. Qual é o trabalho neces- 
sário para i^ar a corrente pelti polia? 

20. llm bakJc de 1,5 kg contendo 10 kg de água cstá pendurado 
na ponta dc uma corda de 7 m que pesa 50 g/m. A outra exire- 
midadc da corda cstá prcsa cm itma roldana. Qual é o irabalho 
requcrido para Íqar toda a corda para cima, cnrolando-a na rol- 
darta, sc ít corda for i^ada a uma taxa de 0.7 m/s e sc, cnquanto 
o baldc for iqado, a água vazu do balde a uma taxa de 250 g/s? 

21. Um foguete pesando 3 toneladas carrega 40 toneladas de eom- 
btistívcl Ifquido. No início do vóo. o combustfvel c qucimado a 
uma taxa constante dc 2 toneíadas para cada ! .000 pés dc altunt 
vciticaL Qual é o uabalho feito para efevar o fóguelc a uma 
altura de 3.000 pés? 

22. Tem-se, a partirda 3ei de Coulomb da Física, que duas cargas 
clctrostáticas iguaís rcpclcm-se entrc sí eom uma forqa tnvcr- 
samentc proporcional ao quadrado da distáncia cntre olas, Su- 
ponha que duas cargas A e // rcpefein-se com uma forqa dc k 
N, qtiando iocaüzadas oos pontos 4 (-íí, 0) c // (f7, 0), onde a 
esiá medido ein metros. Encontre o tmbalho W ncccssái ío para 
mover a carga A ao longo do cixo x até a orígcm. sc a carga B 
ficár onde cslá, 

23. A Ffsica lem por lei que a l’orga graviiaciona] exercida pela Ter- 
ra sohre um objeto varia com o mverso do quadrado de sua dis- 
táncia ao centro da Teira, Assiin, o peso uj(.x) de um objeto está 
relacionado com sua distáncia x do ccntro da Terra por uma 
lormula do lipo 

k 

w{x) — — 

onde k é uma constante de proporcionaüdade que depende du 
massa do objeio. 

(a) Use esse í'ato e a hipótese de que a Tcira seja uma esfcra 
com mn raio dc 4.000 tnilhas para obter a fórmula ut(x) 
usada no Exemplo 4, 

(b) Encontre uma fórmula para peso w(.\) de um satélile que 
está a x rnílhús da superlTcíe da Tm L ra t se seu peso na Tei m 
for de 6.000 Ib. 

(c) Qual é o trabalho ncccssário para cicvar o satélílc du su- 
pcrfídc da Tcrra até uma posiqáo orbital a 1.000 mühas dc 
al tura? 

24. (a) A fórmula eu(jc) - kix 2 do Exercfcio 23 é aplicável a todos 

os corpos cclestes, Supondo <pic a Lua seja uma esfera com 
um raio dc ] .080 mühas, encontrc a forca que cla excrce 
sobrc um aslronauta que está x mi3has acima de sua super- 
ÍTcie se seu peso na superffcie da Lua for de 20 Ib, 
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(b) Qual é o irabalho necessário para elevar o asírortama ai¿ 
um ponto a 10.8 milhas acima da superfíce da Lua? 

25, O MAGLEV, o primeiro trem eomercial magnético de alta ve- 
loeidade do mundo, comeeou suas atividades nonnais em 2003, 
eni um projeto de iinha dupla dc 30 km ligando Xartgai, na 
China. ao Aeroporto Internacional dc Pudong. Suponha t|uc o 
MAGLEV tenhauma massade m — 4.00 x 10^ kg eque.co- 
megando no ínsianie em qtie o trern desenvo! ve uma veloddade 
dc 20 m/s, o rnotor aplique imia forca de 6.40 x HP N no sen- 
üdo do movímento ao longo de uina distancia de 3.00 x 10' 
m. üse a rclagao cncrgia-trabaího (5) para obter a velocidadc 
linal do trem, 

26* Suponha qtic uma sonda pai'a Marte de massa m = 2.00 x 10 kg 
cstcja sujcita upcrms a forga dc scu próprio mecanismo. A par- 
tir do insianic cm quc sua vclocidadc é v = L00 x 10" m/s, 
o mecanismo é acionado conüouamertle por unm disiancia de 


2,00 x 10" m, com uina forga constante dc 2.00 x 10' N no 
sentído do inovimcnto. Use a rclagao encrgia-trabalho para cn- 
contrar a vcloctdadc linal da sonda, 

27, Bm 10 de agosio de 1972, um meteorito com uma massa es- 
timada de 4 x 10" kg e uma velocidade de aproximadamenLe 
15 km/s cruzou a atmosfera acitna dos Lstados Unidos c do 
Canada, mas felizmente náoatiugui a íerra. 

fa) Supondo que clc tivcssc atingido a Term eom u ma vetoci- 
dade de 15 kin/s. qual serin sua variagao de encrgiíi cinéti- 
ca em joules (J)? 

(b) Expressc a cncrgia como utn múliíplo da cncrgia explosiva 
dc 1 mcgaton de TNT, que é de 4.2 x 10 L J. 

(c) A eiiergi a associ ada h bo mba a 1 6 m i ca de 11 i rosh i ma foi de 
13 kiloions de FNT. A quantas bombas comoessa equiva- 
lcria o impacto do rnctcorito? 


•/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7.7 


1. 50 pcs-lh 2. joule* erg 3. í F(x)dx 4. 9J 

J í't. 


7.8 PRESSÁO E FORQA DE FLUIDOS 


Nesta se$ao ttsaremos as ferramentas de imegragao desenvolvidas no capítuío precedente 
para o estudo de pressoes e de forqas exercidas porflutdos sohre ohjetos submersos. 


■ OQUE ÉUMFLUIDO? 

Uni ftitído é uma subsiancia que se ajusLa aos coniornos de qualquer reeipicnte no qual e co- 
locado. O termo iluido inclui Uquidos, tais eomo água, petróleoe inereúrio, bem eomo gases, 
como helio, oxigénío e ar. O estudo dos fluidos se enquadra em duas categorias: estática dos 
fliüdos (esludo dos fluidos em repoiiso) e dinámtca dosjiuidos (estudo dos fluidos em movi- 
niemo). Nesta seqao tratarcmos somente decstáticados fluidos; postertormentc, pertodo final 
do livro, investigaremos prohlemas de dinámica dos fluidos. 


■ Q CONCEITO DE PRESSÁO 

O efdto de uma forqa sobre um objcto dejiendc dc como cia sc espalha sobre a superiícic dclc. 
Por cxeinpIOí andando na nevc com botas, o pcso dc nosso corpo csmaga a ncvc c afundamos. 
Pordn, sc pusermos um par dc csquis, nosso peso sc cspalhará em uina área dc superfíeic 
maior c scrcmos capazcs de deslizar sobre a supcrí ícic. () oonceito quc leva cm conta lanto a 
magnitude da forqa quanto a área sobre a qual e apíicada é ehamado de piessüo. 


7,fí* i deí INiCÁO Se uma forqa dc magnitudc F for aplicada a uma supcri'ícic de área A, 

entáo dcfinímos a pressdo P cxcrcida pcla forqa sohre a supcrffcie como scndo 
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Segue dessa definiQao que u* unidudes de pressao sao for^a por uuidade de área + As 


unidades mais comuns de pressao sao newtons por melro quadrado (N/rrf ) c lihras por pole- 
gada quadrada (lb/pol 2 ) ou libras por pé quadrado (Ib/pé') no sistema Bí2. Conforme indiea- 
do na Tabela 7.84, I newton por ínetroquadrado é ehamado de pascal (Pa). Uma pressñode 
i Pa é bern pequena (1 Pa = 1,45 x JO J lb/pol"); portanto, é eomum usar kilo-pascal (kPa), 
que vale 1000 Pa. 




Tabelu 7,SJ 


SIST3-MA 

l»RCA 

+ ÁRHA = 

PRESSAO 

MKS 

newton (N) 

ittetro quadi ado (m 2 ) 

pascal (l J a) 

BE 

libra (,lb) 

pé quadrado (pé 2 ) 

Ib/pé 2 

BE 

Hbra (lb) 

polegada quadrada (pol 2 ) 

Ib/pol 2 (psi) 

I ATORKS l>h CONVKKSAO; 

t Pa - 1,45 x LÜ ' J lb/pol" 
i Ib/poF = 6,89 x J0 3 Pa 

-2,09x iü' 2 Ib/pé- 

I Eb/pé 2 - 47.9 Pa 




As forgas de um fluido sempre agem 
perpendicufarmente á superf ¡cie do 
objeto submerso, 

Figurii 7.8d 


Nesta scg'ao, estudaremos forgas e pressoes sobre objetos submersos em fluidos. As 
pressdcs em si nao tem nenhuma caraeterística dirceional; porem, as forgas que elas criam 
agem sempre perpendieulamiente a supcrfteje do objeto submerso. Assim, na Figura 7.8.1, a 
pressao da água eria forqas hori/oniais sobrc os lados do tanque, forgas vertieais sobre o fun- 
do do Uinque e, sobre as diferentes parics do corpo da nadadora, forgas que variam crn díre^áü 
e senlido, de Ibrma a serem seinpre perpendiculares ao corpo. 


► Exempio 1 Referindo-se a Figura 7.8.1, suponha que as costas da mao da nadadora tém 
uma área de superfície de 8,4 x 10 3 m“ e que a pressáo agindo sobre ehi seja de 5,1 x 10 4 Pa 
(um valor lealista próximo do fundo de uma piscina). Fínconlie a forga que age sohre a máo 
da nadadora. 


Solugáo A parlir de (I), a forga F e 

F-PA = (5,l x 1G J N/m 2 )(8,4 x IO'* m 2 }4,3 x 1 0 : N 
Isso é um valor bem grande para uma forga (cema de 100 Ib no sistema BE). < 


BIui.se Fhist’al (1623™16<Í2) Matematieo e dentista fran- 
cés. A inae de Pascal mcrreu quando ele Linha trés anos 
de idatle e seu pai, um magistrado altamenle inslrufdo, 
cuidou pessoalmente dos estudos íniciaís do rapa/. Em- 
hora Pascal mostrasse uma inclinagSo para a Ciéncia 
e a Matemática, seu pa¡ recusou-se a ensiná-lo essas 
inatérias até que dominasse íatim e grego. A inna de Pascal, 
sua príncipal biágrafa. afirma que de descobríu sozinho as 32 
prímeíras proposigOes de Ettdides, sem jamaís tej- liclo um li- 
vro de Geometria. (Poném. é geralmente aceito que tal histói ia 
é apócrifa.) Nao obstante, o precoce Pascal publicou um ensaio 
altamente respeitávd spbre segóes eónicas. quando tinha 1 6 
anos de idade, Descartes. lendo o ensaío* considerou-o tao bri- 
lhante qtic náo podia acredítar ter sido escríto por uin rapa/ tño 
jovem. Quándo linha 18 anos, suá safide comegou a esvair-se e. 


alé a morte, sofreu de dores constantes. Porém, sua ciiativkla- 
de nimca foi afetada. 

As contribui^oes de Pascal para a Ffsica ineluem a descoberta 
de que a pressíio do ar decresce com a alíilude e o princfpio da 
pressáo dos fluidos que leva $eu nome. No emamo, a originalida- 
dc dc scu trabalho c qucstionada por alguns hístoriadores. Pascaí 
dcu grandes contribuigócsao ramo da Matemática chamado ' Gc- 
ometria Projetíva" + , e ajudou a desenvolver a teoria de Probabilí- 
dadcs airavés dc uma série de canas para Fennat. 

Em 1646. os problemas de saúde de Pascal causaram-lhe 
uma profunda erise emodonal que o levou a tomar-se cada vez 
m ai s i n fe re ssado em assun tos re I igi osos, Em bora ca tó l i co de 
nascimento, conveneu-se a uma doutrina relígíosa chamada 
jansenísmo e gastou a maior parte dc seus ultimos anos escrc- 
vendo sobre rdigtáo e filosofia, 
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Tabefa 7,8.2 


l’3í’[’)A 1 >l : . 1)1- h-.SO 

MKS 

N/m 3 

Ótco de ináquínü 

4,708 

Gasolina 

6.602 

Água pum 

9,810 

Agiia do mar 

10,045 

Mercuiio 

133,416 

BE 

lb/pé ? 

j* 

Olco dc máquina 

30,0 

Gasolina 

42,0 

Água pura 

62,4 

ÁgUii do mar 

64,0 

Mercúrio 

849,0 

Todits us dcnsidádos sáo 

afctEldító pur 

variEigoes na lemperaiun» c na pivssíio. 
Os pesos específlcos também sSo afe- 

iadoi p or ViiriiLCücs de y. 



■ DENSIDADE DE FLUIDO 

Os mergulhadores sabem que, quanto mais fundo estiverem, maiores sáo a pressao e a íorca 
que semem sobre scus eorpos, Essa sensaqáo c!e pressáo e cle forga e causada pelo peso da 
agua e do ar sobre eles - quanio mais fundo merguíharem, maiov sera o peso da água e, por- 
tanto, niaior a pressao. 

Para ealcular as pressdeso us forgas sobre objetos submersos, precísamos sabcr alguma 
coisn sohrc as caraeteríslieas dos fhiidos nos quais eles estíio submersüs. Para simplíflear, 
vamos supor que os lluidos considerados sao homogeneos, signiftcando que duas amostras 
com o mesmo volunie t£m a mesma rnassa. Segue clessa hipóiese que a massa por unidade de 
volume é uma consíame <5, a qual depetide das caraeteríslicas do íluido, mas tiáo do tamanho 
e da ioculi/agáo da amostra; ehamamos 

m 

( 2 ) 

de denddade de massa do fluido. Ás ve/es, é mais convenieme trabalhar com o peso por unidade 
dc volume, Assi m, defirtimos a densidade de peso (peso específico) p clc um fluido eomo sendo 



w 

p= v 


(3) 


ondc w c o peso da amoslra do Jluido dc volume V, Assioi f se o pcso especiüeo íor eonheci- 
do, o pcso w da amostra do fluido com volurne V r pode scr ealeulado pcla tormula w = pV . A 
Tabela 7.8.2 mostra alguns pcsos específicos típicos. 



■ PRESSÁO DE FLUIDO 

Para calcuíar pressóes e forgas de fluidos, precisamos fazer uso de uma observagáo experi- 
mental. Sisponha que uma superfície plana de área A esteja submersa em um fluido homogé- 
neo de densidade de peso p cíe lal maneira que toda a superffeie se encontre entre as profun- 
dídadcs /q c h 2 , ondc /?, < ft¿ (Figura 7.8.2). Os expci ímcntos mostrain quc o fluido cxcrcc cm 
ambos os lados da superfície uma forga que é perpendicular h superfícíe e euja magnitude F 


satíslaz as dcsigualdadcs 


ph\A < F < phiA 


(4) 


Assim, segue dc (I) que a prcssáo P - FfA em um dado lado da supcríTcic satisfaz as dcsi- 
guaidades 

ph\<P<ph 2 ( 5 ) 

Observe quc agora c imediato ealcuiar a fbrga e a pressáo dc um fluído cm uma supcrlTcíe 
plana quc cstá submersa honzonfalniente a uma profundidade h, pois cntáo h = /q = h : . c as 
desigualdades (4) c (5) tornam-se as igitaldades 


F = phA 


( 6 ) 


e 


P = ph 


( 7 ) 



A pressáo vezes a área é a 
forga do fluído. 


► Exemplo 2 Eneontre a pressáo c a forga do fluido no lopo de unia placa eircular plana, 
com raio de 2 m, submersa horizenialmente na água a uma prof undidade de 6 m (Figura 7.8.3). 

Salugáo Corno o peso especííico da água é p = 9810 M/m \ tem-se a partir de (7) que a 
prcssáo do fluido é 

P = ph = (981 Ü)(6) = 58.860 Pa 
e a paiTirde (6) que a forga do fluido c 


F = phA = ph(Trr) = (9810)(6)(4jr) = 235,440 .t «s 739.700 N M 


Figura 7.8*3 













































Capítulo 7 / Aplicacces da tntegral Detinida na Geometria, nas Ciéndas e na Engenharia 493 


■ FOR£A DO FLUiDO SOBRE UMA SUPERFÍCJE VERTICAL 

Foi fácil cafcular a forga do fluido sobre a plüca horizontal no Exemplo 2, pois íodos os pon- 
tos esiavatn na mesma profundidadc. O problcma dc cncontrar a forga do fluido sobre uma 
superlfcíe vertícal é mais complicado, pois a pi ófundidáde e f pOrianLO» a pressáo, nao SuO 
constantes na supcrfície. Pai a cncontrar a forga do fluido sobre uma supei fícíc verlical, vanios 
necessiiar do Cálculo. 





7.8*2 prohijíma Suponha quc uma supcrftcic plana estcja imcrsa vcrticalmcnte cni 
um fluido eom. peso especííico p, e que a parte submersa da superffcte se estenda dc 
x — a até x — b, ao longo da parte positiva do eixo x (Fígura Para a < x < b f seja 

uj(x) a exiénsáo da supcrfíde e h(x) a profundídade do ponto x. Dcfina o quc cntendc- 
mos porfonga do fittido F sobrc a supcrl íeic c eneontrc uma tormula para caleulá-ia. 


A idéiíi básica para resolver esse problema é dívidir a superlície em faixas hori/.ontaís 
cujas áreas possam ser aproximadas por áreas de retángulos, Bssas aproximagoes de áreaSj 
junlo com as dcsígualdades (4), nos pcrrnítirao críar uma soma de Riemann que aproxime a 
lorga total na snperfície. Tomando uni Jiinite de soruas de Riemann, obtcrcmos uma integral 
para F, 

Para ímplementar essa idéia, dividimos o intervalo [a, /jJ em n subinlervalos inserindo 

os pontos x\, x 2 .x ;r _ E enli'c a — x$ e b = x H . Isso tem o efeitode dividira supertTcie em 

n faixas com áreas A k ,k- 1,2 1 .„, n (Figura 7.8.4/;). Segue de (4) que a forga í\ nu ¿-ésima 
faixa satisfaz as dcsisualdades 


ph{x k ~\)A k < F k < ph(x k )A k 


h(x%) ou, e q ui va I e nteme n te, 


b(x k - 1) < 


pA k 


< b(x k ) 


Coino a fungao profundidade h(x) cresce línearmeme, deve existir algum ponto enire x k \ 
e x k tal que 

F k . 

*W) = 

pA k 

ou, equivalenteniente, 

F k = ph(x*)A k 

Agora aproximamos a área A k da /r-ésima faixa da superfície pela área de um retángulo de 
largura w(x¡) e aJtura Ax k — x k — x k ._ \ (Figu.ra l.SAc). Segue que F ¿ pode ser aproxtmado 
por 

F k ~ ph(x k )A k ^ ph(xl) ■ w(x¡ )Ax k 

Área Jo neiáogulo 

Somando essas aproxímagdes, obtemos a scguintc soma dc Ricmann, quc aproxima a forga 
total F sobic a superfTeie: 

« ir 

F -^2 F k K ^2 ph{x¡)u)(x*)Ax k 


I 




Tomundo o Mmitc quando n crcsce e a extensao dos subintervalos tcndc a /cro* obtcmos a 
iniegral delimda 

u- 

' J fh 

F — I im V ph(xí ) w(x k )Ax k — I ph (x} w (x) dx 

ma.x —* 0 —* ' / , r 


Em suma, temos o seguinte resultado: 
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(b) 

Figura 7.8.5 


7.#.3 dkhni^ao Suponha que uma superlTeie plana esteja imersa vertieaímeme em 
um lluido eoni peso cspccífico pi e que a parle suhmersa da superfTcie se estenda dc .r ~ a 


ate x - h ao longo de um cixo v cujo sentido positivo scja para haixo (Fígura 7.8.4«). Para 
a < x < h> suponha que v, f ( r v) scja a extensao da supciTfcie e c|ue h(x) seja a profundídade 
do ponto a". Entao deñnimos a forga do ftuido F sobre a SüpcrtTcic por 


/•h 

F— I ph(x)w(x)dx (8) 


► Exemplo 3 A face de um dique e um retangulo vertical eont altura de 100 pés e exten- 
saode 200 pés (Figttra 7.8.5«), Bncontre a lorga tolal que o lluido exerce sobre a face* quando 
a superfície da água está no nível do topo do dique. 


Solugáo Introduzimos um eixo x com origem na superfície da água, conforme mostra a 
Figura 7.8,5/?, Em uin ponto .t sohre csse eixo, a extcnsao do dique c u;(a j ) = 200 pcs e a pro- 
fundidade hix) = x pés. Assim, a partir de (8) com p = 62,4 Ib/pé^ (peso especfñco da água), 
obtenios como forga íotal sobre a face 


F= J 


100 yOOO 

(62,4)(a)(200)£'/a = 12.480 / xdx 

Jo 


2n m 

= 12.480 ~ = 62.400.000 Ib ■* 

2 Ja 


t 

3 pés 



Ui) 



Fijíura 7.8*fi 


► Exemplo 4 Uma piaea com o formato de trifmgulo ísóseeles, coni base de 10 pés e al- 
tura de 4 pés, c imersa verticalmente em óleo de máquina, conformc mostra a Figura 7.8,6«. 
Enconire a forga F que o lluido exerce sobre a superfície da placa se o i>eso especítico do óleo 
for p = 30 Ib/pé'. 


Sohí f ao Ya m os i ti troduzi r um ei xo x, co rtforme mos tra a Fig ura 7.8,6/?. Por sc rneI h an q a de 
triángulos, a extensao da placa, em pés, a uma profundídade /í(a) = (3 + a) pés, satisfa/. 


u?(a) X 
W = 4’ 




Assim, tem-se a partir de (8) quc a forga sobre a placa é 


f h 

J — I ph(x)w(x)dx = 



(30) (3 4- x) 





(lr + x 7 )dx = 75 



= 3400 lh 




•/ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7.8 (Verpágina496pma respostas ,) 


1. A unidade de pressao equivaiente a l newton por meircs quadra’ 

do (N/m") é chamada de . A unidade de pressáo psi 

sLgnifica_. 

2, Dado que o pcso especfñco da água é 9.810 N/m\ a pressáo 

dc íluido cm uma ISmina retangular de 2 por 3 m quc cstá sub- 
mcrsa horízontalmcntc na água a mna profundidadc dc 10 m é 
de__A forya do Huido na placa é dc_. 


X Suponha que uma superffcie plana esteja ímersa venícalmenle 
em uin lluido de peso específico p e que a parte submersa da 
superfírie se estenda de a = ci até x - b ao longo de uin eixo a, 
cujo scmido positivo é para baixo. Sc. para a < x < b. a super- 
ffcíe tiver larguta u?(a) e profundidade /í(a)> entao a íorca de 
fluido na superlicíc 6 F — __ 
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4, Uma limim’i retangular com 2 m de lurgtira por 3 m de aliura 
está subnuTSii vcrticalmente em *1gua de tal moi\o quc seu topo 
esftí a 5 m abaixo da supertíde da tigua. Uma expressao integral 


para a íorga da água sobre a siuperfície plana é F - 
O vatordcssa imegml é _ 


EXERCÍCIOS 7.8 


Nestcs exercícios, quando necessário, consuite a Taiiela 7,8.2 para 
os pesos ospeciñcos dos Huídos. 


1, 


Uma placa teíanguíar plana é imersa horizontalmente em águít. 
(a) Encontre a íorqa (em 1 b> e a pressáo (em Ib/pds') sobre a 


supenTcié superior da placa $e $ua área for de 100 |rd$ c a 
supcrfície cstivcr a 5 pcs dc profundidadc. 

(b) Eticontrc a forga (cni N) c a prcssao (cm Pa) sobrc a super- 


fície superior da placa se sua área for de 25 m" e a supcrff- 


cie estjver a ! 0 m de profundidade. 


2. (a) Eiiconire a forga (em N) sobre o conves de um navio afun- 
dado sc sua área for tie 160 nf e a pressáo sobre o convcs 
for de 6,0 x } 0' Pa. 

(b) Bncomre a tbrga (em Ib) sobre a máscara de um mergulha- 
dor se sua área for de 60 pob e a pressáo sobre ela for de 
100 Ib/poi 2 . 


1L lirna piaca quadrada com a pás de lado esiá mergulhada em um 
líquido de pcso espeeíHeo p Ib/pás'. Encontre a lorga do íluído 
sobre a placa sc um vdrtice estiver tocarulo a siiperlície e uma 
diagonal for perpendieular a esia. 


12-15 A Fórmula (8) dá a forga do tíuído em uma siiperfície pla- 
na imersa verticalmeme em um lluido, Maís geralmente, se uma 
supcrffcic plana Ibr submersa dc tal tnodo quc faz um ángulo dc 
0 < 0 <t/2 coni a vorticaL cntáo a forqa do lluído sobrc a supcr- 
fície e dada por 

f h 

F — f ph(x)w(x) see 0 dx 

Jcl 

Uso essa ibrmula noslcs cxcrcícios. 


12. Dcrivc a fórmula dada acima para a forca do fiuido sobrc uma 
superfícic plana imcrsa a um certo angulo em um lluido. 


3-6 As supcrfícics planas mostradas cstáo imcrsas verticalmcntc 
em água. Encontre a lorga do flnido sobre cada superfície. 


13. A figura abaixo mostra uma píscina rctangular cujo fundo é um 
plano ÍEidinado, Encontrc a íbrga da água sobnc o fundo quan- 
do a piscina estiver cheía alé o icpo. 



9. S u pon h a q ue um a su perfície p I ana este ja i mersa ve rt i cal mente 
cm um fluido de peso espeeífico p, Dobrando-se p, dobra tam- 
bcm a forga sobrc a superfícic? Explique scu raciodnio. 

10. Um tanquc dc ólco tcm ü fbinia dc um cilindro cirailar rcto, 
com 4 pás dc diámetro. Encontrc a forga total do fluido sobrc 
um extremo, quando o eixo é horizontal c o tanque cstá cheio 
aié a metade com um óleo dc pcso especiTico de 50 Ib/pés' 1 . 



14. Por quantos pés devemos baixar a água da piscina do Exercício 
13 ptira quc a forga no fundo seja rcduzída por um fatordc l '! 

15. A figura abaixo mostra um dique cuja face ó um retángulo in- 
clinado. Éncomrc a forga do fluido sobre n face quando o nfvel 
da água estiver no iopo do dique, 



Fígura Kx-15 


16. Uma jancla de observagáo em um submarino é uiti quadrado 
com 2 pés de lado. Usando p n como o peso especffico da ágna 
do mar. encotme a forga exercida pelo fluído sobre a janeia 
quando o submariuo estivcr submerso de tal forma quc a ja- 
nela estcja veilical c scu topo sc encontrc a uma profundida- 
<3e dc /i pés. 
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ENFOCANDO CONCEITOS 


17« (a) Mostre: se o sitbmarino do Exereício ] 6 estivei L deseen- 
do verticalmciue a uina laxa constantc, entao a foi^a do 
fluido sohre a janela aumenta a uma íaxa conslante. 

(b) Com que taxa a for^a do fluido sobre a janchi está ercs- 
cendo se o submarino estiver descendo veriicalmente a 
20 pds/mín? 

18* (a) Denote por D = D ü tim disco de raio a submerso cm 
um íluido de peso especíñco p de tal maneira que o 
centno de D esieja h unidades abaixo da superlkie do 
fluido. I J ara cada valor de r no intervaio (0. a\, seja />. 


o disco de raio r que é coneentrico coin D. Escolha um 
lado do dísco D e deílna P(r) como a pressáo do fluido 
no lado eseolhido de D f .. Use (5) para provar que 

lim P(r) = ph 

r-*Q* 

(b) Expl íque por que o resu Itado de (a) pode ser Í nterpre- 
tado cotno signi íicando quc a pressao de im jluido a 
uma dada pmfuudidade é a mesma em todas as dsrc- 
(■¿¡éi'. (Essa afinmQñoé ittna versáo dc um resultado 
conhecido como Princípio de Fascai.) 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCiOS DE COMPREENSÁO 7.8 


I. pu sca 1:1 i bras por pol egada q u adrada (si gla em i ngles) 2. 98,100 Pa; 5 88.600 N 3 
4. f 981Ü[(5 + x)2] dx; 382,590 N 

Jo 


■ í 

j a 


pfi(x)w{x)dx 


7.9 FUNQÓES HIPERBOLICAS E CABOS PENDENTES 


Nesta seqao estudaremos certas comhinagdes de é e e~ denominadas “fmugoes 
hiperhólicas% Essas fimgoes, que aparecetn ein vdrias aplicagoes em Engertharia, térn 
nudtas propriedades em comum cam as fnnqoes trigonométricas. Tais semelhangas sño 
supreendentes, uma vez qne há muito pottco no aspecto exterior que sugira qualquer 
reíagdo entre exponenckm efungdes tngoiwmétricas. fsso se deve aofato de as rekigdes 
oconerem dentro do contexto dos números complexos, um tópico qne deixaremos para 
ciusüs nmis úvátigüdos. 


M DEFiNIQÓES DE FUNQÓES HIPERBÓLÍCAS 

Para introduzir as funcoes hiperbólicas, observe que, no Exercício 65 da Segao 13, foi mos- 
trado qtie a funqáo e pode scr expressa da seguinte forma, como a soma de uma i unQáo par e 
de uma fungáo ímpar: 



Par Lmpstr 


Fissas (ungoes sáo suiicientemente importantes para qite haja nornes e nola^des associados a 
elas: a í unqao ímpar é ehamada de seno hiperbóíico de x e a par s cosseno füperbólico de x. 
Elas sao denotadas por 


scnh.v — 


e* - e~ x 


e cosh x — 


e v + e' x 


Dessas duas pedras fundameniais podemos eriar maís qualro fungóes e obtei o scguinte con- 
junto dé sosfungoes hiperhótiúas: 
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7.9.1 DKFIMrOKS 


Sena hiperbóíico 

e x — e -x 

scnhx = -———■ 

2 

Cüsseno hiperbólko 

e r 4- e~ J 

eosh x =-- 

2 

Tangente hiperbóíiea 

scnh r e r — e~ x 

Igh x = --— = - 

coshjc e x 

Cotangente hiperbólica 

coshx e x + e~ x 

cotgh Jt = -- = *——— 

senh x e x - e~ x 

Secüiite hiperbólica 

u 1 2 

sech x — —¡—- = -— — —■ 
cosh Jt e x 4- e * 

Cosseeante hiperbólica 

cossech x — -=-- 

senh x e x — e~ x 


DOMINÍO DATECNOLQGEA 

Os sistemas algébricos computacso- 
nais tém fecursos para calcular dire- 
tamente as funcoes hiperbóitcas, o 
que aEgumas calouladoras n&o tem, 
Contudo, se o leitor quiser cafcuiar o 
vaior tfe uma func&o hipertóflca em 
uma oafculadora, ¡sso pode ser feito 
oxprossandO'a em tormos do funpoes 
exponenciais, como no Exempio i. 



ü projoiü do Garewüy Arcí), úid Sl Louis, 
cstá bascaclo em uma curva invertitJiJ do 
cosseno hiperbdlíco. 


► Exempio 1 


senír 0 = 

cosh 0 = 
senh 2 = 




4- 


2 ^-2 
— e 1 


\ - J 

2 

I + 1 


= 0 


= i 


2 


3,6269 < 


■ GRAFtCOS DAS FÜNQÓES HIPERBOUCAS 

Os giáñcos das fungoes hiperbólicas que aparecem na Figura 7.9.1 podem ser gerados com urn 
recurso compuiacional, mas vale a pena observar que a forma geral do gráñco de v - cosh x 
pode ser obrida esbogancJo-se separadamente üs gráñcos cíc y = e y = \e~" x e somando- 
sc as coordenadas v conespondentüs [ver a parte {a) da ñgural- Analogamcntc, a forma gcral 
do gráfico de y = senh x pode ser ohtida esbogando-se separadamente os gráficos de y — e x e 
v = — U>~ x c soniando-sc us coordenadas y corrcspondcntes [vcr a partc (h) da figura], 

Observe que senh V tcm lliti domínio dc f-rx:. s 4-oo) c uma imagcm dc (“Oo,+oo), cn- 
quanto cosh x tcm um domínio de {—oo,4oc) c unia imagenv de [1, +oc). Ohserve mmbém 
que v — c v — \e~ x sáo assíntotaü eunitíneas ác y - cosh v, no semidodequc o gráfico 
dessa fungao fica cada vez mais próximo do grálico de v = quando x —* +oo, c cada vez 
mais próxinio de y = \e ' x quandox — >-oo (ver Secao 5.3). Da mesma forma, y = c 
y — — 2e~' x sáo assírttotas curvflineas para y - senh x, quando +co e x— respeciiva- 
mente. As demais propricdades das fungocs hipeitólicas scráo exploradas nos cxcrcfcios. 


■ CABOS PENDENTES E OUTRAS APLICAQÓES 

As fungócs hipcrbólicas surgcm em movjmentos vrbratórios déntro de sólidos eiástieos e, 
niais geralmente, ein muíios problcmas nos quais a cnergia meeániea é gradualntenle absor- 
vida pclo mcio ambienlc. Olas tanibóm ocorreni quando um cabo flcxívcl c bomogcnco c sus- 
penso emre lIoís pontos, como as linhas iclcfónicas cnire dois postes. Tais cabos formam uma 
curva cJcnominada catenária (cm latíni, catena signiíica “cadeia" 7 ). Sco como na Figura 7.9.2, 
for iniroduzido um sistemade coordenadas tal que o ponio mais baixo docaboesteja noeixo 
y, pode scr mostrado, usando princípios da Písica, quc o cabo tcm uma equagáo da forma 


-Uc 


v = a cosh 
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Figura 7.9.1 


■ IDENTIOAOES HIPERBÓÜOAS 


As Jun^oes hipcrhólicas saiisl'azum várías idcntidades similares áquelas das íun^óes ingono- 


métricas. A mais fundamental delas é 


cosh"c - senh\v — I 



que pode scr provada eserevendo-se 


cosh 2 x — senh 2 x = (cosh x + senh.v)(cosh x — senhx) 







Outras idcntklades hiperbólicas podcm scr deduzidas dc modo semclhantc ou, alíer- 
nalivamente, executando operagoes algébrícas nas idemidades conheeidas. Por exemplo, se 
dividirmos (I) por cosh+t, obtcrcmos 

I - tglr x - sech : jc 

c se dividirmos (J) por senh" x, obteremos 


cotah x— I - eossech '.t 


0 teorcma a scguir resume algumas das idcnlidadcs hipcrbólicas niuis úlcis H As provas 
quc ainda nao foram tciías scrao dcixadas como cxcrcício. 
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Figurii 7,9,3 


■ POR QUE ELAS SÁO CHAMAOAS DE FUNgÓES HIPERBOLICAS 

Lembre que as equagbes paramétricas 

x ~ eos t, v = sen f (0 < / < 2rr ) 

representam o círculo unitário a“ + f = I (Fígura 1.93a), eomo pode sei 1 visto escrevendo-se 

x~+ j 1 ' = cos' t +sen' t = í 

Sc 0 < t< 2 7 T, entáo o parametro t podc ser interprctado como o angulo em radianos desde o 
eixo x posilivo até o ponto (cos q sen t) ou, ahernativaincntc, como o dohro da árca sombrca- 
da na Figura 133a (vcrifique). Analogamente, as equagoes paramétricas 

x = cosh l y — senh / (-00 < t < +oo) 

represemani uma parte da curva x - v" — !, conio pode ser visto escrevendo-se 

x 1 - v' = eostT/ - scnh' t — I 


e observando-se que x = cosh t > 0. Essa curva, que está na Figura 7.9.3¿? P e a meíade díreita de 
uma curva denominada hipérbole unitária: cssa c a razao pcla qual as fungoes ncsta scgao sáo 
chamadas de funcoes hiperbóíitm. Pode-se mostrar que, se t > 0, entáo o parametro t pode ser 
interpretadocomo o dohro da árca sombreada na Figuia7,9.3 /j, (Omitimos osdctalhes.) 

■ FÓRMULAS PARA AS DERIVADAS E AS INTEGRAIS 

As fórmulas para as deiivadas de senh x e cosh v podem ser obtidas expressando-se estas 
funcbes em lermos de e e e 

e x + c“ A " 


d. . , d 

— Iscnhxl — -— 
dx dx 


d , d 
—lcoshx] = — 
dx dx 


e x — e 1 


2 

e* + e~* 


e x - e~* 


= cosh x 


— sctih x 


As derívadas das l’ungoes hipcrhólicas rcsíantos podcm scr obtídas cxpressando-as em tcrmos 
de senh e cosh, e aplicando-se as idenlidades apropriadas. Por exernpío: 


d d 

~Jt«h j.1 = — 
dx dx 


scnh x 


cosh x — [scnh x] — senh x - -[cosh x j 
dx dx 


eosh x 
cosh 2 x — senlrx 


cosh^x 


cosh 2 x 


— - — scclr x 


x 


0 teorema a seguir Ibrnece uma lista cornpleta de fórmulas de derívagao c de integragáopara 
as fungoes hiperbólicas. 
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7.9,3 TKOkKMA 


d_ 

dx 


[senh //1 — cosh u 


du 

dx 


d_ 

dx 


[cash u 1 = scnh u 


dtí 

dx 


d . . t , i du 

— [tgh u] = sech. A u — 

dx dx 

d r , , du 

— [cotgh u [ = —cossech u — 

dx dx 

—[scch w] = -sech u t£h it — 

dx dx 


— [cosseeh íí] = —cosscch «cotgh u 
dx 


du_ 

dx 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


cosh u du — scnh u + C 
senh u du = cosh u + C 
sech 2 w dií = igh ií ‘f C 


cossech 2 — — cotgh « -j- C 


sech u tgh udu = —sech it -f C 


cosscch u cotgh u du = —cosscch w -f C 


► Exemplo 2 


[cosh(..r'}] = senhfjc 3 ) ■ —[x‘ | = 3r 2 scnhf v 2 ) 


d x 

d 

dx 


d x 


I 


[In(tghjc)] = —— - —[tghx] = 


tgh x dx 


■y 

scch“ .v 
tgh x 


► Exemplo 3 


senh 5 jc cosh xdx = - senl/ 1 x + C 


i 

/ f senh x 

I teh xdx = / - Üá 

J J cosh x 


a = senhi x 
tiu = ooüh ,i tlx 


= ln |cosh,v[ + C 
= ln(cosh x) + C 


íí — cosh.t 

iltt = SCIill X ü/.í 


Como cósh x > 0 para Lodo x t estamos autori/ados a aboiir OS sinais de valor ahsoluto. + 


v = a cosh (jj^) + 



► Exemplo 4 Um cabo de 100 pcs está preso pelas pontas no alto de dois postes de 50 
pés posicionados a 90 pés de distílneia (Figura 7.9,4). A que altura acimado solo cstá o ponto 
tnédio do cabo? 


Soluqao Fclo que virnos acima, o eabo forma uma catenáría de equagao 

y — a cosh ^ + c 

ondc a origem cstá no solo a meio caminho cntrc os dois postcs. Usando a Fórmula (4) da 
Seífáo 7,4 para o comprimento da caíenária, temos 



Por siiimstiia 
pel o eí*o y 


= 2 


í 

Ji) 


V 


3 + senlv 
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>45 


( - ) { ¡ x 

Píir <1)0 [>or 

W 

coüti .v > 0 


— 2a senh 


© 


45 


— 2 a senh 


Jü 


(?) 


Usando o recurso numcrico cfc uma calculadora para resolvcr 


100 = 2tí senh ( — 


cm a ohtcmos a rs 56,01. Entáo 


SO = >'{45) = 56.01 cosh (+ r 7S.0S + r 

de inodo que c ss —25,08. Assim, o ponto mcdio do cábo csiá a v(0) & 56,01 — 25,08 
— 30,93 pcs acima do soio, M. 



Com a restrigao de que a >0 f 
as Cárva$ y = C«sh ,t e y = sitích.r 
pas$am peto teste da reta 
horizonteL 


Figura 7.9,5 


■ FUNCpÓES IMVERSAS DAS FUNQÓES HIPERBOLICAS 

A partir da Figura 7.9,1, c evidente que os gráficos de senh v, tgh x, cotgh x e cossech x 
passam pelo leste da reta horizontal, mas os gráficos de cosh x e secfi x náo. No úlíinio caso, 
restringir x como nao-negaíivo torna as fun^ocs invertfveis (Figura 7.9.5). Os gráficos das 
seis fungoes hiperbólicas inversas na Figura 7.9,6 loram obtidos por rellexao em lorno da 
tcta v = .v (com as rcstricoes apropriadas). 

A Tabela 7,9.1 resume as propriedades básicas das fungoes hiperbólicas inversas. O 
lcitordeve coníirmar quc os domínios c as imagcns na tabela cstáo dc acordo com os gráñcos 
na Fiaura 7.9.6. 





y — arc scpíh .v 


v - arc cosh ,v 


y - arc tgh x 




y = arc colgh x 


y - aic scch x 


y = iirc cosscch x 


Figura 7.9*6 
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Tabela 7.9 J 


E : rxcÁo 

IMIMÍNtO 

IMACiíiM 

RM.At;ói-:s FiÁsirAS 

arc senh .v 

("“W. + w) 

(“■30, 

arc scnh (scnh x) = x sc -« < x < +« 
scnh (arc senh x) = x sc -« < x < +m 

arc cosh .v 

| 1 , +c*) 

[0, +oo) 

arc cosh (cosh x) = x sc .v > 0 
ct>sh (arc COSh v) = x sé x > 1 

arc tgh n 

H, 0 

(-**, -fao) 

íirc tgh (igh ,v) = r V SC -eo < x < +*¿> 
tgh (iirc tgh x) = x sc -1 < .v < t 

arc cotgh ,v 

(-«>, — 1) U (L+^) 

(-«, 0) U (0. +<*>) 

ai i c cotgh (coigh jf) = x se _v < 0 ou .v > 0 
cotgh (arc cotgh x) = x sc r v < -1 ou x > t 

arc sech x 

(0, l| 

[0, +&=■) 

iirc scch (scdi x) = x sc x > 0 
sccli (are sedi.v) = x sc 0 <.v < \ 

íii c cossech r \ 

r (-«>, 0) U (0, +») 

(-», 0) U (0, +<*>) 

arc cossech (eossech x) = ,v sc x < 0 ou ,v > 0 
cossech (are cossech .t) “ x sc ,v < 0 ou ,v > 0 


■ FORMAS LOGARÍTMICAS DAS FUN?ÓES HIPERBÓLICAS INVERSAS 

Como as fungoes híperbólicas podem scr cxpressas em termos de e\ náo deve consliluir uma 


surprcsa quc as funeoes hípcrbólicas invcrsas possam scr cxprcssas em tcrmos dos logarítmos 
naturais. O próximo tcorema tnostra ísso. 


7.9*4 teorkma As segtúntes relagdes valem para íodo x do damítüa das jimgdes hi- 
perhóiicas inversas dadas. 



Vamos moslrar como deduzir a primeira fórmuia desse teorema, deixando as restantes eomo 
exercieío. A ídéia hásíca é escrever a equagáox = senh v em termos de ÍLingóes exponenciais, 
e rcsoivé-la para y como uma funcáo dc x. ísso irá produzir a cquagáo y = arc senh x t em que 
arc senh .v está expressucm termos dc iogaritmos naturaís. Expressando x= senh yem termos 
de exponcncias, obtemos 


x — senli v = 


e y - e~ y 


a qua! podc ser reescrita como 

- 2x - e~ y = 0 

Multiplicando essa equa^áo por e \ obtemos 

e 2v - 2xe } -1=0 
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e uplicando u fórmula quadrátiea, obtemos 


v 2.v ± V 4.v 2 + 4 rrrr 

e — -—--- = X ± V + I 

Uma vcz que e ■ > 0, a solu^ao envolvcndo o sinal menos dcvc ser dcscartada. Assim, 


e* = x + /ü+T 


Tomando o logaiitmo natural, obtemos 


y = ln(.v 4- \/v - + 1 ) ou arc senh x = ín(x + \/v 2 + 1) 


► ExemploS 


ure senh I = ín(l + V1 2 + 1) = In(I + %/2) ^ 0.8814 


arc tch í - 



-i" 


1 + ; 

I - ? 


- in 3 « 0,5493 

2 


■ DERIVADAS E INTEGRAIS DE FUNQÓES HIPERBÓLICAS INVERSAS 

() Teorema 4.3.1 pode ser usado para estabeleeer a diferenciabilidade das fun^oes hiperbóli- 
cas inversas (omitiremos os detalhes), e as fórmulas para as derivadas podem ser obtidas do 
Teorema 7.9.4. Por exemplo. 


Mostre que a derivada de arc senh x 
pode também ser obtida tomando 
v - arc senh x e e-ntáo diferenctando 
implicitamente a equacáo x - senti y. 


d 

dx 


d f - 

farc scnh _vj = —fln(..v + yfx 2 + 1)] = 


I 


dx 


vjf + I + 


+ s/x 2 + I 

1 


I + 


JC 


fx 1 + 1 


(x + /v 2 + I )(\/r 2 + I ) \/.v“ + I 


Essc cáleulo leva a duas fórniulas de intcgragáo: a que envolve arc scnh v e uma fórmula 
equívalenie cnvoivendo logariimos: 


/ d v 

- — arc senh x + C — ln(x + \/x 1 + \ ) + C 

/v- + i 


Os dois teoremas a seguir dáo uma lisia das fórmulas de derivagáo e das correspon- 
dentes fórmulas de integragáo para as funqócs hiperbólieas invcrsas. Algumas das provas 
apareeem como exerefeios. 


7.9.5 TEOREMA 


— íárc senh u) 
dx 


(aic cosh u) — 


dis 


yr 


+ U 
] 


2 d\ 
du 


d 1 du 

— (arccotgh n) ^ [u| > I 

dx 1 - u l dx 


dx 

d 

dx 


(arc tgh i() — 


Vif - 1 dx ' 

I du 


u > I 


(arc sech w) = 


du 


1 -- u - dx 


f»i < I 


u vr- f' 

I du 


ü < i( < I 


d_ 1 

dx 

“(arc cossech u) = — _± —. u / 0 

dx | íí3v ', +w 2 dx 
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7.9,6 teorkma Se a > 0, emao 

—— — = arc senli f— ) + C oit ln(« + Ju- + tt 2 ) + C 
•Ja 2 + u 2 Va ' 

/ ci II It 

:. = arc cosh (— ) + C ou ln(n 4- Vit 2 — ü 2 ) + C. u > ü 

v« 2 - o 2 


/ du 
J ü 2 - u 2 


- ) + C, |í/[ < a 


- aic tgh (—) 

ü ” v ü / 

- arc cotgh ( -) 4- C, 
ü w \ü / 

/ dlí 1 , IM I ^ 

/ = —arc sccli — + C 

J u\a 2 - u 2 a lí(l 

í — j¡t¡= = —-arc cossech 
J uVü 2 + u 2 a 


ou —— 1 11 
2ü 


ií > Ü 


a + u 


ü — u 


+ c, 


ou - Iri 

a 


I la + yfa 1 — u- 


u 


+ C, 0 < \u\ < a 


u 

a 


+ C ou - In 

a 


I , /a + \/á 2 + :t 2 


\u\ 


+ C, ti jé 0 


► Exemplo 6 Calcule 


/ 


dx 3 

i x > - 

\/Ax 2 - 9 2 


Soiuqao Seja u — 2x. Assím. du — 2 dx e 

dx \ f 2 dx 


[ dx _ 1 / 2dx 1 [ dlt 
J \ 4x 2 “9 - \/4x 2 “ 9 2 J \/i( 2 — 3 2 


I 


= - arc cosh 
2 


. / u \ I 

sh (j + C = - arc cosh 


+) 


+ C 


Altcrnativanienie, podemos utíli/.ar o equivalente logarítmico de arc eosh (Zt/3), 


arc cosh (~Y^j — ln ( 2A ' + — 9) ™ In 3 


(verílique), e expressar a resposta como 


/ 


dx 


1 


VAx 2 —^ 2 


= - ln(2jr + v'4.v 2 - 9) + C 4 


|/ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7,9 (Verpágina 507para respostas.) 


1 * cosh x =_setih .v ~ 

tgh x =_ 

2, Coinplele a tabela. 



cosh ,V 

senh x 

tgh x 

cotgh x 

scch x 

cossech x 

DOMÍNIO 







IMAÍíHM 








3* As cquat+es param¿trícas 

x - cosh t f y = senh t (-00 < t < +oc) 

represemani o lado direilo de uma curva chamada_ 

Eiirninamio o parámetro, a equagSo dcssa curva é dadá por 


d 

4, — ¡ cosh x \ 
dx 


|tgh.vj = 


dx 


y. j cosh x dx = 
Ighxdx = _ 

6. — [arccoshA'] 
dx 


/ 


— Larc tgh x\ 
dx 


— fsenhá] = 
dx 


j scnh x dx = 


*—■ [arc senh x] = 
dx 
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EXERCÍCIOS 7*9 H Recurso Gráfico [c] CAS 




1 -2 Aproxime a expressáo até quatro casas decimais. 


31 -46 Calcule as integraEs. 


L (a) senh 3 

(d) ai'c senh (-2) 


(b) cosh (-2) 
(e) arc cosEi 3 


2* (a) cossedi(-l ) 
(íl) arc sech ^ 


(b) seoh (ln 2) 
(e) arc coígh 3 


(c) tgh(in4) 

(f) arctgh | 

(e) eotgh 1 

(I) are cossoch (“ \/3) 


3* EnconI rc o vaI or n u méric (> ok aio de cada ex pressao. 
(a) senh (In 3) (b) cosh (—J ii 2) 

(c) tgh (2 In 5) (d) scnh (-3 In 2) 


4* Em cada ptsrtc. rccscrcva a cxprcssao como uma razüo dc po- 
linOmíQS. 

(a) cosh (In x) (b) senh(ln.v) 

(c) tgh (2 ln x) (d) coah(-lrix) 


5, Em eada parte, um valor pam uma das fungdes hiperhdltcas 
é dado em urn poiuo nao-especilicado y,, Use as idemidades 
apropriadas para cncontiar os valores exatos das cineo rcstan* 
tcs funcócs hiperbólicas cm a+ 

(a) senh.v (f =2 (b) C 0 Sh T r [t = ^ (e) lgh,v CJ = | 

6. Obtenha as fómuilas das dei ivadas para cossech a\ seeh _s e 
eotgh ..v das fórmulas de derivagao para senh a\ cosh x c tgh a\ 


7* Obtenha as derivadas de are senh a\ arc eosti v e arc tgh .v dife- 
rcnciando impliciiamente as equagoes jt = scnh y, a - cosh y e 
a' - tgh >\ 



s. 


Use urn CAS paraencomraT a$ deri vadasde arc senhx, arc cosh .v, 
arc tgh a\ arc cotgii a\ arc sech x c arc cossech v c coníirme quc 
seus resultados eslao dc acordo com os do Teorema 7.9.3. 


9-28 Encontre dy/dx. 


9, y = senh (4,v- 8) 


10. v = cosh (a 5 ) 


senh x cosh x dx 


M. / 

33. j v lgh a í 

/.* 


seclr x dx 


h .v dx 


r irv > 

37. / tgh a sech 3 .v dx 

J In 2 

dx 


». / 


yfl +9.V 2 


41. 


43. 


45, 


í/b ( ' <0> 

í dx 

- A sf 1 + 4.V 2 
f in dx 

k 


cosh(Zv - 3) dx 


32. J c 

34, ^ cosscclr (3 a ) c/.v 
36. J cotgir a cossecír xd. 


e x 

38, / — 

Jo e x 

*/ 


In3 „,v —,v 


0 + C 

dx 


—x 


dx 


xfx 2 “2 

sen 0 r/(? 

V' I 4- cos 2 f) 


(A > >f2) 


■S 

f <¡x 

J Av J - 2 

* í 


(a > 5/3) 


7/ 2 4- 1 


fc]47. Para cada uma das Íntcgrais obtidas nos Excrcfcios 31 a 46, use 
um CAS para verificar sua rcsposta. Se a resposta produzida 
pelo CAS nao estiver dc acordo com a sua, mostre que elas sao 
cquívalentes. 


■ 48* Use mn recurso gralico coinputacional para gerar os grálicos 
de senh jc, eosh .v c tgh a\ exprcssando essas fimgoes ein termos 
de e e e \ vSe o recurso gidfico computacionat puder fa/er dire- 
tamente os gráficos daquelas fun^des, gere os gráíieos tamhém 
diretameme. 


tl, y = COtgh (In a') 

13, y = cosséc h (3 /a) 

15. y - V 4 a' + eos h ¿ (5 v) 
17. y tgh" (^/x ) 

19* y - arc senh (i.v) 

21* y - In (arc cosíi.v) 

23. v =-*- 

arc tgh x 

25* y = arc cosh (cosh x) 
27, y = í? c arc Süch ^fx 


12 . 

14. 

16. 

18. 

20 . 


y — ln (tgh 2v) 
y = sech (e^) 
y = senh' (2a) 
y = senh (cos 3v) 
v = arc senh (l/.v) 


22. y - arc cosh (arc senhjr) 
24. y =■ (are cotgh x) 1 

26, y = arc senh (tgh ,v) 

28, y = (I + x arc cossech x) m 


[c]29. Use Lim CAS para encontrar as derivadas do Exemplo 2. Se a 
resposta produzida pelo CAS náo estiver de acordo com a do 
lívro. cntao use idcntidadcs apropríadas para mostrar que elas 
sáo cquivalcntcs, 

030. Para cada uma das dcrivadas obtídas nos Excrcícios 9 a 28. 
use um CAS para veril'icar sua resposta. Se a resposta obtida 
pelo CAS náo esiiver de acordo com a sua. mostre que elas 
sáo equivalentes. 


49. Encontrc a árca dclimitada por y - senh 2x t y = Ü c x = in 3. 

50. Encontrc o vol li me do sól ído gcrado quando a regiáo 1 itnitada 
por y = sech x, y = 0 t x = 0 e x = ln 2 gira em torno do eixo a\ 

51. Enct>ntre o volunie do sólido gcrad o qu m do a regiao 1 imitada 
pt>r y = cosh Zv. y = senh Zv t x — 0 e x — 5 gira em torno do 
eíxo .v. 

[ 52. Aproximc o vaíor positivo da constanle a dc tal modo quc a 
árca cnglobnda por y = cosh ax„ y = 0. x = 0 c x = I seja dc 2 
unidades de área. Expresse sua resposta com pelo menoscinco 
casas deeiinais. 

53. Encontre o comprimento de arco da catenária y = cosh x entre 
x= ü e .v ~ Ln 2. 

54. Encontre o comprimento dc arco da catcmíria y = a eoshúfa) 
entre x = 0 e .v = x , (a, > 0). 

55. Nas pades (a) a f f). encontre os timites e conílrme que estao de 
acordo cotn os gráficos nas Eiguras 7.9.1 e 7.9.6. 

(a) lím senh a (h) hm senh a 

JT —V -\~ y- X —* —50 
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(c) lim tgh.Y 

X —* -h'S.: 


(d) !im tgh.v 


,V —* — W 


(0 Itm arc tgh A' 


(e) lim arc senh \ 

,T “> 


ENFGCANDO CONCEITOS 


S( i- EJtplique como podem ser obtidas as assíntótas para y - tgh x 
u parlir das assinlotas curvii íncas tle y - -cosh x c v = senh v. 

57. Prnvc tp¡e scnh x d uma fungüo par tle x. quc cosh .v é uma 
fun^ao fmpar de x c verilique que Í sso é consistente com os 
gríUicos rtá Figuríi 7,9.1 . 


58-59 Prove as identídadcs. 


58. (n) cosh v + senh — e 

(b) eosh.v“scnh x-e ' 

(c) senh (y + y) = senh .v cosh y + cosh x sctih y 

(d) scnh 2x = 2 senh x cosh x 

(e) cósh (x + y) = cosh x cosh y + senh ,v senh v 
(0 cosh 2x = cosh : x + se n h" x 

(g) cosh 2x = 2 setrii 2 .v + I 

(h) cosh 2x—2 coslr x - 1 

59, (a) I - tgh" x = sech' .v 


(b) íghiv + y) — 

(c) tsh 2x = 


tgh x + tgh y 
1 + igh x tgh y 
2 trh + 


1 + tglr x 


60, Prove: 

(a) arc cosh x — ln(.v + ■\fx 2 — 1 h x > 1 


1 / 1 + .v 

{h) arc tgh .t = - In í —- 

2 \ 1 — .v 


— I < x < 1 


61, Use o Exercfcio 60 para obter as í órmuias de doriva^uo para 
arc cosh x e are tgh _v. 


62. Prove: 

arc sech x = arc cosh ( Ux) T 
arc cotgh x = are tgh ( l/.v), 
arc cosscch x - arc senh (l/.v), 

63, L j se o Exerc íc i o 62 para ex p rcssa r a j megra I 

du 


0 < x < \ 

i*i >i 

X 5£ Ü 


/ 


I - i/ 2 

totalmenie em termos dc arc tgh. 


64* Mostre qne 

(a) —[arc secli |.t|] = 
dx 


1 


Xy /1 “ .V 2 

(b) — [aro cossech |_v] ] = - 


dx 


x 


s / 1 


+ .V 2 


65. Ein cada parte, eneonuc o iimite 

1 '1 
(n) lím (arc cosh .v — In.v) (t>) ]iní -— 

X —* -t-x x -> -+■>- 

66 . U sc a s de rivadas pr i m e i ra e segunda pa ra moslrar qu e o grá li co 
de y = arc tgh x d sempre crescente e tem um ponto de inllexao 
na orígem. 


67. As fÓTmulas de intcgiaq:ao para 1 / \fu- — a 2 noTeorema 7.9.6 
silo válidas para u >a. Mostre que a furmtila a seguíré válida 
para u < -a\ 



— - nrc cosh 



+ C 


ou 


ln 



+ C 


68. 

69. 


Mostre que (senh T v + cosh .v)" = senh na + cosh nx. 


Mostre que 



2 senh m 
i 


7Í). Um cabo cstá suspenso entre dois postes conforme a Figura 
7.9,2. Suponha que a equagao dacurva fonnada pelo cabo seja 
y = a coshixfa), onde a é uma constante positiva. Suponha que 
as coordenadas x dos pontos de suporte sao.v = - b e + = b, sen- 
do b > 0, 

(a) Mostre que o compiímemo de arco L do cabo é dado por 

L ~ 2 ü senh — 
a 

(b) Mostie que a tlexa .S’ (distancia vertical enlne o ponto mais 
alto e o nsais baixo ao longo do eabo) é dada por 

b 

$ — a cosh - “ a 
a 


Ti-72 Rsies exe.rcfcios mferem-se ao cabo suspenso deserito no 
Exercícío 70. 


FC7I.Supondo que os postes estejam a 400 pés de distancia e que 
a flecha no cabo seja de 30 pés, apmxitne o comprímento do 
cabo aproxiinandoúr. Expresse sua resposta íinal até o décimo 
dc pé maís próximo. [Sitgesíáo: Fa^a primeiro u = 20ü/í?.J 

K 72, Supondo que o cabo tenha 120 pés de comprimento e que os 
postes estejam a 100 pés de distancia, aproxime a ñeeha no 
cabo aproximando a. Exprcsse sua resposta linal até o décitno 
de pd mais próximo. [Sugestáo: Faga prímciro u - SÜ/a.] 

f- 73,0 projcto do Gateway Arch em St. Louis, MissouiL foi da- 
borado pelo arquitcto Ecro Saarinan c implcmcntado usando 
eis equagóes forneddas peto Dr Hannskarl Badel. Asequa^ócs 
usadas para curva central do areo foram 

y = 693,8597 - 68,7672 cosh (0,0100333*} pés 
para x cntre -299,2239 e 299.2239, 

(a) Use um recurso computacíonal para fazer o grálico da cur- 
va cenlral do aico, 

(b) Encomre o cüinpriinento da eurva central com quatro ca- 
sas dcdmaLs. 

(c) Para quais valores de x a atlura do arco é IÜÜ pés? Arre- 
donde sua resposta para quatro casas decimais. 

(d) Aprox i ine até o grau 3 nais próx i mo o angu lo agudü que a re (a 
taneente á curva centra! fa/. coin o solo no fmal do areo. 

■n.- 

74. Suponha que um tubo oeo gire eom uma veloeidade angular 
constante de to rad/s em torno de um eixo horizontal cm uni 
extremo do tubo, conforme a figura a seguir Suponha que 
um objeto desH/c scm atrito dentro do tubo, enquanto o tubo 
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esiiver girando. Seja r a di.slündn do objeto ao ponto pivo no 
instivnte í ¿ 0 c suponha quc, quando t - 0. o objcto estcja cm 
repouso c r = 0, Podc-sc inostrar que. sc o rubo cstivcr na hüTÍ~ 
zontal cm 1 — 0c girando conformc a fieuríi* cntao 

■ur 

g 

r — —-[senh(ü>/) - sen(ü>r)] 

duranie o período em que o objeto esiiver no tubo, Suponha que 
/ esteja em $egundo$ ? r e m metros, g = 9,8 m/$" e cy — 2 rad/s. 

(a) Kk ú o gráfico dc r vcrsu.s i para 0 < t < i. 

(b) Supondo que o íubo tonha um compritnento dc í m, 
aproxtmadamente quamo tempo o objeto levará para 
atingii o 11 nal do lubo? 

(e) Use o resultado de (h) para aproximar drkh, no momento 
em quc o objcto alingtr o fim do tubo. 


Figurá Kx-74 

75, A figtira at> lado mostra tnna pe$$oa puxando uttv bnrco por uina 
coi da dc comprimcnto a amarrada na proa c andando na bci- 
rada de um cais, Supondo que a eorda esleja sempre tangente 
a curva tmgada pela proa, entao essa curva. que é ehantada de 
fractriz, tcm a propnedade de que o segmento da rela langertle 



entre ela e o eixo v tern comprimento constante a, Pode-se pro- 
var que a eqiiaqho dcssa tractriz ú 

v — a arc $ech — — \/ a 2 3 — x 2 
a 

(a) Mostre que, para mover a proa do barco até um ponto ú; r v), 
a fxtssoa predsa andar uma distáncja de 

D — a arc sccli — 

a 

da origem. 

(b) Se a corda tiver um comprinienio de 15 m, quanio a jxssoa 
prccisam andar a partir da origcm, para trazer o barco a 10 in 
do cais? Arredondc sua icsposla para duas casas decimais, 

(c) Encontre a distáncia pereorrida pda proa ao longo da 
tractriz, quando ela se move de sua posigao intcial para 
um ponto que está a 5 m do caí$. 



iniciaí 


Cais 


Fígura Ex-75 


\/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 7.9 


e x + € ' X C x — € 1 € X € * 
~2 ’ 2 * e x 4- e~ x 



eosh V 

senh x 

tgh v 

cotgh v 

$eoh x 

cossech .v 

LXJMÍNíO 

(—30, +'>j) 

(„ 00 , + 00 ) 

( — co, + 00 ) 

(-■kj, ü) u (0, + 03 ) 

(„co. - 1 - 00 ) 

(- 00 , 0) u (0, +«>} 

IMACiKM 

| l, +m) 

("W, +00) 

(-1,1) 

(„ 00 , -1) u ( 1, +«j) 

co, 1 1 

(- 00 . ()} u (0. +™) 


a ^ m j- n 1 ■? ^ ^ ^ ,, 

3. hiperbole imitária; x~ - v" - 1 4, $enh ,v; eOsh x; seeh",v 5. $enh x + C; cosh x + C; I n (cosh ,v) + C 

1 J I 


6, 


kT 2 - i ’ Vi +-t 2 ’ I - x 2 


EXERCÍCIOS DE REVISÁO DO CAPfTULO 


1* Desereva o mélodo do laliamento para encontrar volumes c 
iise-ü para dcdu/Jr urna fdrmuía integral para obter volumes 
pelo métododos dtscos. 

2, Enuncte uma ldrmula integral para encontrar um volume pelo 
método das camadas ciffndrieas e use somas de Riemann para 
derivar a fórmula dada, 

3, En Lmc ie li ina fórinu la í n tegraI pai a e ncon trar o compri me n lo dc 
areo de uma eurva Eisa v = f(x) acima dc oitt jiuervalo [a, £j e 
use somas de Ríemann p:tra dcrivar a fdrmula dada. 


4* Enuncte uma Jormula inlcgraí para o trabalho W reali/ado por 
uma for^a variável F{ \) aplicada na díre^'áo e no scntido de 
movimento de uin objeto qtie se desloca de x - a para x - h e 
use somas de Riemann para derivar a fúrmula dada, 

5, Enuncie uma Jdrmula tnlegral para a forqa fltiida Fexercida 
sobre utna supcrfíde plana vemcalmcnte submersa em um tlui- 
do de peso especffico p c usc somas dc Rtemann para deiivar a 
fórmula dada. 

ü. Seja R a regiSo no primeiro quadrante deümitada por y — r v", 
y — 2 + ,v e x — 0- Em cada parte„ moiHe, mas tido cakirfe, 
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uina irttegral ülí uina sonia de Eniegrais que resolva o pmbiema. 

(a) Encomrc a árca dc R por i niegragíio cm relagao a x. 

(b) Eiicomre a árca de /í por i megracao em rdágao a v. 

(c) Encon i rc o vo I unie do sólido geratlo quando R g i ra em t or- 
no do eixo a, poi integra^üo em relagáo a .t. 

(d) Ene on ire o vo I ume do sól ido gerado qLiando R g i ra e it 1 lor- 
no do eixo a. por Íntegracao em rdacao a _v. 

(e) Encomrc o volume do sdlido gerado quando R gira em tor- 
no do eixo y\ por integragao em relaíáo a .v. 

(0 Encontre o volumc dó sóliclo gerado qnando R giríi cm tor- 
no do cixo v, por íntcgragáo em relatjáo a y. 

(g) Encomrc o volume do sdlido gerado quando R gira cin tor- 
no &<\ reta v = —X por integraqáo em rcla?ao a ,v. 

(h) Encontre o volunte do sólido gerado qnando R gira em tor- 
no da reta x — 5. por iritegrayao em relacao a x. 

7. (a) Estabelcga urna soma dc integrais delinidas qne reprcsen- 
to a árca tonil cntre as curvas y = /(.v) c v = gí.v) na íigura 
abaixo. 

(b) Encomre a área total dcíi mitada por y = r e y = x no inter- 
valo l-l; 2], 



y 


Pígura Ex-7 


8 + A íigura abaixo mostra ns curvas velocidadc versus tempo para 
tlois carms movendo-se ao longo de Lima pisia reta, conteíando 
no mesmo ponto e acelerando a partír do repouso, 

(a) Qual é a distílncia emre os carros após 60 s? 

(b) Qual é a distáncia enlre os carros após T segundos. sendo 
0 < T< óf)? 



Figura Ex-8 


9, Sej a R a regíáo e ngl obada pe I as curvas y = x 1 + 4. y - t e o eixo 
y. Encontrc c calculc uma integral delinida qtic rcprcsente o 
volume do sólido obtido quando R gira em tomo do cíxo a. 

10, Uma boIa dc futcboI americano tcm o tormato do sólido gera- 
do pela revoluqáo da regiáo delírnitada cntre o eixo ,v e a pa- 
rúbola y = 4/?(,v 2 W 4 L 2 )/L^ , cm torno do eixo x* Encontre 
scu volume. 

11. Encontre o volume do sólido cuja basc é a rcgiáo ddimitada 
pelas curvas y = fx e r = 1 f*Jx para I < x <4 e cujas 
setj-óes transversais perpendiculares ao eixo a sao quadrados, 





15. 









Consídere a regiSo englobada por y - arc sen y = 0 e x = 1. 
Montc, mas náo caicnle. uma intcgral que rcprcscmc o volume 
do solido oblido qutindo a rcgifiogira cth torno docixoxusandü 

(a) discos; (b) cantadas cilíndricas, 

Encontre o comprimeiuo de arco no segundo qnadrante da cur- 
va x m + = 4 de a = -8 a j = -!. 

Seja C a cuiva v = e enire a = 0 e x = ]n 10. Em cada parie. 
monte. mas nao calcuíe, uma integral que resolva o probíema. 

(a) Encon ire o comprí mc nto dc arco dc C i n tcgran do cm rc- 
las'áo a x . 

(b) Enc on tre o compri inc n to de arc o dc C in tegrando em re- 
lagio a y. 

Encontre a área da suporfície obtida quando a curva y = 
— x* 9 < x < I ó gira em torno do cixo x. 

Seja C a curva 27,v - y = 0 cntrc y = 0 e y = 2, Em cada partc. 
monte, tnas náo caiaihc uma intcgral ou somas dc integrais 
que rcsolvam o prablema. 

(a) Encont i c a área da su pci l'ícic gcrada qu ando C g i ra em tor- 
no do cixo x por imegraqáo em relagáo ,v. 

(b) Eneonire a áiea da supcríTcie gerada quando í7 gira em tor- 
no do eixo y poi íntegraqáo em relagáo a v. 

(c) Enc ont re a área da supei lTci c gcrada qu ando C g i ra em to r- 
no da reta y = -2 por integragao em relacáo a y. 

Usc o gráíico dc/abaíxo para eneotitrai' o valor módio de/no 
intervalo ÍO, 10]. 



Figura Ex-17 


Encontte o valor mcdio de- f(x) = & e x acima do interva- 

lo [ín i. In 2]. 

Considerc o sólido obtido quando a rcgiáo englobada por 
v - sec .v, x — 0, x - nfZ e y - 0 gira em torno do eixo x, En- 
contre o valtrr mtídio da área de uma segáo transversal desse 
sólido tomada perpcndicularmente ao eíxox'. 

Scja/uma íiingáo Hsa no intervalo [¿i, h\. Mostre que a taxa de 
varjaijáo média de / sobre jb, /?j é igual ao vakií médio de f 
sobre [íu b\. 

(a) Unia nutlaexerce uma for^a de 0,5 N qiumdo estieada 0,25 m 
além dc scu comprimento naiural. Snpndo aplieável a lei de 
Hooke, qual tbi o trabalho icalizado para eslicar a mola até 
csse comprimcnto? 

(b) Com 25 J de irabalho, qual ú a distáncia que podemos esti- 
car a moia aldm de seu comprimeino rtatural'? 

Um barco está ancorado de tal ibrma que a áncora está 150 pés 
abaixo &¿ superffcie da água, O pcso da áneora na água é de 
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2000 Ib e 'i coirenie pesa 30 Ih/pé, Qual é o trabaliio necessáiio 
para levantar a áneoia atc a superfíeie? 

23. Em cada parte, monle, mas ndo calcnle y uitria integtal que nesol- 
va o prohlema. 

(a) Enconire á íbrga cpie um fiuido exerce sobre o Jado de 
uma caixa que tem base quadrada eom 3 m de .lado c esiá 
cheia aic uma proñmdidade de I ni com líquido de pcso 
espccífieo p N/m 

(b) E ncon í re a forga e xe rci da por u m 1 íq u Ed o d c peso cs pec íl'i - 
co p ib/pé sobre a superffeie da placa vcitieal mostrada na 
pane (a) da Figura Ex-23. 

(c) Enconire a forga cxercida sobre utn dique parahólico na 
parte (h) da Figura Ex-23, quando a água se estende atd o 
topo do dique. 




Figura Ex-23 

24, Mosire que> para qualquer valoi da constanle ct, a fungao y = 
senh (íí.v) satisfa/ a equagao v" = a"y. 

25. Em cuda parie t prove a ídciUidade 

(a) cosh 3.v = 4cosh ' ,v - 3 cosli ,v 

(b) cosb jx = y|(cosh,r + 1) 

(é) scnh j.x — ±y^(cosh.v ~ 3 ) 











G 


• ji 

f t o 



u 


Assim como é fácií encoti- 
irár a íU féf em iaí de uma 
cértá quanüdade, é difícif 
encontrar a imegral de itma 
diferen chd. Mais do <]ue 
isso„ cís vezc’S ftern podcmos 
dizer com certezo se a in~ 
tegral de itma quamidade 
pade ou naa ser encontrada. 

—Johíinii Beritoiülí 

Maiemáíico 


PRINCIPIOS DO CALCULO 

DE INTEGRAIS 


m capítuios anterior&s» obtlvemos muitas íórmulas básícas do integra<;ao imedía* 
tamente a partir das correspondentes fórmuias de díferencia^áo, Por exemplo, 
sabendo que a derivada de sen x é cos x t fomos capazes de deduzir que a integral 
de cos x é sen jr. Subseqüenterrieníe, expandimos nosso repertório de integraQáo através 
da íntroduqlo do métotío de substituicáo o. Esse método possibilitou integrar muitas fun- 
qóes, através da transformaqio de integrandos nio-conhecidos em conhecídos. Porém, 
só a substituiqao u náo é suficlente para dar conta da grande variedade de integrais que 
surgem nas apiicaqoes. Logo» técnicas de integraqáo adicionais sao ainda necessárias. 
Neste capítulo, discutíremos algumas dessas técnicas e fbrneceremos um procedimento 
mais sistemático de abondagem de integrais nao-conhecidas, Abcrdaremos mais aproxi- 
macóes numéricas de integrais definidas e exploraremos a Idéia de integraqaoem inter- 
valos infínHos. 


Koto: O contorno de algunts cstadios é eliptico. Veja-se y por exemplo y o teto aparentemente flutuante do eomplexo 
esportiro Stade de France (ao norte de Paris, Franga, onde o Brasil perdeu a final da Copa do Mundo de 1998f 
Encúntraro comprimenío de uma elipse envoíve íécnicas de integragáo numériea introduzidas neste capítuío. 


8.1 UMA VISÁO GERAL DOS MÉTODOS DE INTEGRAQÁO 


Nesta segao daremos uma visao geral dos métodos para o cálcuío de integrais efaremos uma 
revisdo das fónnutas de integraqao discutidas etn seqóes anteriores. 


■ MÉTODOS DE ABQRDAGEM DOS PROBLEMAS DE INTEGRAQÁO 


Há Irés abordagens básieas para o eáleulo de ínlegrais desconhecidas: 


* Tecnologia - Os programas CAS, taís como Mathemaiica, Mapíe e Derive, sáo eapa- 
zes de ealcular integrais extreniamente complicadas, ecada vez mais as calculadoras 
e os computadoresestáo sendo equipados com eles. 


* Tabefas - Antes do desenvolviinento dos programas CA$, os cientisias dependiam 
nuiíto de tabelas paraocálculo das diftceis integrais que surgcm nas aplicaeoes. Tais 
tabelas foram eompiladas por muitos anos, incorporando habilidade e experiénciade 
muitagente, Umadelas ú mostrada nas páginas ínieiaíse iinais deste livro, porenr ta- 
beías mai.s completas apareeem em vários lívros de referéneia, comoo CRC Standard 
Mathematkal Tables and Fonmtlae* CRC Press, Inc tí 2002. 
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Métodns de transforma^áo - Suo métodos para convei ler integnús náo-conhecidas 
cm conhccídas. Olcs incluem suhstituicáo n, manipulagáo aigcbrica do iutegrandoe 
outros méiodos quc discutiremos neste capilulo. 


Nenhum tiesses trés mélodos é perfeito; por exemplo, os programas CAS freqiiememenie 
eneontram integrais quc nao sao cupu 7 .cs de integrare produzem rcspostas que sáo s ás vezes, 
excessivainente complicadas; tabcias náo sáo exaustívas e podem náo incluir uma íntegral dc 
interessc; e os métodos de transforniacáo depcndeni da cngenbosidade hamana, que pode náo 
scr adcquada a prohlemas dilíccis. 

Nestc capítulo JocaÜ/aremos os rnétodos de transforma^áo e as tabclas; assirn, náo 
será necessário ter imi CAS. Porém, se o leitor dispuser de um, poderá usá-lo para coníirmar 
os resuliados dos exemplos, e há exercícios quc sáo elaborados para ser resolvidos com um 
CAS. Portanto, se o Íeitor dispuser de um CAS, deve lembrar que muitos dos algoritmos que 
ele usa cstáo baseados nos métodos quc discutircmos aqui, c uma comprecnsáo dcsscs mcto- 
dos irá ajudá-lo a usar scu recurso tecnológico de uma maneira mais informada. 


■ UMA REVISÁO DAS FÓRMULAS DE INTEGRApÁO 

A scguir, utna lista das intcgraís hásicas quc cncontramos atc aqui: 

CONSTANTES, POTÉNCIAS E EXPONENCIAIS 


1. I du = ii 4- C 2. j a du = a j du — 

3* f id du = —-¿ + C, r jé -1 4* / — = In |«| + C 

/ r +1 J u 

5. I e“ du = e" 


= au + C 


+ C 


FUNCÓES TRIGONOMETRICAS 


/ h“ du = — + €, b > 0. h =¿ I 
J I nh 


7. 

j scn u du = — cos h + C 

3* 

/ 

cos u du = sen u + C 

9. ( 

1 see 2 u du = tg fí + C 

10* 

/ 

eossec 3 // du = — cotg u + C 

‘ L j 

j scc u tg u du — scc u + C 

12* 

/ 

cosscc u cotg u du = — eosscc // + C 

13* ^ 

1 tg U dti — - 111 | CGS u j + C 

14. 

/ 

cotg u du = ln |sen //1 + C 

FUNCÓES HIPERBÓLICAS 




l5 * 

j senh u du ~ cosh u + C 


16. 

J cosli udu = senh íí + C 

17* 

/ scclr u du = tgh u + C 


18* 

/ cosscch u du = — cotgh // + C 


19* j scch u tgh u du = — scch u + C 20* j cosscch u cotgh udu = —cossech u + C 

FUNgÓES ALGÉBRICAS (a > 0) 

f du u 

21. / . = ai c sen - + C 

j v'++7 « 

/’ íhl ! , « , ^ 

J a 2 + u 2 a ü 


(l«l < &) 
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23. 

24. 

25. 

26 . 

27. 



/ du 1 

/ — ..- ■ =: — arc sec 

J u \f u 2 — er ü 


u 

a 


+ C 


f du 

J Ta^TÜ 

f du 

J y/ir — a 2 
f dtí 

J 


— ln(fí -f - y U" —1— £7 “) -f- C 


= In 


I 


+ C 


1 2a ln 


f du 1 

/ — 7 . — = ““ 1*1 

J u \f a" “ ic a 


u + \f tt 2 - a 1 
a + u 

+ C 

a — u 

a + \Ur — ir 


u 


í = -- i '" 
j Uyfa 2 + ic a 


a + yV + ir 


u 


(0 < a < |íí|) 


(0 < a < |h|) 


+ C (0 < [íí | < á) 

+ C 


A F6rmufa 25 é uma generalizagáo de um resuílaüo do Teorema 7.9.6. Os leiteres que náo estüdaram a Segáo 
7.9 podem, por enquanto, ignorar as Fórmufas 24-2S, já que neste capitulo desenvolveremos outros métodos 
para sua obtenQáo. 


EXERCÍCÍOS DE COMPREENSÁO 8.1 {Verpágina 513para mspostas) 


1. LJ sc manipul 5 c s algi+ri cas e ( sc neeessurí o) u nm $u bs t í t u 3 ■ 
^ao íí para imegrar a íunfao. 

+ I 


<a) 

(b) 

(c) 

(d) 


f-, 

n 

*f¥ 


dx — 


+ I 

v + I 


dx = 


x 2 + 1 


dx- 


J xe*' fíX dx 


2. Use identidades trigünometrieas e (se necessário) uma substi 
tuí^fio u pai-a integrar a fungao. 


(a) / — - dx 

J eossoc x 

»>/ 


eos : A' 


dx = 


(c) 


Cd) 


I (coig 2 x + 1 )dx = 

(— 

J sec x 


dx = 


+ tg x 
3. Integre a fLincáo. 


(a) 

(b) 


/vT^ 


I d x 
T+l dx = 


(c) (sen* x cíís x + scn a cos ' x ) dx 

I 


(d) 


h 


x + e~ x ) 2 


dx = 


EXERCICIOS 8.1 


1. J{4 - 2xf dx 

3. /,, 

5 'f 


sec(.i+) dx 
sert 3.v 


2 + cos 3 a j 


substitui^ao » apropriada c 

1 . 

/ e x senli(í v ) dx 

8 - 

se^So, 


l 

/■ 



9 , 

/ sex? x dx 

10 . 

2 . / 3 v 4 + 2 a dx J 

r f ^ 

11 . 

1 eos" 5 a sen ¿/a 

12 . 

4 - j 4 V Lg(A “ ) f/.V J 

t f 1 

13 . 

f £ ff v 

14 . 

<J ' i -- a a 

J 9 + 4 a 2 


> + e lK 


sec(ín X ) Lg{lll X ) 


f- 

■f^ 

2 f COS rV 

J sen x \/sen 2 


dx 


dx 


A' + 1 


r e wig.t 

. / "■ —, ■■ 

/ 1 +AT 2 
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,s - /7 


.t — 1 I 


- I 


/_v 

'&mk 

■l 

dx 

18. 


.7. [ ^ 

J V-v 

f dx 

19. / —_ ■ > 

i ^/73^ 

“■ / see(sen $) tg(sen í?) cos 0 dO 


7" 

7 


+ ]) coig(r 2 + 2 x)dx 
dx 


r v(In,v)- 


cosscdr(2/.v) 


„ f cossech" 

2i - y— 

23 * / # 
•/ 


í/,V 


22 . f* 

J CT- 


-4 

v) 


24. I C ° S(ln V 


25 


27 


yr 


26. 


J senhi 


dx 

nh(A-- |/2 ) 


3/2 




/_í_ 

J cosscc(.v 2 ) 
29. / r v4-^JA- 


í/.V 


28. f - .7—. 

/ v ,y 4 — tf 2 '' 
30. /2 w á* 


í/.í 


ENFOCANDO CONCEITOS 


31 * (n) Ca lc u le a i nteg ral f sc n v cos x dx u sa ndo a s u bs imi i ■ 
^ao u = sen a\ 


(b) Calculc a integral f scn ,v cos .v J.v usando a idetitida- 
dc sen 2.v = 2 scn .v cos x. 

(c) Expüque por quc as rcspostus de (a) e (b) sao consis- 
temcs. 


32. (a) l)edu/a a ídentidade 

secir x 

-7— ~ sech 2.v 

1 + tgh" .r 

(b) Use o l esultado de (a) para ealcular / sech x dx. 

(c) Deduza a identidade 


sech _v — 


2e x 

e 2 * + I 


(d) Use o resultado de (e) para calcular / seeli ,v dx. 

(c) Expliquc por que as rcspostas dc (h) c (d) sao consis- 
tcntes. 


h 13. (á) Deduza a idemidade 

see ; x 1 

(vx scn.vcos.v 

(b) Üse a ideniidade sen 2v = 2 sen x cos x junto com o 
resultado de (a) para calcular f cosscca dx. 

(c) tise a identidade cos.v ~ sen [ (tt/ 2) — x] junto com o 
resultado dc (a) para calcular / scc x dx. 


✓ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 8.1 

I- (a) x + ln [a| + C (b) x + lu |jc + 1 j + C (c) \n(x : + 1) + arc tg x + C (d) — + C 2. (a) -cos x + C (b) Ig x + C 
(c) —cotg x + C (d) In {I + scn x) + C 3. (a) | (x — 1 + C (b) ^e 2í+I + C (c) \ sen 2 v + C (d) ^ tgh T v + C 


8.2 INTEGRAQÁO POR PARTES 


Néstü serdo discudiémos uma técnica de mtegm^ño que é, éssenciaímente, o formuktrao 
para antiderivadas dafonmda para derivagao do produto de duasfuti^des. 


■ A REGRA DO PRODUTO E A INTEGRAQAO POR PARTES 

Nosso objetivo principal ncsta secao é dcsenvolvcr um mctodo gcral para atacar integrais 
do tipo 

f(x)g(x)dx 


/ 


Como um primeiro passo ? seja G(x) uma amiderivada quaíqaer de g(x). Nesse caso. lemos 
G' (x ) — g (_v) e, portanto, a regra do produío para derÍvar/(.v)G(.v) pode sei escrita como 

d 


dx 


{f(x)G(x)] = f(x)g(x) + f(x)G(x) 


(1) 


jsso iinpiica quv f(x)G(x} é unm antiderivada da tuuqao do ludo direito de (I), de modo que 
podemos expressar (I) em foriTia inlegral por 


/ 


íf(x)g(x) + f'(x)Ci(x)}íi.\- - f(x)G(x ) 
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Übserve que H no Exemplo 1, omitimos 
a constanle de inlegragáo quando 
calculamos v a partir de dv. Se tivés- 
semos incluido urna consiante de iiv 
tegragao, ela acabaria sendo jogada 
fora. tsso sempre ocorre com a inte- 
gragáo por partes [ExercEcio 62 (b)], de 
modo que é comum omitir a consfan* 
te nessa etapa das contas, Contudo, 
exEstem cerios casos em que a esco- 
3ha intefigente de uim constante de 
iE^tegraíáo para juniar a v pocte $Em- 
püfÉcar o cálculo de fv dtt (Exercícios 
63 á 65), 


Eletue á irnegraqao no Exempfo 1 
usando a Fórmuia [2). 


ou t equivaleutemeute, por 

f fix)g(x)dx - /(x)C(x) - f f'(x)C(x) dx 


( 2 ) 


Essa fórniula nos permite imegrar/ú)£U) integrandü, em vezdisso, f f {x)G(x), e em muitos 
casos o resultado líquido c substituir urna integml difícil por outm mais fácil. A aplicaqao 
dessa fórmula e denominada integraqáo por partes. 

Na prática. costumamos recscrever (2) tomando 

u = f(x), dit — f'(x)dx 

v = G(x), dv = G\x } dx = j?(v) í/x 

Isso dá a formula^áo alternaliva seguiiile de (2): 


I n dv = itv — j vdu 


(3) 


► Exemplo 1 Use integra^áo por paríes paracalcular f xcoqxíÍx 


/' 


Sí>/«fao Aplicaremos a Fórmula (3). O primeiro passo é escolher u e dv para colocar a 
integial iu> formalo f tt dv- Tomamos 

¡t -x e dv-co&xdx 

(Outras possíbilidadcs seráo consideradas maís adíanie.) C> segundo passo 6 calcular du a 
partir de u e v a partir de dv. Obiernos 

dit = dx e v = j dv = J cos x dx — sen x 

O terceiro passo c aplicar a Fórmula (3), Obtemos 


/ 


x co Qxdx — x scn x— I scnjr dx 


tll f 


+ 


U dlt 

— T v sen x — (— cos jc) + C = jc scn ,v + cos a* + C < 


■ GUIA DE INTEGRApÁO POR PARTES 

O objctívo principal da integragáo por partes é escolher w c dv para obter uma nova intcgral 
que é mais fácil de calcular do que a originaf E;m geraf náo hú tegras imediatas e precisas para 
isso; c uma questáo dc cxpcricncia, que provem dc niuita prática, Uma estratégia que gcraU 
mcntc funcionac cscolhcr u c dv dc tal modo quc u fiquc "rnais símplcs” ao dcrivai; cnquanto 
dv seja fácil dc integrar para obter v. Assim, para a íntcgral fx cos x dx do Exemplo I, ambos 
os objetivos foram alcangados tomando it =■ x e dv = cos x dx, No entanto, u = cos a náo tcria 
sido uma boa eseolha naquele exemplo, pois duidx = -sen x náo é mais simples do que u. De 
fato, se tivéssemos escolhido 


u ~ cos x 


d v — ,v dx 


du = — sen x dx 


cntáo lerfamos obtido 


/ 2 f y2 

xco&xdx = “ COS.V — / s 

2 J 2 


/ 2 

xdx = Y 


2 í 

. , X 1 

sen x)dx = “Cos.v + - 
2 2 




sen x dx 


Para essa escolha de tt c dc dv, a integral nova é t na verdade, uté mais complicada do que a 
intcgral originaf 
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O rnétodo LIATE foi diSCUtÉdO no ar- 
ttgo “A Technique for Iniegration by 
Parls", de Herben Kasube. puülicado 
na American Mathematical Monthly, 
Vol 90, 19S3, p. 210-211. 


Existe unia outra estrutégia útil para escolher w e dv, que pode ser apücada quando o 
integrando 6 um produto de duas fungoes de categorias d'tsiintm da Itsta 

Logarltmíca t trigonométrica Invcrsa, Algébrica, Trigonometrica, Exporcncial 

Nesse caso, cüstumamos ter sucesso tomando tt como uma funcao cuja categoria ocorre 
antes na lista c dv como o resto do inlegrando. O acronimo LIATE ajuda a lembrar cssa 
Oi'dem. O método nao funciona seinprc t mas o hastante para scr útil, 

Observe, por exemplo, que o imegrando no Exemplo I consiste no pioduto da íunqfiü 
aígéhrica x e da fungño trigonométrica cos v. Assim, o método LIATE sugcre que dcveríamos 
tomar í/-re dv = cos xdx, que já vimos ter sido uma escolha correta. 


► Exemplo2 Calcule j xe x dx. 

Solugao Ncsse caso, o iniegrando é o produlo da lunqao algébrica x com a funqao expo- 
nencial e\ De acordo com LIATE, devertatnos tomar 


u ~ x e d v — e x dx 


dc modo quc 


dtl = d\ C V 


-/ 


e dx — e 


Assim, por (3), 

J xe K dx = j u dv — uv — j 


vdu=xe* 


f 


e x dx = xe ' — e* + C < 


► Exemplo3 Caícule j ínxdx. 

Soltigao Uma cscolha c tomar a — I c dv - In x dx> Mas, com tal cscolha, cncontrar v 6 
equívalente a calcular j' In x dx t c nada foi conseguido. Portanto, a única cscolha ra/oávcl 
c tomar 


u — )nx 

I 

dtt = — dx 
x 


d v — dx 


i! = j dx = x 


Com essa escolha, scguc por (3) que 

J In .v dx — j udv = uv — J v du — x ln x — j dx — x\nx— xd-C < 


■ INTEGRAQÁO POR PARTES REPETIDA 

Ás vezes é necessário usar a íntegragao por partes mais de uma vez no mesmo probíema. 


Í x 


► Exemplo 4 Catcule / x 2 e’ ' dx. 


Sotugao Sejam 


u = xx t dv — e dx* du — 2xdx. 


V= J 


e~ x dx = 


—e 


. -X 
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de modo quc f por (3)* 


j x~e x dx — J ií dv — uv — J vdu 

2 (-e - x ) - J -éT a (2a-) 


= A“( —i 


= - A-V' + 2 / A-í“ v tlx 


/ 


(4) 


A üllima inlcgral (5 parocida com a original, exccio que irocamos x 2 por x* Mais unia 
intcgragao por partes aplicada a fxe~ x dx completará o problema, Sejani 

dc modo í.|uc 

I xe~ x dx — x(—e~ x ) — J —e~ x d.x — —xe~ x H- j e~ x dx — -xe~ x — e~ x + C 
Finalmeiue, subsikuindo isso na últíma linha de (4), ohtemos 


!* 1 


= - (x 2 + 2a + 2)e~ x + C < 


O método LIATE sugcrc que as intcgraís do tipo 


J c <lx sen hx dx e j e (tx co? 


eos bx dx 


possam ser calculadas tomando u - scn bxou u = cos hx c dv = e <LX dx. Coniudo, isso requer 
uma tccnicaque merece atengáo cspccial. 

► Exemplo 5 Caicule J e x cosxdx. 

Soíugao Sejain 


u — cos a T dv — e x dx, du — — scn xdx 


v = J e x dx — 


, \■ 


Assi m. 


I e x ctis .v dx — J u dv — u v — j v du — e x cos+ j e x sen x dx 


(5) 


Como o imegrartdo fe x sonxdx é de um tipo parecido com a inlegral originai fe x cos a dx t 
pareee que nada foi alcangado. Comudo, integremos essa nova integral por partes. Sejam 


íí = sen x* dv = e dx. dn = cos .xdx 


, v = fsd x = e 


Assim, 


I e A sen x dx = J udv = uv 


— J vdu — e x scn x — J e x c 


** cosxdx 


iunto eom a Equacáo <5), isso dá 

I e x cos x dx = e x cos .v + e x sen a j - J e x 


x cos x dx 


( 6 ) 
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que é uma equagao quc pode ser resolvida para u integral desconhedda, Obtemos 


e, portanto, 


2 


I e x cos a' dx — e x cos x + e x scn x 


*+« - 


Outras inlornria^ües sübre integra- 
gáo tabulada podem ser encontradas 
nos arligos ‘Tabular Entegration by 
Parts", de Davld Horowitz, pubüeado 
no Coftege Mathemaiicaf Joumaí, 
Vol. 21, 1990, p. 307-311, eT/loreon 
Tabuiar Integration by ParEs", de Le- 
onard Gillman, pubiicado no Coffege 
Mathematica! Joumaf Vol. 22, 1991, 
p. 407-410, 


■ UM MÉTODQTABULADO PARA INTEGRAQAO POR PARTES REPETIDA 

As inlegrais do lipo 

I p(x) f(x)dx 

em que p(x) é urn polindmio» podciii, as vc/.cs, .scr calculadas u.sando iiucgracao por 
parles rcpctída, em que it e tomado, cm cada etapa, corno sentlo p(x) ou uma dc suas 
derivadas. Coma du é calculada denvando m, a derivaqao repetida de p(x) vai aeabar re- 
suliando em 0, quando alcanqamos um problema de imegragao símpliñcado. lirn mciodo 
conveniente para organizar as contas em duas colunas é chamado iníegragáo por partes 
íabidada. 


Integragao por Partes Tabulada 

Passo 1 Derive p{jr) repetidamente até obter 0 e liste os resultados na primeira coluna. 

Passo 2 Integrc^A') repctidamentc e iístc os resuliados na segunda coluna. 

Passo 3 Trace uma scta desde cada entrada da prímcira coluna para a entrada uma Jinha 
abaixo na segunda coluna. 

Passo 4 Identífique as setas com sinais + e - alternadamente, comegando com +. 

Passo 5 Para cada seta, f'onue o produto das expressoes nos extremos iiiicial e final da 
scta e muUiplique-o por +1 ou -1, dc acordo com o sina! na seta. Somando esses 
resultados, obtemos o valor da integral 


Esse piocesso esta ilustmdo na Figura 8.2.1 para a integral j(x 2 — .v) cos x dx. 


OhKIVACAO 

KHE ] i-;rmA 


INTtUKAOV) 

KKPhmOA 

,v 2 - .v 


L'OS X 

2jc-1 ^ 

— 

* seiiA 

2 ^ 

+ 

-cos X 

0 


-scn x 



x ) cos x dx - ix 1 - x) sen x + (2x - i) cosjt - 2 scn x + C 


= f.v 5 - x - 2) st;n ..r + (2i - I) eos x + C 


l'igura S.2.E 
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► Exemplo 6 Nú B?tcmplo I I da Sc^ao6.3 calculam os Jx 2 \Jx — ] dx usando unia subs- 
tituí^ño it. Calcule essa ímegml usando imegragüo por paries labulada. 


Soluqao 


lí F ■ 1 ’l 111 > A 


IN'I hUkACÁO 
kiaaaiDA 


+ 

(.v - l) 1/2 

2x ^ 

— 


2 

+■ 


0 


J-( v _ 1)7/2 
K)5 l 1J 


O resültado obüdo rto Exernpfo 6 
parece bem diferente do obtido no 
ÉxempEo 11 da Segáo S.a.Wlosíre que 
as duas respostas sáo equtvaEentes. 


Assim T segue que 



h 2 {x - i ) 


3/2 _ S 


f-y^X- l) í/2 +-^(.í- 1 )"- + C 


16 


(7/2 


■ INTEGRAQÁO POR PARTES PARA INTEGRAIS DEFINIDAS 


Para íntegi ais deliníclas. a fórmula coi respondeme a (3) é 




É imiporranle nao esquecer que as variáveis u e v nessa fórmula sáo íungoes de x e que os limiles de inlegragao 
em (7) sáo íimites sobre as variáveis x. Ás vezes, é útil enfatizar isso escrevendo (7) como 



ü próxítno cxemplo ilustra como a integragao por partes pode ser usada para integrar as 
funcoes trigonométricas ínversas. 


► Exemplo 7 Calculc 


;ule / arc tg 

Jo 


lü x dx . 


Soluvao Sejam 


u — arc t£ v, d v = dx. du = 


I -f x 2 


dx , v = x 


Assim, 


/ arc ig xdx = I u dv = uv\ — I vdu 

J o J o J o Jo 



Mas 


loao 


f [ 

f arc 

Jq 


tg x dx = x arc íg x 


r 

f' 

Jo 

Jo 1 

f' 

2x 

lo 

1 +JV-2 

l 1 

- i Jn 2 


- 0 

2 


x 


I 


dx 


f l = l f [ J^d x = \\n{í+x 2 )] =Un 2 

/o I 2 Jq 1 -j-x 2 Jo 2 


=G-°)-^ 2 =í- 1 ^ 
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■ FÓRMULAS DE REDUQÁO 

A integracao por partes pode ser usada para obxcr férmulas de reduqao para iiitegrais. 
Essas lórmulas exprcssam uma intcgral com uma potencia dc uma fungao cm termos dc 
uma iniegral que cnvolvc uma poténcia mais haixa daquelá fungao* Por exemplo, SC n 
For um inteiro positivo c n > 2, entao a integragílo por partes pode scr usada para ohter as 
lormulas de redugSo 

/ sen rr x dx — —- sen JJ " 1 x cos x + ™— 

n n 


f „ 1 n - 

I cos x dx — — cos x sen x H - 

J n n 




Para ilustrar como essas fórmulas sao obtidas, vanios dcduzir (10). Comcgamos porcsercvcr 
cos rJ x como cos' ” 1 x • cos .r e fazer 


u = cos w-[ 


dv = cos x dx 
du = (>í — L) cos" ^ -2 x (— sen x ) dx v — sen x 
= — (n “ í ) cos" - ' 2 x scn x dx 


de modo quc 

J cos rt x dx — I eo+ 


x eos x dx = 


— ct>s ,r 6 x sen; 


J u d v = u v — j* v d i 
icn .v + (n — 1) J seir x eo+" 2 x dx 


= cos ; ' 1 x sen x + (n — 1) / ( 1 — cos 2 x) ct)S JÍ 2 x dx 


= cos ;r [ x sen x + (n — 1) 


/ 

/co»-’ 


A J dx — (7Í — 1) 


l COS ll A 




Transpondo o último termo para o lado esqucrdo, obtemos 


n J cos fl x í/x = eos" 1 x sen x + (n — 1) J eo+ 2 x dx 

da qunl segue (10). A dcdugao da fórmula de redugilo (9) e análoga (Exercícío 57). 

As fórmulas de redugao (9) e (10) dimmuem o expoente dc seno (ou cosscno) em 2. 
Assim, se as fórmulas forem ap 1 ícad as repetidamenle, o expoenie pode fmalmeme ficar ígual 
a 0 se // í'or par ou l se n l’or impar, c nesse ponLo a integragáo pode ser eompletada. Vamos 
discuíir esse mélodo com mais delalhes na próxima segao. Por ora, daremos um exemplo de 
como funcionam as fórmuias de redugao. 


;iilc J 


► Exempio 8 Caíeule / cos 4 x dx 


Soluqdó A partir de (IÜ), com n = 4, 


J eos 4 X dx = | COS 3 X sen X + ^ / COS 2 X dx | Agóra apticanJo < ]p> óótii H = 2 
= | eos 4 .v scn x + ^ (| cos x sen x + \ f dx) 


— ¿ co+ x scn x + \ c os x scn x + |x + C * 
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EXERCÍCÍOS DE COMPREENSÁO 8.2 (Verpágma 522para respostas.) 


L (a) Se G (-V) = g(A),entáo 

f(x)g(x)dx = fix)G{x) - 


f 


(h) Se u —fix) e v - G(x} f emáo a lórmula do (a) podo scr cscri- 
ta na fomiá J u d v — . 

2. Enctnnire cscolhas apropriadas de u e de dv para a imegragao 
por paríes de cada imegraL N3o calciile a iníegral. 


w /* 


in x dx : m — 




(b) 


j (x — 2) son x dx; u = 


.s r/o = 


:) / arc 

»/v? 


c sen A r dx ; u — 


dv — 


r dx: it = 


d lí = 


3 . Use i n tcgrac áo por partes para cai c u I ar a i ntcgiaI, 
(a) J xe lx dx (b) j Ih(a — \}dx 


■t/6 

(c) I Asen3 xdx 


*> / 


4* L'sc a fórmnla de redupao para calcular 


I serv nlv. 


EXERCÍCIOS 8.2 



L J xe 2x ó 

3. í x 2 e x (Ia 
5. I x sc 


’■ f*‘‘ 


scn Uv í/ v 


cosa ¿Lv 


9, ¡ x I n .v dx 


f- 

IL j (ln x) 2 dx 
LV / 


ln(3x — 2) dx 


15. / arc sen x d x 


7 


‘7 arc tg (3 a ) dx 

19, / e x sen x dx 


'■ í' 


21, / é scn bx d x 


■•/ 

a / 


23, / sen(liiA)í/A 


25, / a se<r a Ja 


'•/ 

■ /- v ' 


'■/ 

!- /.v-, 

'/ 




r/A 


Jf cos 2.V £"/a' 


8, j x 2 sen a í/a 
■■/ ln a í/a 


10 


12 


J.v 


f In x 

' / r 

r / ln(A" + 4) í/a 
“■/ arc cos (2_v) dx 
1$. / a arc ig a Ja 
j 1 e ix cos Zxdx 


20 


22. / e '7c n59dd 


■~f 


*/ cos(ln .r) dx 

26. J xig 2 xdx 


2S 


•/ 


AC 


{-*+ 7 


dx 


29, f\xe 2 *dx 

J o 

r. 


—5,V 


Ja 


v“ In a Ja 


a 


arc sec 


«. / 

m - / 

37. í 

20 

39. J 'Jx í 


ln(A + 2) dx 


30. f xe 

Jo 

32. f i ^dx 
34. f 

J o 


■/3/2 




36. 


!> 


arc sen a dx 


arc scc x dx 


a sen 2x dx 


r arc Ig Va Ja 


3R. / 
Jo 

40. f 

J o 


(x + A cos a) dx 


ln(.v 4 + I) Ja 


4L Em cada ttein, calcule a integral fazendo uma substltuígao u e, 
dcpois. intcgrando por partes. 


(a) J e^dx 


(b) 


J cos ^/v dx 


42. Prove quc a intcgi agáo por partes tabuiada dá a resposta cor- 
l eta para 


/ 


p(x)q(x)dx 


quando p(x) é um potin&mio qimdnitico qualquer e q(x) é qual- 
quer funqáo quo possaser iníegrada repetidamente. 



• f°”‘ - 

. I 4.v 4 sen 2. 


x + 2)e d a 


44. / (a + x + I) sen x dx 


d' 
. 


v + 1 d x 


47. Calcule a íntegral ¡ sen a cos a dx usando 

(a) iiitegragáo por partes (b) a subsiimi^áo u = scn a 
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48. CíiI cu it; a i 11 tegral 


L 


X 


dx 


*o VPT 

d&ando 

{ a) i ntegragüo por piiric s 
(b) a sübsdtuígáo u = Va 2 + I 

49* (a) Énconüc a área da rcgiao dclimitada por v ~ ln x, a rcta 
x= e c o eixo a, 

(b) Bncontre o volume do sólido gerado qinindo a rcgiüo do 
item (a) gira em torno do cixox 

50. Encoiure a área d¡t rcgiao entrc v — x sen x e v — a para 
0<.v < jt/2. 

51* Encoíiirc o volumc do sólido gerado quando a regiao cntre 
v = sen x c y = 0 |iíira 0 < .v < rr gira em iorno do eixo y. 

52. C nc on t re o vo I u rne do só I i d o gc rad o qua n do a reg í ao ] i m itada 
por v = cos x e y — 0 para 0 < x < tt/ 2 gira em tomo río eixo v t 

53. l.Jnia partfeula se movc ao longo do eixox com uiua fuagáo 
vcloeídadc u(/) =/ J scn /* Quño longe viajaa partículado tcm- 
po i = 0 a í = .t? 


54, O esuido das ondas dc denles de serra cni Engenharia déli ica 
leva a integrais da forma 

vt/í'J 

t sen(Ar/U) dt 

' — 71/<0 

onde (' e urn intciro e o> e uma eonstantc nao-nula, Calculc a 
íntegraL 


/ 


55* Use a fórmula de redu^ño (9) para calcular 

p rjr/2 

(a) j sen 4 .v dx (b) J $m s xdx 


56* Usc a fórmula de reduqáo (10) para calcular 

(a) / cos J xdx (b) j cos 6 .v dx 


I cos^ 

hf 

57. Dcdu/ia a fórmula dc reduvao (9). 

58. Em cada item, u$c a integragao por partes ou outros métodos 
pata dedtizir a tórmula de rcdugao. 

f „ , scc" - ^ x ,v n-2 f „_J 

I sec .v dx = -1-/ sec 

J u “ l n — l J 


(a) 


(b) 


(c) 


u “ 1 n — l 

jt—1 

■ : x dx 


x dx 


j tg" X dx = J|—i - j tg" 
j x n e s dx = x”e x -n j x'"'e' : d 


59-60 LKe as fórmulas dc redugáü do Exercfdo 58 para cateular 

as integrais. 



59. (a) J tg 4 x dx 

(b) J sec 4 x dx 

(c) j x 3 e* dx 

60. (a) j ,v V ' dx 

J 

(b) f i 
J 0 

ie ^ dx 


[Sugesiflo: Faea primciro uma subsiittiígao/ 


61* Seja / uma fungño euja derivada segunda é coiuínua cm [—1, I ]. 
Mostre que 


/ 


xflx) dx = /(I) + /'(- Í) - /(!) + /(-1) 


ENFOCAHDO CONCEITOS 


62. (a) Ka íntegral / a eos.vf/.v* sejani 

W = JC, í/u = cosxr/v, 

í/h — r/.v f y = sen .v + C\ 

Mostrc que a eonstante C : C cancelada, dc modo que 
obtcmos a mcsma solti^ao sc omitírmos C v 

(h) Moslre qnc cm geráI vaic 


«v-f V 


dtt = íj(u + C|) — / (u + C\)du 


/■ 


dc modo quc c justificável a omissáo da constante de 
integra^áo ao calcular u na integragáo por partes. 

63. Calcule j ]n(x + 1 )dx u$andoimegrag3opor partes. Sím- 
plilique o cálculo dc J vdu introduzindo a constante de 
i ntegraeao = 1 quando passar de dv para v. 

64. Calcule j ln(3,v — 2) dx usando integraeáo por partes. 
Símplíliqüeocálculode / vdu introduzindoaconslantede 
integragao C| = — \ quando passar de dv para v. Comparc 
a solugao obiida eom a resposta do Exercício [ 3, 

65. Calcule j x arc tg a: dx usando imegmgao por partes. Sim- 
pliíique o eálculo de f vdu introduzindo a constame de 
integraqáo C\ = \ quando passar de dv para v. 

66. Qual é a equaeáo quc resulta se apücarmos integragao por 
partes á integtal 

f~L 

J x In x 

com as cscdhas 


dx 


H — 


ln x 


e dv = - dx? 
x 


Em quc sentido essa equa^áo e válida? Em quc senttdo é 
falsa? 

67. Lembre* do Teorema 4.3,2 e tla diseussáo que o precede, 
quc, se f f {x) > 0, entáo a funtjáo / é erescente c tcm uma 
inversa. 0 propósito das pancs (a), (b) c (c) desie problema 
é moslrar t|ue* se essa condi^So estiver satisfeita e se /' for 
contfnna, entáo a integral defmida dc / -l pode ser expressa 
em termos de uma inteeraí defmida de f, 

*r 6 

(a) Use a i n tegra^ao po r part es para most rar que 

í /(-v) dx = bf(b) - af(a) - f xf'(x) dx 

J a Ja 

(b) Use o resuliado de (a) para mostrar que* sc v = /(.r), 
entáo 

/ f(x ) dx = bf(b) - af{a) - I f~ l (y) dy 
Ja J fUi) 
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(c) Moslre qiae, se í+ermos a = fUt) e ft = f(b) T emao o 


íntegra^Oes. 

restikado de (b) poderá ser escrito como 


f 1/2 fTTj'ii 

ffi ff-'w j 


(a) / arc sen .v dx = i arc sen ( 4 ) — / sen,v dx 

/ f - 1 (,r) dx = pf-Hfl) - af-Hu) - / fU)dx 


Jo " Jo 



fd f 2 

68* Em ciida paric, lesc o resutiado do Excrcício 67 para cb- 


(b) / In x dx = (le 2 — e) — / e x dx 

ter a equa^áo e conlmne que e!a eslá correta fazendo trs 


Je Ji 


^ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 8.2 

I. (a) j f\x)G{x)dx (b)uu— j vdu 2. (a> In .v, .v dx (b> .i- ~ 2; sen xii.x (cj arc sen .v; d.\ (d) .v; - dx 

í. (a) ^ e 1 ' + C (b) (a - I )ln (.v - 1) - ,v + C' (c) ¿ 4. — ¿ scn" x cos x — | cos x + C 

8.3 INTEGRAIS TRIGONOMÉTRICAS 


Na segao anteriot, ohtivemos fómndas de rediiQüo para integrar poténcim inteiras positivas 
de seno t cosseno, tangente e secante , Nesta segcío mostraremas como trahalhar com 
essas fórmulas de redttgao e discutiremos métodos para mtegrar outros üpos de integrais 
en i 'oí veiido fttngdes o'igonométric.a .v. 


■ INTEGRAQÁO OE POTENCIAS DE SENO E COSSENO 

Corncyarnos rccordando as l'órmalas dc reduyao que oblivemos na scyao amerior. 


f .. i „ , n — \ 

f sen x dx — — scn .v Cos x H - 

J n » J 

f sen" 2 xdx 


f cos fl x dx — - cos fl 1 .v sen x + / 

J n n J 

tíos ' 1 - 2 X dx 


(I) 


( 2 ) 


No caso cm que n = 2, cssas fórmulas sao 

J scn z xdx ~ — ¿scn x cosx + \ J dx ~ \x - ¿ S en,vcos,v + C 

I cos 2 .í dx — ¿ cos x scn jt + ¿ J dx ~ ¿v + ¿ scn.( cos ,v + C 


0 ) 


(4) 


Podeinos obter formas alternativas para essas fórmulas de iníegracao usando as idcnii 
dades tri aonométricas. 


sen+v = ~(I — cos 2 .v) £ cos" x = i (1 + cos 2 .r) 


(5 6 ) 


que provém das fóimulas para o ángulo duplo 


cos 2x = I - 2 sen x e cos 2 .v = 2 cos“ x - I 


issas idemidades dáo lugar a 


j sen" x dx ~ { j* (I 
j cos 2 x dx — | j \ 


cos 2x) dx = \x — 4 scn 2x + C 


xdx = 5 / (1 + eos 2 v) dx = + 2 sen 2.v + C 


(7) 


( 8 ) 
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Observe que as aruiderivadas uas Fdrmulas (3) e (4) envolvcm ambos os senos e cossenos, 
enquanto aqudas em (7) c (8) só envolvem seuos. Porcm, a aparcme diserepáncia e íácil dc 
ser resolvida pcía ideniidade 

sen 2.v = 2 sen v eos x 


para reescrever (7) e (.8) nas iormas (3) e (4) t ou reciprocamente, 

No caso em quc n = 3, as iórniulas de redugáo para iníegraqáo de sen .r e cos r sao 

j sen'' ,t dx — —{ sen 2 x cos x 4- \ J sen x dx = — | sen 2 x cos x — -j cosx + C (9) 
/co,’^. r = icc, 5 »xsc„, + f/„ SÍ J J : = jc<«^«:„ J + | Se „.« + C (10) 


Se quísermos, a Fórmula (9) pode scr expressa só cm tennos de cossenos, usando a icienti- 
dade sen" T v - l - cos'jc* e a Fórmula (10) pode ser expressa só em termos de senos, usando a 

-Tl 

idemidade cos" v r= 1 - sen" «v, Deixamos a cargo do leiloi conñrmar quc 


DOP/íÍNIO DATECNGLOGEA 


Na rntegra^áo de mh ? a- e <x>s x, o Ma~ 
pte produ^ as FórmuEas (11) e (12), 
mas o Matbematfca produz 

j SCH' J ' X íÍX — — J cos X 

+ Yj cos Xx + C 

J cos' 1 xdx — | scn x 

+ -p? sen 3x + C 

Use ¡derilícfades rrigononnéiricas 
para conciliar o$ repufiados dos dois 
prografnas. 


/«„’,,(, = tc«’,-co s , + C 
/ co s ’, í/, = ,cn , — j sco’, + C 


(! 1 ) 


(! 2 ) 


Deixaremos como exercício as (ormuias o seguir, que podem ser obiida.s aplicando as 
tórmulas de redugao e, eni seguida, usando identidades irigonométricas apropriadas. 



scn 4 x dx — |,v - j sen 2.v + ^ scn 4x + C 
cos 4 x dx — + j scn 2.v + sen 4x + C 


( 12 ) 

(14) 



Figura 8.3*1 


► Exempío 1 Enconlre o volume V do sólido obtido quando ú regiáo sob □ curvú y = scn x 
nt> íntcrvak) [0, ir] gira em torno do eíxojt (Figura 8,34 )„ 

Sofui'GO Usando o metodo dos discos, a Fórmula (5) da Scqáo 7.2 c a Fórmula (13) acima, 
obiemos 

fn T 

V = I jt sen 4 .v dx — tt [ ^ .v — ^ sen 2.v + T sen 4x ] 0 = | M 

l/ü 

■ iNTEGRAQÁO DE PRODUTOS DE SENOS E COSSENOS 

Se m c n sáo inteíros posirivos, cmáo a integral 


pode scr calculada por um dos ircs proccdímcntos dados na Tabcla 8,3,1, dcpcndcndo dc m c 
n Serem par ou ímpar. 


► Exemplo 2 Calcule 
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Tahela 83,1 

J sen m cos íf v í/v 

PfíOCIrlMMHNTO 

IDl X EIOAnHS kKl.hVANTHS 

;? ímpar 

* Sepai^ uin falor de cos x 

* Aplique a ideutidade rele\ ; antc 

* Fa^a a sub&tituigao tt = sen x 

cos 2 a = i - scir 1 .v 

jh ímpar 

* Separe um faior dc sen v 

* Apliquea idcntidudc relovante 

* Faga a substituigao u = cos x 

íj “Th 

sen^ jc= 3 - cos ¿ r v 

fm par 

1 /í par 

* Usc a ident idadc rdcvante para 
redn/tr ás potOncÍáS de Sen a e eós j,- 

fscn-x = /(i - ecs 2x) 
,_cos- -V = - (1 + cos 2x) 


Solugao íti) 


Como n = 5 é ímpar, utilízainos o primeiro procedimento na Tabela 8.3. J 



sen 4 A' 



= !« s - f« 7 + y + c 

c --y ■n 1^1 

= ^ seir x — ^ sen .r + ¿ sen + C 


So/wfáto (/;) Como ik = n = 4 ,sao expoentes pares, ulÍlizamo& o tereeiro procedimento na 
Tahela 8.3.1: 



se.n 4 x cos 4 x dx — 


(scrr jf) 2 (cos 2 x) 2 dx 


=f 

= ^[ 1 — cos 2x})~ (|[1 + cos 2x ])“ dx 

= “ I (1 - cos 2 2x) 2 dx 
j sen 4 2j 


X 

16 


2x dx 


Moic qiK 1 : ¡ s+o |MKlcserí>bi¡dí> msiis difóCEi- 
íiicnLc ctu imcgL'iiJ oneinal, usnndo <i ídcuti- 
tlatlf sen \ efts .v — t 2x 


“/ 


scn 4 u d u 



= Tt (ii ,f — 7 sen 2it + sen 4») + C 


l r 6rmu]a í 13} 


\2& X 138 Seí1 1024 


1 


sen 8t + C ^ 
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Iniegrais du forma 

I scn mx cos nx dx< j scn m.v scn nx dx T J cosmxcosnx dx 

podum scrcncorUradas tisandoas idcnlidadcs trígonomctricas 

scn a cos fi = 3 fscn (a - fi) + scn (o + 


scn oí scii /3 ~ | [cos (a - ft) “ cos (or + /í)j 


j scn 7,v cos 


► Exemplo3 Calcule / scn lx Cós 3 -Ví/x. 

Usando (16), ohlcmos 

J sen 7.v cos 3x dx = k J ÍO-0 ^ v = 


05) 


(16) 

07) 


cos cr cos /3 = | [cos (a - /J} + eos (cv + /í) ¡ (18) 

para exprcssar o intcgrando como uma soma ou 11 ma diferenca de scnos c cosscnos. 


—| cos 4.v — ^ cos I Ojc + C < 


M INTEGRAQÁO DE POTÉNCIAS DETANGENTE E DE SECANTE 

Os procedimemos para Írucgragao de poténcias de tangeme e secante seguein paralelamente 
os de seno e cosseno. A ideia é usar as seguintes fórnmlas de redugao (as quais forani dedu- 
zidas no Exercícto 58 da Scgao 8.2) para reduzir o expoente do integrando até que a iuíegral 
resLiltante possa scr calculada: 

J tgp dx = ^ _ | - j tg ÍJ “ 2 a dx (19) 


/ A . scc n 2 Xtgx n — 2 f n —2 , 

I scc' x dx — -— H-/ sec' ¿ x dx 

j n— I n - 1 J 


( 20 ) 


No caso em que n for tmpar, o expoente pode ser reduzido a i, nos dcixando eom 0 
problema de intcgrar tg x ou scc .v, Essas imegrais sao dadas por 



/ 


sec x dx = In |sec x + tg x | + C 


( 21 ) 


( 22 ) 


A bórmula (21) pode ser oblida cscrcvcndo-se 

f j f sen A , 

/ tg a ax — I - -dx 

J J cos.v 

— — ln |cos.v| + C 


u = íos x 

iíu - -Stcl ,t iix 


— ln | scc .v f + C 



Para obicr a Fórmula (22), cscrcvcmos 


J scc x dx — J scc x 


sec x + tg x 

SCC JV + tEÍ.V 


dx — 


/ SCC" X + SCC X tg X 

————— dx 

SCC X + L n X 


= I n | sec x + tg jc | + C 


it = SLf .í + ty x 
dii — ('vjc- .t + VLL l .1. ig .1 > tíx 
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As seyuintys imegraís básieas ocoiTem freqüeniemenie, e valem a pena destacar; 


/ ,s 

/ 


Ifi " A í7_\ — ig A — A 4- C 


see 2 a J v = ig a + C 


( 23 ) 


(24) 


A Fórmtila (24) já é nossa conhecída, uma vez que a derivada de tg a é scc a. A Fórmula (23) 
pode ser ohlida aplicando-se a lórmula de retluQáo (19), com n — 2 (verilique), ou, aliernali- 
vamente, usando-se a identidade 

1 +tg"A = sec"A 

para escrever 

I tg' a dx = J (sec 2 a - 1 ) dx = tg x —x + C 


As fórmulas 



(25) 


J see^ x dx — ~ sec x tg x + 2 in |sec x + tg x j + C 


(26) 


podcm scr deduzidas dc (21) e (22) e das fórmulas de redugáo (19) c (20), da segtiinte maneira: 
j tg 1 x d.x ~ 2 tg 2 x — J tg x dx — 2 lg 2 x — In |sec x \ + C 




/• 


x d x — k scc x tg a + i / sec x dx — ~ sec x tg x + ™ In | sec jc + tg x + C 


■ INTEGRAÍpÁO DE PRODUTOS DETANGENTES E DE SECANTES 

Se m e n sáo inteíros positivos, entao a imegral 

pode ser ealculada por um dos trfis procedimemos dados na Tahela 8.3.2, dependendo de m e 
n serem pares ou ímpares. 


Tabda 83,2 

j tg írí a see w x dx 

PROC:R]>IMhNTl> 

] tSKNTI1 >AJ>J -S Rhl .KVA Si' KS 

n par 

* Scpare um fator de sec 2 _v 

* Aplique a idemidade relevame 

* Faqa a substítii+áü u - ig x 

sec 2 x = ig 2 x + 1 

m ímpar 

• Scparc u rii rEiior de scc x tg x 

• AplEque a idemidadc rdevantc 

• Fa^a i\ substítuitjáo u — sec x 

tg 2 x = sce 2 x — ] 

í iii píir 
!, n fmpar 

* Use a identídade relevame para reduzir 

o integrando a poténcias somente de sec x 

* Agora usc a fórtuula de redu^üo 
para poténeías tlc see x 

tg- x = SCC 2 .V ” ] 
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Exemplo 4 Caleule 


(a) J tg 2 x se 


■ x sec x dx 


<b) 


J tg ’xsec* 


v dx 


(c) 


j tg 2 A*sec 


a dx 


Sohi{’áo (a) Como n = 4 é píir, utilizaremos o primeiro procedimento na TaheJa 8,3.2: 

J tg 2 x sec 4 x dx — J tg 2 x sec 2 x scc 2 x dx 


— / lii A (lg 2 x + I) sec x dx 


í 

f 




= J u"(u + 1) du 

= -iw 5 + \i Í 3 + C = I a + \ tg 3 JT + C 


Soluqao (h) Como m = 3 é íinpar, utilizaremos o segundo procedimento na Tahela 83,2. 
J igKx see■ x dx = J ig 1 a sec 2 x (sec ,r ig x) dx 

— J (sec 2 x — l) scc 2 a(scc x tg x) dx 

— J ( u 2 — 1 )u 2 du 

— _ í u + c = { sec 3 a ™ ~ sec ' ,r + C 


(c) Como m = 2 é par e /í =1 é ímpar, utilizarcmos o terceiro procedimcnto na 
TabeJa 83.2: 


/ 


lg _ a sec x dx 


— i 


(see - x — I) sec x dx 


-í 

— J sec J a ¿/.v — J sec 


A í/.V 


Vlt (26) c (22} 


= \ sec x tg x + ^ Jn | sec x + tg x | — 1 n j sec x + tg x \ + C 


= 4 sec t tg _v — ^ I n | sec x + tg x i + C 


Com a ajuda da idenüdado 

I + cotg L .v = COSSCC" X 

as técnicas da Tabeta S.3.2 podem 
ser adapiadas paia calcular integrais 
da forma 

j x domc n x <Lx 

Também é possíveí deduzir tórmulas 
de redugáo para poténcias de catan- 
gentes e cossecantes gue sáo análo- 
gas ks Fórmulas (19) e (20). 


■ UM MÉTODO ALTERNATIVO PARA A SNTEGRA<?ÁO DE POTÉNCÍAS DE SENO, 
COSSENO,TANGENTE E SECANTE 


Os mclodos nas Tabelas 8.3.1 c 8,3.2 podem scr aplicadoSj ás vezcs + se m = 0 ou n = 0 para 
integrar poleneias inteiras posilivas de seno, cosseno, langentc e secante, sem fórniul&s de 
redugao. Por exempio, em vez de usar a lórmula de redugSo para integrar sen a, podemos 
aplicar o segundo proeedimenlo na Tahela 83.1: 



sen 3 x ¿Ix = 


í 

/ 


(seir x ) sen x dx 
(I - c os" A)sen xdx 


I (1 “ ir)du 


a i= cos x 
iiu — — scrt x tíx 


= \ u ' — u + C — ^ eos* x “ cosa + C 


que confere com (11), 
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Figu ra 8.3.2 Um s f oo com leílurá 
coiutanie na bússola tEe Nova York 
paia Mo.scou cotno aparccc cm um 
giobo c cm uma projc^lo dc Mcrcator. 


■ O MAPA-MÚNDI DE MERCATOR 

A integral da sec a desempenha um papel importante nos projeios de mapas de navegaqáo 
para traqar cursos náuticos c aeronáuticos. Marinheiros e pilotos geralmcnte mapeiam sclis 
cursos ao longo de caminhos com uma leitura de bussola eonsiante; por exemplo, o curso 
pode sei 30° a noroeste ou 135° a sudesle. Exceto para cursos paralelos ao Equador ou díretos 
para Noite ou SuU um curso com leitura de büssola constante leva a uma espiral cm torno 
da Terra em diregao a uin dos pólos (coíitornie a parte superior da Figura 8.3.2). Em 1569, o 
inatemálieo e geógrato ílamengo Gerhard Krarner (1512-1594) (mais conhecido pclo norne 
latino de Mercaior) inventou um ina|Xt-múndi chamado de projeqño de Mercator, no qual as 
csphais produzidas pela leitura constante da bússola aparecem como Ünhas retas. Isso foi 
extretmimente importante,pois possibilitou aos marinheirosdeterminar uma leitura consíante 
da bússola entre dois pontos simplesmente coneetando-os por uma linha reta sobre ura mapa 
(coino na partc ínferior da Figura 8.3,2). 

Supondo que a Teua seja uma esteru eom raio de 6,500 km f entao as curvas de latitudc 
obtídas com um incrcmento de V sao eqüidistantes umas das outras em cerca dc 114 kin (por 
que?). Porém, na projc^ao de Mercator, as eurvas dc latitude tornam-se mais scparadas em 
dire^ao aos pólos, de forma que duas curvas de latilude ainpiamente espaqadas nas proximí- 
dades do pólo podem estar, na verdade, á mesma distáncia sobre a Terra do que duas curvas 
de laütude a pequena distáncia próximas ao Equador. Pode-se provar que t em um mapa de 
Mercator, noqual a ciirvaequatorial tem comprímento L, a distáncia vertical D, f sobre o mapa 
entre o Equador (latitude 0°) e a curva de latitude />° é 


Dh = 


= — f' 

2tc Jo 


fijiJ ISO 


scc dx 


(27) 


EXERCÍCíOS DÉ COMPREÉNSÁO 8.3 {Verpágina 530para. respostas) 


t. 


Completc cada identidade trigonométrica com unria expressao 
que envolva COS 2v. 

(a) seu 2 r v = __ 

(b) cos- x — _ 

y ■? 

(c) cos a — serT' x —_ 


2* CaJculc a integral. 



3* Use a substíuji^áo indicada para reeserever a ímegral em ier- 
mos de m. Náo eaieule a integral. 


r x dx\ u — cos .v 


(c> 

(d) 


f 1 2 

/ scir cos - 
;) J tg Vvscc 2 xdx ; u — igx 
I tg x see 


.v dx; u = secx 


4, CaleuJe a integral 

(a) J sctr 3.v cos 3x dx = 

(b) j ig : x mc 2 x dx = _ 


(c) 


(d) 


/ 

rtti o 

/ sec2 xdx — 

do 

/ tg 2.v dx — 
Jú 
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EXERCÍCIOS 8.3 


1-52 Calcule a integral 


L 


3, 


5. 


7, 


9. 








2X 

25, 

27, 




33, 

35. 

37. 

39. 

41, 

43. 



/” 


' x son v í/.v 


soir 50 


son' «0 í/0 


/ 

^ sen íva' üós ax dx 
J scrv t cos 3 t dt 
I scrr A' cos 2 x dx 
I sen 2,v cos 3 a í/a 
f senxcos(x/2)dx 

r: r/2 

/ COS 1 A' f/A 

Jo 


f??/3 

/ soiJ 3.v cos 3 3x d: 
Jq 

jf'-T/ó 

/ sen 4.v cos 2 v í/.v 

Jü 

J soc 2 (2a — I) í/.v 

,/ sec4AÍ/ - v 
j ig 2 x$ec 2 xdx 

J tg 4.v sec 4 4 r v dx 

J scc x ig 7, x dx 

J igtsec^tdi 

/ sec 4 j! dx 
f Tg 1 4 -( dx 

f ''&**** 

/ tg" 2_v dx 

h 


2. 

j sen 3 3 \ j cos 3.v dx 

4, 

J cos 2 3_v dx 

6- 

J cos^ at dt 

8. 

J scn^ ,v cos 3 x dx 

10. 

j scn 3 x cos 2 jc dx 

12. 

j setr x Cüs 4 x dx 

14. 

j Síen30cos2 BdB 

16. 

1 cos ’■ f \v sen x dx 

18. 

r n 2 x 2 x , 

i sen 2 C0S 



20. 

/ cos 2 56de 


J m ,T 


Í l7T 

22. 

I sen 2 hx dx 


J 0 

24. 

J tg 5 a dx 

26. 

J cotg 3x dx 

28. 

f scc(Va) 

i ' yr * 

30. 

J tg? jc sec 4 x dx 

32. 

f tg 4 o sec 4 o (18 

34, 

j tg 11 0 sec 9 d9 

36, 

j tg’jcsec *xdx 

38. 

J tg x sec' 1 x dx 

40. 

f seéxdx 

42. 

l tg 4 A dx 

44. 

J tgjrsec * n xdx 


pTT /6 

46. 

/ séc 3 20 tg 2 B dB 


J o 








5íí. 


57. 


5S, 




l 

/ 

/ 


^ A 

tg S “ í/.V 
2 

coig 3 x cossec 3 x dx 
coig ? x dx 


48. 

50, 




1/4 

SOC 7TX Lg JIX dx 

cotg" 3i sec3 tdt 
cossec 4 x dx 


Scjam m c n intciros nao-ncgativos e dístintos, Usc ns Fórmulas 
(16) á (18) pára provar: 


(a) / scn w.t cos/ia c/.v = 0 

'o 


¿jT 

/ s 

f c. 

0 

f- 

/o 


(b) í COS IÍÍA COS HA' f/.v = 0 

/o 

¡ 2jt 

(c) / senmx sennx dx = {} 


Caleule as intcgmis no Exerefeio 53 quando m c n dcnotam o 
mesmo intciro nao-ncgativo. 


Encontre o comprimento de arco da curva v = !n(cos x) acima 
do imerválo |0, jr/4], 

Encontrc o volnme do sólido gerado quarnio a regiao limiiada 
por y = tg a, y = E e jc = 0 gím em lomo do eíxo _r. 

Enconirc o volumc do sóltdo que rcsulta quando a rcgiao limi- 
lada por _v ~ cos x, y - scn a 1 , jc = 0 e ,v = rrf 4 gtra cm tomo do 
cixo ,v. 


A regíao limitada abaixo pelo eixí> x e acima pela parte de 
y = sen x de x — Q&x — ji gira em torno do eixo x. Encontre o 
volume do sói ido resuítantc. 

Use a Fórmuia (27) para mostrar que. se o compiimento da cur- 
va cquatorial em uma projegáo de Mcrcator for cntao a dis- 
tanda vertical />cntreas curvas dc latitudc c /?° do mcsmo 
]¿ido do Equador (ondc & </?) c 

sec/í° + tg fi* 
see cí° + tg ct ° 

Suponha quc o Equador tenha mn comprimento dc 1 00 cm cm 
uma proje^ao dc Mcrcator. iim cada piirtc. use o resultado do 
Exercício 59 pam responder a questao. 

(a) Qual é a disulincia veitical nt> mapa entre t> Equador e a 
curva de latitude 25° Norte? 

(b) Qual 6 a distílncia vcnieal no mapa entre Ncw Orleans, 
Louisiana, a 3ü ü dc laiitude Norte, c Winnepcg. Canadá, a 
50° de latitudc Nortc? 


D — — 3 n 
2 71 


ENFOCANUO CONCEITOS 


61. (a) Mostrcquc 



cossc cxdx = 


— In ¡ cossec x -F cotg.v| + C 


(b) Mostre que o resultado dc (a) tambdtn podc scr escri- 
to como 


j cossec.v dx — ln | cossee a j — eotg a j | + C 
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Jcossecx dz. — ln |ig +C 

62, Recscreva scn x + cos v na lortna 

A scn (x + p) 

e usc seu resulíado junio com o Exercício 61 ptira calcutar 

dx 


/ 


scn.v + cos.v 


63, Use o método do Exercíeio 62 para catcuiar 

dx 


s 


a sen x + b cos x 


(a, b nao ambos nulos) 


64, (a) Use a FOrmula (9) da SegSo 8.2 para mostiar que 

r+2 n _ | fjr/2 

f sen rt + dx — --- / scn w-2 xdx (n > 2) 

Jo « Jo 


(b) Lísc esse resultado para dedü/Jr as fánmdan de Walih 
para o seno : 

-;T " rr 1 ‘ 3 - 5 ■■’(//-* 1) 

2 


/ ff /2 

/ seiL' A' ¿í x — 

J o 

r 

J o 


2 ■ 4 ■ 6 ■ ■ ■ ii 
2-4-6! ■ ■ | /j — ]) 


/ fl par \ 

\ <i>2 ) 


sei/ J A' dx — 

Q 3 ■ 5 ■ 7 ?:■ ■ JI 


( ;e ímpar\ 

} 


65, Usc as fórm li 3 as dc WaI ] i s do Excrc fc io 64 para calcu lar 
(a) 


í 

(c) f 

Jü 


.T /2 



se;i ‘ x dx 

(b) 

f sen 'xdx 



Ji) 

Jíi2 



seir x dx 

(d) 

/ scnxdx 



Ja 


66, Usc a Pórmula (] 0) da Sccao 8.2 c o método do Excrcício 64 
para dedu/ir ás fónmihis de Wtíllis püra cosseno: 

' s/2 - ' '”- r ' / n par \ 

U>2Í 


s: 

L 


„ n I * 3 * 5 * ■ * (ti — l) 

vosxdx = - —— -— 

2 2 * 4 ■ 6 * ■ * n 


2 * 4 e 6 - ■ * (// “ 1) 


Tr/2 

cos^ x dx — ^ 

o 3*5-7 




( i n ínipar\ 
<= > T 


f/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 8.3 


] _ COS 2 [ + CO ü Ú V 

I, (a) “-- — - (b) -— (c) cos 2.i 2. (a) tg x + C (b) tg x - x + C’ (c) ln |sec a + tg v¡ + C’ (d) In |sec .v¡ + C. 1 

3. (a) í u 2 du (I» j (ii 2 - \)u 2 du (c) j u 3 du (d) j Ui 2 - 1 )du 4. (a) ¿ $ciy\x + C (h) |ig 3 .v + C (c) | ln(2 + V5) 
(d) | tn 2 


8.4 SUBSTITUIpÓESTRIGONOMÉTRlCAS 


Nesta sepdo discutiremos um método para calcular integrais coníendo radicais. através dc 
sub$£ihti0e$ envúh eudo fimqdes trigonomén icas. Mosirasemos também como integrais 
contendo poiindmios (fuadráticos podenu <is vezex, scr calculadas completando o quadrado. 


■ O MÉTODO DA SUBSTlTUÍpÁÜTRlGONOMÉTRlCA 

Para comegar, iremos nos ocupar com integrais que contém exprcssoes da forma 

r~i 2 í 2 1 2 i ? 2 

va — Jt , v x ~ + a~, Vx — a~ 

nas qiiais a é timti constaíUe positiva. A idcia basica para o cálculo dessas integrais é fa/.er 
uma subst ituigao p ara .v quc climinc o radical, Por exemplo, para eliminar o radieal da cx- 
pressao y+r — x 7 * podemos fazer a substituigao 


x - a scn 0, —nil < 0 < tt/2 


( 1 ) 


e obscrvar que 


\/¿v” — x~ = \/a 2 “ a 1 serrO = \/¿r (1 “ sen~ 8) 
— as¡ cos" 0 — a\ cos 0\ = a cos $ 


cüsít > 0í|uíu3do -7t/ 2 < tt < 7i/2 


A rcstrigfio sobrc 0 em (I) servc a dois propósitos: possihilita-nos substituir |cos por cos 0 
para símpliíicar os ealculos e tanibém proporciona que a substituigáo possa ser reescriia como 
= arc scn ix/a), se necessário. 
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A r - 2 sen 0 


Figura S.4J 


Exemplo 1 Calcule 


;ule / — 

J r 2 


dx 




Soluqao Para e I i m i nar o radical, f a m i n os a su bsii m i g ao 

x ~ 2 scn 0, dx ~ 2 cos // dtí 

Obtemos» entao; 


/ 53 CT-/ 

-f 


2 cos // í7i9 


(2 sen í/) 2 \/4 — 4 scir 6 

2cos 0 clO 
(2 sen /í)-(2cos//) 


I f c/6? 
4 J scrr 


Í7 


! f , , 

= - / cossec" <9 = 

4/ 


1 


= — 7 eoig 6 4- C 

4 


( 2 ) 


Nesse ponto, complctamos a integmgáo; porém, como a integml onginal estava exprcssa em 
termos de x * 6 desejável também expressar eotg 0 em termos de x. isso pode ser ieito usan- 
do-se idcntidadcs trigonomctricas, mas a cxpressáo também pode sei obtída fa/endo-se a 
substituigao x — 2 sen 0 como sen 0 — x/2. e representando-a geometi ieamente, como ua Piguru 
&A1, da qual obtemos; 

\/4 - x 2 

CütgB — - 


x 


Substilmndo cm (2), temos 


/ 


dx 


! y/4 - x 


■ 2 \/4^x 2 


+ C < 


x 


f A dx 
:ule / -— 

it yljd _ v 2 


► Exemplo2 Caleule r _ 

* V4 - x' 

Soiucao Há duas abordagens possíveis: podemos fazer a substituiqáo na íntegral indeíinida 
(como no Exemplo 1) e, entáo, ealeular a integral deftnida usando os límítes de íntegracáo 
em a; ou podemos fazer a substituiqáo na integral deñnida e eonverter os limites em x nos 
cori'espondcntes limites em 0. 

Mctodo i 

Üsando o rcsultado do Exemplo l t com os limites de imegragáo em x f obtemos 

VS 


/ 


J2 


dx 


1 


i j-V'4 — 


/4 - jc 5 


X 


J I 


1 r Jt>~ 1 

= __ U _V3J = —^— 


Mctodo 2 


A substituí£áo x = 2 sen 0 pode ser expressa eomo x¡2 = sen 0 ou 0= arc scn U'/2); logo, OS 
limitesem # coriesponderctes ai= 1 c x = sÍ2 sáo 

x = 1; 0 = arc scn (1/2) = tt ¡6 

x = \/2: 0 = arc sen (V2 /2) = jt/4 

Ássim, a partirde (2) no Exemplo I, obtemos 



7l Círt *Crt s -^ 1 -'/31 = ^ 


4 


4 
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a v 

h 



Figsura 8.4,2 


* V 


y = dir - x 2 



-a a 

Figura 8.4 3 


OQMÍNIO DATECNOIQGIA 

Se o leiíor dispuser de um recurso 
computacional corn íntegragáo nu- 
mérica, use-o. bern como a Fórmuta 
{3), para aproKimar n com trés casas 
dccFmais. 


► Exemplo 3 Encontre a área da elipse 


t t 

* y 
—+ — = i 
a 


a ' b i 


Soíuqao Como a elipse e simétrica em torno dos cixos, sua área A c 4 vezes a árca no pri- 
mcíro quadraiUe (Figura 8.4.2). Sc resolvermos a cquagáo da clipse para v em teritios dc x, 
obtemos 

v = ±—Va - x~ 


ü 


onde a raiz quadrada positiva dá a equagao da meiade superior. Assim ? a área é dada por 

4 b 


a= 4 

Jü <t 


x-dx = 


Ü 


ívjz 

J 0 


X “ cix 


Para calcuiar cssa integral, vamos fazer a .substituigáo x = a sco 0 (dx = a cos OdO) c convcrtcr 
os limites de integracáo em x para os limites em 0. Uma vez que a substituigáo pode ser ex- 
pressa como 0 - are scn (x/a), os limites de intcgraqáo em 0 sáo 


Dcssc modo, obtemos 


v = 0: 0 = arc sen (0) = 0 
x = a\ 0 = arc sen (I) - tt /2 

±2 


A 


4 b f a -r 4 b f* 2¿ 

— — I va^ — x dx — ~ I acmQ -acosBdO 
n Jo « Jo 

pn/2 j 

= 4 ab / eos 2 4ab f - (1 + cos 20 ) (10 

Jo J o * 


x 


— 2 ab 


I 

0 ± — sen 20 


- jrn 

r rr 

= 2ab 


- 0 

L 2 J 


— TUlh 


No caso especiat em que u - h , a elipse lorna-se um círculo de raio a r e a íórmula da área fica a - j m 2 , con- 
forme esperado, Vale a pena notar que 



uma vez que essa rmtegral represema a área do semicírculo superior (Ftgura 8.4.3}. 



Atc agora, focalizam os o uso da substituigfio .v = a sen 0 para calcular integrais cnvol- 
vendo racücais da l’orma y'V — u 2 . A Tabcla 8.4.3 resume esse método e descreve oulras 
substituigóes desse típo. 


Tabela 8.4.1 

liXPkHSSÁO 





NO INTFjGftANDO 

SL'ÜSTITt .'ICÁO 

kti.suíECÁü soitRi: 0 


SIMPÜI'ICACÁO 

4 a 2 -x 2 

x = ü sen 0 

-vi 2 < 0 £ irí 2 


ü 2 - x 2 = a 1 - a 1 scir 0 = a 1 cos^ Ú 

V r í?“ + x" 

x — a tg Q 

^ttII < 0 < ir /2 


ir + x 1 - á 1 + ü 1 tg- 5 0 - ü 1 sec :: & 

vXZX 

x = a sec 0 

¡ 0<0 < rr/2 (sc.v 

1 '¡¡/2 < 0 < ti (sü j' 

IA IV 

i a 

fc w 

x 2 - a~ — a 1 sec- 0 - a 1 = a 1 tg 2 & 
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► Exemplo 4 Encontre o comprimemo de arco da curva v - a /2 de x — 0 a x - 1 (Figura 
8.4.4). 

Solugáo A partir da Fórmula (4) da Sc^ao 7.4, o comprimento dc arco L da curva c 


4 


L = 

O inLegrando envolve um radical da forma \4v- -+- _v com a — \, Assim, da Tahela 8.4.3, 
iazcmos a substitui^ao 

x = [g 0, -7TÍ2 <0< jt/2 

dx 


dO 


--- sec" 6 ou dx = scc 0 tffi 


Uma vez quc cssa substiruigao podc scr expressa como 9 = arc tg x t os Itmítes de integragao 
cm 0 que corrcspondem aos limitcs cm x t x = 0 c x = 1 sao 

x = 0: 0 = aJC tg 0 = 0 

Jt=l: 0 


aic tg I = jt/4 


Logo, 


‘t/4 


L = 


y 1 1 __ 

/ \/1 + x~ dx = j \/1 4- ig 2 sec 2 9 d0 

J o co 


■t/4 


_ 

/ v/scc 2 O$cc 2 0 dO 
Jü 

/■t/4 

/ |sectf|sec 2 8d0 

J o 


/*jr/4 

Jo 




stcw > 0 prtis -jr/2 í? < t /2 


= [ j stfcfítgé' + 5 ln |sec (9 + tgfí| | 
= L\<2 + \n(V2+ 1)| 1,148 < 


tr/4 

0 


F : órniLiIit í26j 
da St\üü S.3 


- r •/? - 25 

► Exemplo 5 Calcule / - dx> supondo quc x > 5. 


Solttgáo () integrandoenvolve um radical da íorma sfx 2 - a 2 coin a = 5; porianto, usando 
a Tabela 8.4.1, fazemos a substituÍQao 

a j = 5 sec 9, O<0< ití 2 

— = 5 scc tg 0 o u £¿r — 5 sec í? la 0 r/0 


Assim, 


/ 


/v 2 - 25 


f \/75scir' 
J 5 sec 

-/ 


<? -25 


(5 sec 9 tg 0) d$ 


-7 ,s! 

-7 (s “’ 


51 tg 01 

l& ' (5^c0tg0)d9 
5 sec 4 


tg fií > 0 pois ü < ff < jt/2 


0- 1)f/0 = 5 ig 0 - 50 + C 
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V.v 2 - 25 


Para exprcssar a solugao em tcrmos de x¡ vamos repi esentar a substituigao x - 5 see 0, geome- 
tricamente, peio triángulo na Figura 8 + 4,5, do qual obiemos 


tg0 = 


/v 2 - 25 


Disso e do Fato de quc a substituigao pode ser expressa como 0 = arc sec (a/5), obtemos 

/* 2 - 25 


/ 


X 


áx - +4- 25 - 5 arc sec (-) + C 


m INTEGRAIS ENVOLVENDO a>?+bx+c 

As integrais que cnvolveni a expressao quadrática r/++/«+<-, onde <i = 0 c b = o. podcm ser 
freqüentemeníe ealeuladas, prímeiro eompletando o quadrado e, depois, fazendo utna substi- 
tuigíio apropriada. Os exemplos a seguir ilustram essa iücía. 


► Exemplo 6 Calcuíe 


iU '« / ? 


— 4.V 4- 8 


dx< 


Sotugao CompJetando o quadrado, oblemos 


x~-4x + 8 = (x“ - 4.v + 4) + 8 - 4 = íjc- 2)“ + 4 


Assim, a substituigao 


forncce 


/ 


- 4.v + 8 


dx 


u - .v - 2 t du — dx 


í { X -2y-+4 dx í ,r- 


+ 2 


// 


- + 4 

2tt 


= -f- 

2 7 »J 


4 


+ 4 
du + 2 

du + 


+ 4 


du 


Si 


2 + 4 
du 


+ 4 


= ^ ln(ií 2 + 4) + 2 Cj arc tg | + C 


= ^ lnf(.v - 2)~ + 4] + arc tg (~+— I + c 


►- Exemplo 7 Calcule 


f d x 

i j 

J \/ 5 —4 x 


2x 


Soíugao Completando o quadrado, obtemos 


5 - 4x - 2x 2 = 5 - 2(x~ 4 2x) = 5 - 2{x 2 + 2x +1)42 
= 5 — 2(jc + I ) 2 + 2 = 7 ~ 2{x + !) J 
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Assim, 



d x 

\/5 — 4.r — 2x~ 


/ 

/ 


dx 

■Jl - 2(x + l ) 2 


du 

~ 2ir 


u t= .r + ! 

tiü = <l\ 


1 í du 

v/5 J \¡(1 /2) —' /r 

1 / « \ 

- - arc scn i - J + C 

v /2 W 7 T 2 / 

; arc scn \'j2¡l{x + 1)] +C 


Fdrrmjht 21 - Si^íío $.1 
Coitiíí — v / 7/2 




HXERCÍCIOS DE COiyiPREENSÁO 8»4 (Verpágma fesposías.) 


1, Pam cada cxpicssao, dé tima substiuií^ao trígonométrica quc 
elimine o radical. 


(a) V¿? 2 - a j2 

(C) — fí 2 


(b) Ví / 2 + -^ 2 


2* Se .í —2 sec c 0 < S < t/ 2, entao 

(a) sen Ó — --- (b) cosí/ = --- 

(c) tg í/ =- 

3, Em cada panc. cxplicitc a substituiíao Trigonométrica que ten- 
taríamos cm priinoiro lugar para cakulai a integra]. Náo calcu- 
le ñ iiueeral. 


(a) I v 9 -f v 2 dx 

S s 

— 


(b) 

(c) 


— .v 2 dx 


9 x 2 dx 


(dj J Jx 2 :w.v . 
(e) J \Aj + 3 a'- dx 
(0 J yi + (9x) 2 dx 


4. Em cada partc. determi ne a substitui^ao u. 
00 / .<■- - 2.v + io dx = / 


íí = 

(b) / \/x 2 — 6.v + 8 dx — 

u — 

(o) 


/^ 2 — 6a 




í í/íi 


f) J v'l2 - 4.r-.v 2 * = 2 — ii 2 (/ií: 


« = 


EXERCÍCIOS 3.4 [c]CAS 


1-26 

Calcule a integraL 



1L 


p 


■a 


1, 

1 +- í/.v 

\/ 

/l - 4 a" 2 (/.( 

13. 

3, 


4 'l 

" ¿/.V 




-vV9 - -V 2 

15. 

5* 

/ f/.V 

6 ‘ Í 

2 

A ' // v 


/ (4 + .V 2 ) 2 

1/5 + X 2 

17. 

7, 

f Vx2 - 9 dx 

s i 

" dx 

19* 

J Y 

./ 

x 2 \¡'x 1 — 16 

9* 

1 üL* 

J +- A- 2 


jtV5 -x 2 dx 

21, 



12 . 




í/r 


. Í_J 

/ v 2 V^ 

• í —- 

/ 1+2’ 


■ 3 + 25 
dx 


2.v- + .v 4 

f/.V 


/■ 3.v 3 

’ J 

•/ 

■ / 


\/.v 2 — 25 
cos 

V’2 — sen 2 // 




7v? 


(1 “* 2 ) 
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25, 




ENFOCANDO CONCEITOS 


27. A mtegral 



pode ser calculada ou por substituícao rrigonomdtríca ou 

■■j 

pcla siibstímigao tt = + 4. Calculc-a das duas mauciras c 

mostre quc os rcsultados sao equivalemes, 

2Ü. A Ímegral 



podc seroalculada tanto por suhstiluigao trigouometricaquan- 
lo por manipulagao algébñca T reescrevendo o numeradoi do 
imegrando como (x 2 -3- 4) - 4 r Calcule a mtegral de ambas as 
maneiras e moslre que os resuitados obtidos saio equivalentes. 


29, Bnconlre o compiimeTito da curva v = ln x úox~ 3 a x = 2, 

30, Enconlre o comprimemo da curva v=A' de x = 0 a ,v — I. 

31, Enconire a área da superfkíe gerada quando a eurva do Exercf- 
cio 30 gíra em torno do eíxox 


32* E n con tre o vo I u m e d o so I ¡ úo ge i i ado q n a ndo a reg i üo li mi ta- 

y | ,‘4 

da por x - y( I - v“) ' . y = 0, y — 3 e x = 0 gira cm tomo do 
eixo v. 


33-44 Calculc a imcgraL 


33, 




dx 

x 2 - % + 5 
dx 

'Jo -b 2.v — .v" 



37, 


39, 


41* 


43, 


dx 


í- 

j /v 2 - 6x +■ 10 


t 2 +2x + 2 

e' 1 


/ 

/ 


</.v 


2x 2 + 4a 4 7 


dx 


3 tJAx “ x 2 


*■ /; 

40. / 

J \/1 -p ^ * 

42* / —--- í/r 

J 4.v 2 + 4 v + 5 
44. / /v(4 - 


x) í/.v 


45-46 Há uma boa cliance de quc um CAS nao scja eapaz de cal- 
ctilar a integral dada. Se for cssc o caso, fa^a uma substituí^áo de 
forma a obter uma imegral que seu CAS possa calcuiau 


5] 45* j cos x sen xj\ — sét? ~ dx 
Íc]4<í. j{x cos-v + son .v) V 7 ! + .v 2 scn 2 .v í/.v 


ENFOCANDO CONCEITOS 


47. (a) L so a stibstittíiqd# hipcrhólim x - 3 senh it , a ídenüdade 
coslr it — scnlr t( — 1 e o Teorema 7.9.4 para calcular 


/ 


dx 


V-V 2 + 9 


(b) Caíeule a integra! tm (a) usartdo uma substitui^ao tri- 
gonomélrica e mostre que o resuitado confere com o 
obtido ein (a). 

48. Use n substitui^ao hiperbólíca x = cosh u , a identidade 
setilr u — j(cosh2íí -- 1) e os resultados indicados rio 
Exeicício47 para cakular 


/ 


Jx 2 — \ (L\\ x > 1 


V* RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 8.4 


1. (a) x = a sen 0 (b) x = a tg 0 (e) x = a sec/9 
(c) x = l sen 6? (d) x = 3 sec $ (c) x = V3 tg $ (f) 


v/v 2 — 4 2 v/v 2 “ 4 

2. (a) -- (b) - (c) • - - 3* 

x x 2 


x = i tg B 4. (a) x - I (b) x - 3 (c) x + 2 


(a) x = 3 tg B 


(b) .v = 3sen¿9 
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8.5 INTEGRAQÁO DE FUNpÓES RACIONAIS POR FRAQÓES PARCIAIS 


Lembre qite umafimgaó mcionaí é uma mzao de dois polindmios. Nesta se^üo vamos fomecer 
um método geraí pam a integra^ao defunqoes mcionais, haseado ua idéki de decompor uma 
fun^íio racional em uma soma de fun^oes racionais mais simples. epte possam ser integmdas 
pelos métodos esfudados nas se^des cmteriores. 


■ FRAQÓES PARCIAIS 

Em Álgebra, uprende-se como coinbinar duas ou mais fragoes em uma única t usando um 
dcnomiiitadorcomum, Por exemplo, 

2(x + 1) + 3 (jc - 4) 5x - 10 


2 3 

--— H-- 

x — 4 jc + I 


(x -4){x + 1) 


v 2 - 3v - 4 


( 1 ) 


Porem, para os propósitos de Ímegragao, o Íado escjuerdo de (I) é preferfvel ao lado direiio, 
uma vez que cada um dc seus termos é de fácil integragao: 




- 10 


3x 


dx — [ dx + / —— dx — 21n \x — 4| + 3 3n |jc + 11 + C 
J x - 4 J x + 1 


Assítrt, 6 descjávcl teralgum mdltxlo que nos possihililc obtcr o ladocsqucrdo dc (I) a partir 
do lado direilo. Para ílusirar como isso pode ser feiio, comegamos por notar que, no lado es- 
querdo, os numcradores sao constamcs, c os denominadores sao os fatorcs do denomínador 
do lado direiio, Dessa forma, para enconlrar o lado esquerdo de (1) a partír do lado direito, 
devemos fatorar o dcnominador do íado direito c procurar constantcs A e 8 tais que 


- 10 


+ 


B 


f'.r - 4)( r v + I) jc - 4 .v + I 


(2) 


Uma maneira dc encomrar a$ constantcs /\ c B é nnuKíplicar ambos os mcmbros dc (2) por 
(x— 4) (x+ I ), para climinar a fragño. lsso dá kigar a 

5x - I 0 = A(x + I) + B(x - 4) (3) 

Tal relagao é válida para todo x; assim, em particular, é válida para x = 4 e x = “1. Substi- 
tuindo x = 4 em (3), vemos que o segundo termo desaparecc, dando lugar á equagao 10 = 5A 
ou /1 = 2; substituindo x = -1 em (3), vemos que desaparece o primeiro termo da direita e 
resulta a equagao -15 = -5B ou B = 3. SuhstiUnndo esses valores em (2), obtemos 


5x - 10 


2 3 

+ 


(x - 4}(x + I) x - 4 x + 1 


(4) 


o quc esta de acordo com ( 1 ). 

Um segundo método para encontrar as constantcs A t B ú multíplícar o lado dircito dc 
( 3 ) ejuntar as poléncias iguais dex para obtcr 

5x-lQ-(A +B) jc + (A - 4¿?) 

Uma vez que os polínómios de ambos os lados sao idénticos, seus coeficientes coirespon- 
dentes devem ser os mesmos. Equacionando os coeficientes conespondcntes nos dois lados, 
obtemos o seguinte sistema de equagóes nas incógnitas A e 8: 

A+B = 5 
A-4B = -\() 

Rcsolvendo cssc sístema, tcmos A = 2 e B = 3, coino ameriormcmc (verifique). 

Os Lcrmos á dircila dc (4) sao dcnoininados fra^ües pareiah das cxprcssócs do lado cs- 
qucrdo, pois cada um constitui uma parte daquciu cxprcssáo* Para cncontraras íragócs parciais, 
prímciro livcmos dc fá/cr uma suposigao sobrc sua forma para, cnláo, cncontrar as constanics 
desconhecidas. Nosso próximo objctivo c estcndcr essa idéia a fungócs mcionais cm gcral. Para 
isso, vamos supor que P (x) /Q (x) scfa uma funcao raeionat própría, o que signífica que o grau 
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j» 

do nunierador é menor do quc o do denominador Há um leorema em Algobru avangada que 
afímia quc Inda funqáo racional pmpría podc scr cxprcssa como uma soma 


F(x) 

Q{x) 


F i(x) + F 2 {x) + ■ ■■ + F tl (x) 


ondc F,(x\ F n (F r (x) sao füiigbcs racionaís da fbrma 


Á.x -f- B 


(ax + hf 


ou 


iax 1 + hx -\-c) k 


nas quais OS dcnomínadorcs sao fatorcs dc QCv). A soma c dcnominadu decomposigáo cm 
fraqoeu parciüis dc P(x) /Q(x), c as parcclas sáo chamadas d cfraqoes parciais. Como cm 
nosso cxcmplo de ahcnm a, há duas etapas para sc encontrar uma deconiposígao eni fi aqocs 
parcias: deierminar a l onna exata da decomposigao e encontrar as constantes desconhecidas. 


■ ENCONTRANDO A FORMA DE UMA DECOMPOSIQÁO EM FRAQÓES PARCIAIS 

O primciro passo para encontiar a forma de uma decomposiqáo cm fraqdes parciais dc uma 
lunqáo racional própria P(x)/Q(x)é latorar coniplctamcnlc Q(x) cni íatorcs hncarcs, quadrá- 
tícos e ÍTredutfveis c t cntao, juntar toclos os fatorcs rcpctidos, dc mtxlo quc Q(x) scja expicsso 
Como um produló dc fatorcs dtsüntos da l’orma 

(ax +■ h"f e (ax 1 + bx + c'f 

A partir tlesses fatores, podemos determinar a forma da decomposiqáo das fraqoes parciais 
usando duas i'egras, que passamos a disculir. 

■ FATORES LINEARES 

Se lodos os fatores de Q(a) sáo lineares, emáo a decomposigáo em fragoes parciais tle P(x)¡Q(x) 
podc scr determinada usando-se a seguinte rcgra: 


itKGKA i>ü fator LiNKAit Para catla fator da forma (ax + b) , a decomposigáo em fragoes 
parciats cotitém a seguime soma tle m fragoes parciais: 


+ 


^2 


ax + h (ax + hf 


+ ■ ■ ■ + 




(ax + h) 


m 


onde A , T A m suo constantes a serem deierminadas, No caso em que m = \, apareee 
somente a primeira parcda da soma. 


► Exemplo 1 Calcule 


f dx 

J xi+jc-2’ 


Sohi^ao O integrando é uma fungáo raeional prbpria, c[ue podc scr escríta como 

1 1 


x~ + x — 2 (x - I )(x + 2) 

Os tatorcs x - \ c x + 2 sao lincares e aparecem na prímeira poténcía; asstm, catia fator con- 
tribuí eom um termo na decomposigáo em fragbes parciais pela regra do fator linear. Desse 
modo, a dccornposigáo tem a forma 


\ 


/I B 
+ 


(.v — I) (X + 2) A J — I A J + 2 


(5) 


onde Ac B sáo constantes a serem detcrminadas. Mulüpíícando ambos t)S mcmbros dc (5) por 
(x - 1 ) (a + 2), obtemos 


] ^A(x + 2) + 8(x- I) 


( 6 ) 
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Coiil'orme disculido aiiieriormenie, existcni tk>ts métodos para sc encortlrar Á e B: podemos 
suhsníuir valores de x escolhidos, de forma a anular ícrmos á dircíta, ou podemos multiplicar 
o lado direitoeequadonar coefieientes correspondentes nosdois lados para obter um sistema 
de equagoes que possa ser resolvido para/t e B. Vamos usar a primeira abordagem. 

Fazendo v= I, o segundo tcrrno em (6) dcsaparecc e obtemos í = M ou A= fazendo 
x = —2, o primeíro ternio em ( 6 ) desapareeee ohtemos I — -3B ou B = -\. Substítuindo esses 
valores em (5), obtemos a decompostcáo em fragoes parciaís 


1 


i 

1 


(x — l )(a 4 - 2 ) x — I 
A inlegraeáo pcxie ser completada da seguinte forma: 




i 

" 


-v 4- 2 


/ 


í/..V 


(x - l)(x + 2 ) 


i f iix i r 

~JJ 7~ “ 5/3 


dx 


x 4 " 2 


1 


In \x - 1 | 


“ In \x 4- 2| + C 


V ln 


X - I 
x 4 - 2 


4 C * 


Se os fatores de Q(v) sáo líncares c nenhum c repetido, como no úlümo cxempJo, entao 
o método recomendado paru encontrar as conslanles na decomposiQáo em fragdes parciais 6 a 
subsiiiuígáo de vaiores apropriados de v para lazer desaparecer lerrnos. Entretanio, se alguns 
dos faiores lineares sáo repeiidos, entáo náo será mais possível encontrar todas as constatues 
dessa forma. Nesse easo, o procedimemo recoinendado é encontrar tantas constantes quanto 
possfvel por substituigáo e, entáo, encomrar as demais equaeionando os eoefieiemes* Isso está 
ilustrado no próximo cxemplo. 


► Exemplo 2 Caícule 


:ulc f jj 


2x 4 - 4 


- 2x 2 


dx. 


Solu<¿do O integrando pode scr reescrito eomo 

2 .v 4 4 2 v 4 4 


v* — 2 .v 


xHx - 2 ) 

Embora v’ scja um fator quadrático, náo c irredutível pois v" = xx, Assim T pcia rcgra do fator 
I i near, v 2 imroduz dois termos (uma vez que w = 2) da forma 

Á B 

-i-7 

.V A' 

e o fator a - 2 introduz um termo (uma vez que m - 1 ) da forma 

C 

x — 2 

de modoque a decomposigao em t'ragocs pareiais c 


2x 4 4 


— — 4 


B 


- \ - 

o 1 

X ¿ X — 


( 7 ) 


( 8 ) 


(9) 


x 2 (x — 2) x 

Multiplicando poi v" (a - 2\ ohtemos 

2x + 4 = Ax (x-2) + B(x- 2) + Cx 2 
a qual, após a multiplicagáo e jLmtando-se as mesmas potSncias dc x, ñca 

2jc4 4 = (A + Qx 2 + (-2 A + B ) x-2 B 
F azendo x = 0 em ( 8 ) t desapareeem o primeiro e o lerceiro Lermos; obtendo B - -2 c fazcndo 
x = 2 cm (H) s o primeiro e o segundo tcrmos dcsaparcceni, resultando cm C = 2 (vcriliquc). 
Porém t náo há substituigáo crn (8) que produza A dlretaniente; portanto, íazcmos nso da 
cquagao (9) para cncontrar cssc vaEor. Isso pode scr feíto cquaeionando-se os coelicienles dé 
.v : em ambos os lados para obter 

A + C=0 ou A=-C= ™2 
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Subsiituindo os vaíores A = -2, B = -2 e C = 2 em (7) t obtemos u deoomposígáo em frn- 


^oes parciais 


2x + 4 —2 —2 2 

a -(a- - 2) ” ~ + IX + A- - 2 


Assim, 


f 2.X- + 4 , ^ fdx fdx n / J í/a 

j xHx-2) dX ~ j x 2 j x* + -J X- 


= -2 ln [a | + - + 2ln U - 2| + C = 2 )rt 
v 


v — 2 


JC 


+ - +C < 
x 


m FATORES QUADRÁTICOS 

Se alguns dos fatores de Q(x) sáo quadráticos irredutíveis, entao sua contribuigao para a 
decomposigáo em fraqoes parciais de P(x)/Q(x) pode ser determinada a parlirda seguinle 
rcgra: 


rlgua do pator quadkAtico Para cada fator da fonna (ax 2 + bx + cV\ a decomposi- 
qáo em fra?des parciais contém a seguintc soma dc m fragocs parciais: 


A\x + B\ A-2&-+ Bi A ni x + B m 

ax 2 + bx + c (ax 2 + bx + c) 2 (ax 2 + bx + c) m 


onde A | t A mf B v B ¡v sáo consiantes a screm detcrniinádas. No easo em que m = I T 
aparece stimente a primeira parcela da sorna. 


- f x 4 + 

► Exemplo 3 Calcule / —--- 

J — x z 


x — 2 


+ 3x - 1 


dx> 


Sohtqao Q dcnominador do integrando pode ser fatorado por agrupamento: 

3a - 3 - a 2 4- - I = x 2 Qx - I) + (3x - 1) = (3.v - i)(.v 2 + I) 

Pela regra do faior ünear, o l'ator 3x - I introdux um lermo, a saber, 

A 

3x - I 

■-¡i 

c, pela rcgi a do fator quadrático, o fator r v"+ t mtnxiuz liiti termo, a saber, 

Bx + C 

^TT 


Assim, a decomposigáo em fragoes pareiais e 

x 2 + x-2 


A 


+ 


Bx + C 


(3x “ l)(jc a + I) 3x - ) X“ + 3 
Muhiplicando ambos os membros de (10) por (3x—1) (x 2 + 1), obtemos 


( 10 ) 


(íi) 


x + x — 2 — A(x + 1) + (Bx + C) (3x — I) 

Poderíamüs enconlrar A subsliunndo x = o que fa/. desaparecer o último termo, e r cn- 
táo, dctcrmínar as constantcs, cquacionando os coeticicntcs corrcspondcntcs. Contudo, nessc 
caso é mais fáciI enconlrar rodas as constantes, equacionando os coeíicientes e resolvendo o 
sistcma icsultante. Com cssa finaiidadc, multipiicamos o lado dircíto dc (11) c juntamos as 
mesmas potCncias: 

+ +x-2 = (A + 3 B) x 2 + Í-B + 3 C) x + (A - C) 
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OOMÍNIO DATHCNOLOGIA 

Os CAS sáo programados para en- 
contrar tíecompoSigóes em irapoes 
parciais. Se o leitor dispuser de um 
CAS, use-o para encontrar as decom- 
posiooes nos Exemplos 1,2 e 3. 


Equacionando os coeficientes eotrespondemes, obtemos 

/l + 3/í =l 
- B + 3C = I 
4 - C = -2 

Para resolver esse sistema, subtraímos a tercdra equagáo da primeira para elímínar A. Emáo, 
usanios a ccjuagáo resultante junto com a segunda equagáo para obtcr B e C. Por íim t dctermi- 
namos A a partir da primeira ou da terceira equaqáo, Issodá lugar a (verifique) 


7 4 3 

Á — —, B = —, C = — 

5 5 5 


Assím, (10) se torna 


x- + x — 2 


P+j 

(3x- l)(x 2 + !) 3.t — I ' .t 5 + I 


7 

s 


+ 


e 


/ 


jc + x 


Ox - l )(.v 2 + 1 ) 


dx = 


_7 f dx 4 f _x_ 
5J 3a j - I + 5 J .r 2 + 


I dX + 5 


/; 


dx 


+ ! 


7 2 3 

ln |3 a — 1 ( + 7 \n(x 2 + 1) + - arc ig x + C < 
15 5 5 


~ -;—“ „ , . f 3a 4 + 4v' + 1 6x z + 2Üa + 9 

► Exemplo4 Calculc / —-— -—-— — — ¿fx. 

J (x + 2)(a 2 + 3 ) 3 

Solu^áo Observe que o integrando é uma tungáo racional própria. uma vcz que o numera- 
dor tem grau 4 e o denondnador lem grau 5. Assim, o niétodo das fragdes pareiais é aplicável. 
Pela renra áo íalor linear. o fator x + 2 imrodu/ o único termo 

t_r' 

A 


x+2 
2 , 


e, pela regra do falor quadrátieo, o fator (jv“ + ?>y introduz doís ternios (uma vez que m = 2 ): 

Bx + C Dx + E 


x 2 + 3 + (x 2 + 3) 2 
Assim, a decomposiqao em fraqocs parciaís do intcgrandoé 


Bx + C Dx + E 

^ t j_. i 


x + 2 x 2 + 3 (.a + 3 ) 2 


3.v 4 + 4.v 3 + 16.v 2 + 20.v + 9 
(jc + 2)(.v 5 + 3 ) 2 

Muliiplicando por (A' + 2) (x ! + 3'f, obtemos 
3 a+ 4.v i + 16+ + 20 + + 9 

=A(x~ + 3 f + (Bx + C) (+ + 3) (.v +2) + (Dx + Pf) (.v + 2) 
a qual, após a multiplieagüo c juntando-se us musinas potcncias dc x, fica: 
3 .\ + 4.v + 1 o.\ + 20,v + 9 


( 12 ) 


(13) 


= (A + B) .v 4 + (25 + C) x' + (6 A + 3B + 2C + í>) x' 

+{65 + 3C+2D +E)x+ (9 A + 6 C+ 25) (14) 

Equacionando os cocfkientes correspondentes em (14), obtenios o segtiinie sistenia de 5 
equaqdes líneares cm 5 incógnitas: 

A + B= 3 
2 5 + C= 4 
6A + 3B+2C + D = 16 
65 + 3C + 2D + 5 = 20 
9A +6C + 2E= 9 


( 15 ) 




















542 Cálculo 


Mélodos eficienies pura a resolugSo de sistemas hneares como esse sao estudados em urna 
área da Matemática denominada Álgebra Línear; tais métodos, no entanio, estáo além do 
escopo deste livro* Porém, sisiemas lineares de praiicanienie qualquer tamanho sáo resol- 
vidos por computador, e a maioria dos CAS tem comandos que, em muitos casos, resolvcm 
sisicrnas linearcs com cxatidáo. Neslc caso em particular, podcmos simplificar o trabalho 
eletuaiick) primeiro a substituícáo x = -2 em (13), da qual resulta quc A — 1. Substituindo esse 
valor de A em (J5) 9 teremos o sistema mais simples 

E - 2 
2 B + 4 

35 4-2C + D = 10 (16) 

6 B -h 3C + 2D + E = 20 
6C + 2E= 0 

Esse sistema pode ser resolvido de cima para baixo, prímeiro substituindo B- 2 na segunda 
equa^ao para obter C = 0, depois substituindo os valores conhecidos de B c C na terceira 
equagáo para obter D = 4, e assim por diamc, Dessa l'orma, obtemos 


A=U B = 2, C=0, D = 4, E= 0 


Portanto* (12) se torna 


3a 4 + 4.v 3 -f I 6 -t 2 4 20.v 4 9 


(x 4 2)Cv 2 4 3) z 


4 


2.v 


4 


4.v 


x 4 2 ' x 2 4 3 ' 0^4 3) 


'VZ 


e assmi 


/ 


3jt 4 + Ax 7, + í6.y 2 + 20x + 9 


d.v 


(A- + 2)(.v 2 + 3) 2 

f elx f Zx f x 

J x 4 2'./ x 2 4 3 1 "* j (x 2 + 


áx 


— In |.v 4 2| 4 In(.v 2 4 3) - 


-V“ 4 3 


4 C 


■ INTEGRANDO FUNQOES RACIONAISIIWPRÓPRIAS 

Einbora o mciodo das fragbcs parciais se aplique somente a fungoes racionais próprías, uma 
fun<£áo racional imprópria pode ser integrada efctuando-se uma divisáo e expressando-se a 
fungáo como o quociente mais o resto sobre o divísor, O resío sobrc o divisor será uma fun- 
gfio racíonal própria, a qual podc% entáo, ser decomposta em fragdes pareiais. Essa idéia está 
ilustrada no cxcmplo a scguir: 

- ~r— f 3-v 4 4 3,v 4 - 5x - 4 x — I 

► ExemploS Calcule / -——— -—— dx. 

J x~ + x — 2 

Soluqao Q integrando é uma fungáo racional ímprópria, uma vez tjue o numerador lem 
grau 4 c o denominador tem grau 2. Assím, vamos primciio efctuai a divisáo: 

3a j, ‘ +3 .v ? - 5a j 4 x -1 |.r + x - 2 
3v J + 3C-6-v 2 3 x 2 41 

x 2 + x-\ 
x 2 + x ~ 2 


I 


Segue que o integrando pexie ser expresso como 


3v 4 4 3 a- 5x ¿ 4 x - í 
x 2 4 x - 2 


-3 


= (3.v 2 + 1) + 


X~ + Y - 2 
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c s portamo, 


f 3.v 4 + 3 j: 3 - f 

/ -v' + X 


- 5x 2 + x — I 




dx — I (3.v" + 1 ) dx + 


/ 


dx 


-2 J 1 x 2 x — 2 

A segunda imegraí á direita envolve uina lunqáo racional própria e pode ser calculada poi 
uma decomposicáo eni fragoes parciais, Usando o rcsuliado do Exemplo I, obtemos 

3.v 4 + 3.v 3 - 50 + x - 1 


/ 


dx = x* + x + ” In 

3 


I 


x 2 x - 2 


x 


[ 


x + 2 


+ C < 


■ OBSERVACÓES FINAIS 

Há algtms casos eni que e inapmpriado o ineiodo das fragoes parciais. Por exemplo, sería 
incficieme usar t'ragoes parciais para efctuar a integracáo 

3x 2 + 2 


/ 


d.x = In \x 3 + 2x - 8| + C 


O + 2x - 8 

já t]ue é mais diieta á substUui^áo u = x'* + 2x - 8 . Analogamentc, a integra^ao 
v — I 


f 2x — \ f 2x f dx 

/ —- 7 dx = / —— dx - / —z -- = in(x~ + I) - arc tg x + C 

J 0 + 1 J x 2 + l J O + I 

requer somente um pOLieo de Álgebra, uma vez que o Íntegrando já está na forma de fragoes 
parciais. 


l/ ÉXERCÍCiOS DE COMPREENSÁO 8.5 (Verpágina 544 para respostas .) 


L Urna fragáo parcíal c uma ftin^ao racional do tipo_ 

ou do tipo_. 

2, (a) Ü que é uma ftmi/ao racional própria? 

(b) Qual é a condi^lo quc o grau do numerador o o grau do 
dcnominador dc uma fungáo racíonal devcm satist'a/er 
para que o mdtodo das fraqoes parciais seja dirciamente 
aplieávd'? 

(c) Se a condi^ño de (b) náo for salisfeiva, o que deve sei" leiLo 
para podermos utilizar as fragdes pardais? 

3. Suponha que a ftm^áo /f v) - P(a _ ) / (?C- V ) seja uma ftin^áo ravio 
nal própi ia. 

(a) Para cada fator tle Qix) da forma (üx + b ) m , a decompo- 
$i£á0 eni fraqdes purciais de/conlém á SOma á seguir de m 
ftaqoes parciais:_. 


(b) Paracada fator de Q{x) da forma (¿í.v 2 + /_>_v + c) m T onde 
üx 2 + bx + c é Lim polinómio quadrátieo írreduEível, a 
decomposiqáo ein tmgoes parciais de / contem a soma a 
segiur dc m íVacócs parciaís:_. 

4. Encontrc a dccomposicáo em tragdes pardais. 

(b) , 2-1 " 3 ' X - 

(,v 2 + l)(3x +2) 

f 2.v" — 3x 
{b) (x 2 — I )(3.v — 2.) ^ 


(á) 


3 


(x + í)(1 — 2a) 
5, Calculc a ÍntegraL 

(a> 


:a ' /<7 


+ l)(l — 2 a) 


dx 


EXERCÍCIOS 8,5 [c] CAS 


1-8 Esereva a forma da decomposiqao ein fraqoes parciais. (Náo 
calcule os valores numértcos dos coeficientes.) 


L 


3x — 1 


(x - 3)(x + 4) 
2x - 3 
.v’ -x 2 


5. 


\ -x 


x*(x 2 + 2) 


2 . 


4, 


6 . 


.v(.v 2 - 4) 
x 2 

(X + 2)S 

3.v 


(x - l)(x 2 + 6) 


, 4x 3 - x I - 3a 4 

_ (x 2 + 5) 2 _ ' (x- - 2)(.v 2 + l) 2 

9-32 Cnlcule a integral. 


9. 


11 . 

13. 



dx 

x 2 - 3.v - 4 
Wx + 17 
2x 2 + Ix — 4 
2.v 2 - <>x - 9 
A J — 9.V 


dx 

dx 




14. 



dx 

x 2 - 6a - 7 

5x — 5 

3.v 2 - 8,v ~ 3 
dx 

xix 2 -]) 
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,s - / 
,i / 

>’ / 
”'/ 


.v 2 - 8 

-r 

-v + 3 

3.v- - 10 
.v 2 - 4.i + 4 

.v 5 + .v“ -I- 2 

A' } — X 

2x 2 + 3 


dx 


dx 


*IÍ*T- 

/ 2 

, X 

x 2 - 3jc 

20 - / 


+ 2 


dx 


— 4.v' + I 


25 


27 


■’•/ 

•/ 


,v(.v - I)- 

2.v 2 - 10-v + 4 
(.v + I)U - 3) 2 

J 5 
V" 

dx 


f 3x 2 - x 
22 . / - 

J x ¿ - x 


-4rX 

+ í 


dx 


dx 


J X* - X 2 


(.V + 1) } 


• / 

»./ 
31, f 

, 2 . / 


2 ,v- 


1 


d.r 


(4x - \)(x 2 + 1) 

j 3 + 3a 2 + x + 9 
(a 2 + 1)(a 2 + 3) 

.V 3 - 2x : + 2x - 2 
.r- + ] 


f 2 v“ - 

" J ~Ü 

i /? 


2.v“ + 3x + 3 


: + l ) 3 

í/.V 




dx 


dx 


/ ? , 2 , 

r , 1 v ' f ; v 

(x- + 1 )(x- 


+ 2 
)(JC 2 + 2) 


dx 


dx 


\ 4 + 6 .C 1 + 10 .v 2 + x 
a- + 6jt + 10 


f/.v 


33-34 CalcLile a integral faz.etido a SLihstítuigao qlíc convcrte o in- 
tegrando cni uma fungao racional. 


33, / — 

J scn" 


cos 6 


0 + 4 sen 8 — 5 


d8 


34. / 


4 


<Jr 


3S* Líncontrc o volume do solido gcrado qtiando a rcgíño dclímitada 
por y-xd (9 - ,v"). y = 0, ,v = 0- e x - 2 gira em lorno do eixo v. 

36, Enconli e a árca da rcgiáo sob a curva y — 1/(1 + e*) acima do 
irHcrvalo [—in 5, in 5]. [ $itge$!do\ Faga mna stibstiluigüo quc 
convcrta o intcgrando cin uma lungaoracíonal.] 

37-38 Usc um CAS para calcular a integra! dc duas mancíras: (i) 
integrando dirctamcntc c (ii) encontrando a dccomposigáo. Iruo- 
gre a maopara veriltcaros rcsultados. 


d37. / ■ t A J, + - + , <'■> 
J (.v 2 + 2x + 3) 2 


03S- / 


X 5 + -V 4 + 4_v J + 4 a ,: + 4v + 4 
(-v 2 + 2y 


Jv 



® ' VJ ' / .v 4 - 3.v } - 7,v 2 + 27.v - 

E40. / , fl 

J lÓJC^-^A 2 


ÍS 


x 2 + 4_v - I 


ENFOCANDG CONCEITOS 


41. Mostrequc 


Í ~T— dx = 7 ¿ 

Jo .v 4 + 1 8 


42. ü sc fragoes parc i a E s para dcduz E r a fórmu I a dc i n tcg ragao 


/ 


rt 2 - x 2 


dx = — Iti 

2ü 


a + a 


a — x 


+ C 


43. Suponha quc ax 2 + hx + c scja um polinomlo quadratico c 
que a Entegragáo dc 

1 




ax 2 + bx + c 


d x 


produza uma fui+ao sem tcrmos tngonomdulcos invcrsos. 
O que isso nos di/. sobre a$ raí/es do poIinOmío? 

44. Suponha que ax" + bx + c seja ism polinñmio quadrático e 
que a ínteeracao de 


/ 


I 


ax 2 + hx + c 


dx 


produza uma fungáo serti tcrmos logai ítmieos c sem termos 
com arco taogente. Q que ísso nos di/ sobre as raí/es do 
polinomio? 

45, Existe alguin poltnñmio quadrálico clv“ + bx + c lal que a 
imegragáo de 

x 


/ 


üx 2 + bx + c 


d x 


produ/.a uma fungao sem termos logarinuicos? Sc exisíir. 
de um exempio; se uáo, expiique porque náo pode existir 
um tal poiinomio. 


%/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE CQMPREENSÁO 8.5 


Ax + H 


I. —-—; -— — ————- 2. (a) Uma fungáo racionai prdpria é urna funguo racional cujo denominador tem grau maior do que o 

(üx + b'r (ax 2 + bx + c) r ' 

grau do numerador. (b) Q grau do numcmdor devc scr mcnor do quc o do denominador. (c) Dívida o numerador pelo denominador, o que 
rcsuita nasomade um poiínómiocom uma funqao racional própria. 


A | 

<a)-r + 


+ ■-+■ 




4- W 


ax + b (ax + h) 2 " í¿ov + h) 

12 2 1 

(b) 


w + v+gi + 


AjX + 


+ ■ ■■ + 


A in x + B 


/T! 


ax 2 + bx + c (ax 2 + hx + cj 2 (ax 2 + hx + c) ni 

x + ! 


3.v + 2 x 2 + I 


/ 


x + i 2.v — 1 


(a> / (,v + 0(1 - 2,v) dx 


tn 


I - 2.v 


+ C 
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8.6 O USO DE SISTEMAS ALGEBRICOS COMPUTACIONAIS E DE TABELAS DE 
INTEGRAIS 


Nesta seqcio discutiremos como integrar usando íabeias e trataremos de algiifis assuntos 
reiacionádos ao usú de sistemas algéhricos de computüqao para integraqdo. Os íeitores que 
nao estáo usündo sistemas algébricos compiitacionais púdem ignorar aqueíe material 


■ TABELAS DE INTEGRAIS 

As tabelas dc integiaís sao üteis pam eliminar a necessidade de fazer longos cálculos á mao. 
As primeiras c úllimas páginas dcslc íivro contcm uma tabeia dc integrais rclativamente brc- 
ve. á qual nos ircnios referir como Tahela dc Integrais das Capas ; tabelas niais abrangentes 
estao publicadas em muitos livros de reíereneia, conio o CRC Standard Mathematical Tahles 
and Formida€ f CRC Press, Inc., 2002. 

Todas as iabelas de integrais tem seu próprio sislema de classificagáo, de acordo com 
a foima do imegrando. Por excmplo, a Tabela de Integrais das Capas dassífica a$ intcgrais 
em 15 categorias; Fitnqoes Básieas, Reefprocos das Funqoes Básicas, Poténciüs de Funqoes 
Trigonométricas, Produtos de Fimqoes Trigonométricas^ c assini por diante. O primeíro pas- 
so ao trabalhar coni tabelas é ler loda a classificagáo, de forma a coinpreender o esquema de 
classiíicagao c saber otidc buscar difcientcs tipos de imegrais. 


■ AC ERTOS TOTAIS 

Sc tívermos sorte, a integra! que estamos tentando calcular scrá exalamente iguul a uma das 
formas na tabeía. Poréno ao procurar accitos, podemos tcr de fazcr algum ajustc na variável 
de integraqao. Por exempto t a íntegral 


/ 


scn x cfx 


6 imi accrto total com a Fóntiula (46) da Tabcla de Integrais das Capas, cxceto pcla letra usada 
na variávcl de mtegragao, Assim, para aplicar a Fbrmulu (46) á integmi dada t é necessário mu- 
dar a variávcl dc integragáo na fórniula dc u para x. Com cssa modificaigáo mínima s obtcmos 


/ 


x 2 sen x dx = 2x sen x + (2 — jr) cos A' + C 
Aqui estao alguns exemplos dc acertos totais. 




(a) 


+ 3,v dx 


► Exempio 1 Usc a Tahcla dc Intcgrais tias Capas para calcnlar 

j sen 7.v cos 2x dx (b) J x 2 Vl 

(d) / (a 3 + 7a + 1 ) sen ttx dx 


w/ 


H 2 
V 2 -- x 


dx 


Soluqáo (a) () i n tcgrando pode ser c I assi Ii cado como uin produto de fungóes trígonomc i ri 

cas. Assinu a partir da Fónmila (40) t com //¡ = 70/1 = 2, obtemos 


/• 


eos 9 a cos 5a 

sen 7 a cos 2a dx — --4- C 


IS 


10 


Soluqao (b) O tntegrando pode ser classífkado como uma potencia de a mulliplicando 
s/a + hx. Assim, a partir da Fórmula (103), com a-T eh- 3, obtemos 


/ 


-V 2 s/7 + 3x dx = —^—( I35jc 2 - 252a- + 392) (7 + 3a) V2 + C 


2835 
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Solugáo (c) Ü imegrando podc scr classificado como uma potencia dc x dividindo 
\fa 2 — x 2 . Assim, a partir da Fórmuia (79), com a = \fl, obtemus 




^2 “F v > — - 
x 


+ C 


Sohtgao id) O integrando pode ser classiíicado como um polinórnio nrmltiplicando uma 
rungao trigonométríca. Assim, aplicamos a Fórmula (58) com p(x) - .v''+ 7 v+1 e a — it. As 
derívadas succssivas náo-nulas de /j( v) sáo 

p f (x) — 3x 2 + 7, p f '(x) = óx, — ó 

c T portanto* 

J (x 3 + 7a + I) scn tt.v í/a 

x' + 7 jc + I Ó.v z + 7 6v 6 

=-COS 7TX + - - r - scn jT.V - r COS 7TX -r SCIl TT + C < 

TT JT ■ T- T 4 


■ ACERTOS QUE REQUEREM SUBSTiTUIQÓES 

•t. 

As vezes, uma integral nao encontrada na tabela pode tornar-se um acerto total através de uma 
substituigáo apropriada. Aqui cstáo alguns esemplos. 


► Exemplo 2 Usc a Tabela de íntegrais das Capas para caicular 


J \fx — 4x 2 dx. 


Soíu^ao O íntegrando náo coincíde com ncnhuma das formas na tabela. A Fónnula (112) 
é a que está rnais próxima da integral dada, mas íalha por causa do fator 4 rmiíiiplicando.v” 
dentro do radícal. Porém, se (izermos a substilui^ao 

u = 2x, du — 2dx 

entao 4a : irá íornar-se u\ e a integral transf'ormada será 




4v 2 dx = 


U'fc- 


ii z du 


que coincidc com a Fórmula (i 12) com a — Assim, obtemos 


J \fx-4x 2 dx = 


1 

2 

\_ 

2 


U — 7 


4 /í ” , 

-Jt¡u - u + — arc scti 


I 

32 


2x 


-/r - 4.v 2 + 


I 


32 


arc sen 


u — - 
í~ 

4 

2a - i 

E 

4 


+c 


+ c 


- I /-— I 

- \/x — 4x 2 + -— arc sen ( 8 x — l) + C ^ 

16 64 


► Exemplo 3 


Use a Tahela de íntegrais das Capas para calcular 



J e*' arc scn (c XI ) dx 


s 


r 


(b) f Xy/ x 2 “ 4.v + 5 dx 


Soluqao (tf) Q integrando náo está neiti perto de qualquer uma das formas na tabela. Po- 
rém, pensando um pouco, chegamos á substituiqáo 


u - e’\ du = jré x 'dx 
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da qual obtemos 




arc scn (e ) dx 


v/ 


arc sca tt du 


O inlcgrando é, agóiá, uma fungao hásica. e a Fórmuki (7) dá lugar a 


/ e 7 ** arc scn (e™) dx — arc scn u + >/1 — u 2 ¡ + C 

= — \e* x arc sen (e 711 ) + VI — e 27IX 1 + C 

7T 


Sofu$ao (b) Novamente, o integrando náo esiá nem perto de qualquer uma das tbrmas na 
tabda. No cmanto, pensando uin pouco, podemos conduir quc c possívcl trazÉ-lo pcrto da 
forma x\Jx 2 + a 2 conipletando o quadrado para elíminar o termo que envolve o x dcitlro do 
radical. Fazendo isso, teinos 



- 4x -\- 5 dx 


j Xy/(x 2 ~ 4x + 4) + 1 <fx = 


j xj(x — 2) 3 + 1 dx 



Nesle ponto, esiamos tnais próximosda fonna xsfx 2 + a-, mas náo temos uin acerto, pois 

Ti 

temos (x - 2 )" em vez de a“ demro do radical. Comuclo. podemos resolver esse problema com 
a substituigao 

tt = x - 2 , du — dx 


Com cssa substítuigáOj temos que x -u + 2, íogo (I) pode ser expressa em tcrmos de u eomo 


j x\/x 1 — 4.v + 5 dx — I (u + 2 )\ftC- + 1 du — j u\/it 2 + I du + 2 j \fu 2 + I 


du 


A priineíra integral k direita c um acerto Lotai com a Fórmula (84) com a — \ , c a segunda é 
um acerto total com a Fórmula (72) com a- L Assim, apüeando essas fónnulas, obtemos 


j x\f x — 4x + 5 dx — [j(w“ + 1)^“] + 2 \u sfu + 1 + I In(w + d tt 1 + I) 
Se agora substituirmos u por a - 2 (neste caso T tr+ I =x 2 - 4x+ 5), obtemos 


+ C 


f xx/x 2 ~4x+5dx = Jx 2 ~ 4.v + 5) m + (,v - 2) /x 2 - 4jv + 5 

+ ln(;v — 2 + \fx- - 4x + 5) + C 

Fmbora corrcta, cssa fomia de resposta tem uma misíura desnecessária dc radicaís c cxpoen- 
tes fracionários. Caso dcsejado, podcmos "limpar 1 a resposta eserevendo 

(x 2 - 4x + 5) m - (x 2 - 4x + 5)\/x 2 - 4x + 5 
do que segue (venfique) 

J xyfx 2 ~ 4x + 5 dx — ~{x 2 — x — I )^x 2 - 4x + 5 

+ ín(A' — 2 + \/a' 2 — 4v + 5) + C < 


■ ACERTOS QUE REQUEREM FORMULAS DE REDUCÁO 

Nos casos em que a entrada em uma tabcía de integrai e uma fórmula de redugao, deve- 
mos primeiro aplicar a fórmula, para reduzir a Íntegral dada a iirna forma na qual possa 
ser calculada. 
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*'/ 


dx . 


► Exemplo 4 Use a Tabela de Integrais das Capas para ealculai . _ 

J V 1 + A' 

Solugao O integrándu pcxlc ser elassiiieado como uma potencia dc x multíplícando o rccí- 
proco de /a -b bx. Assirn, a partir da Fórmula (107), com a = 1 7 h = 1 e n = 3, següída pcla 
Fórmula (106), obtcmos 

3 2a: 3 vT+7 6 


/7 


\/L+~ 


dx = 


1 


?/ 


S/1 + r\ 


dx 


2 .rVl + x 6 
7 7 

2.v 3 ! 2/0 


.15 
1 6a j 


i+,] 


7 


35 


(3jc 2 - 4x 4- 8 )x/m | + C 

32 ‘ __ 

\/1 + v + C 


35 35 


■ ACERTOS QUE REQUEREM SUBSTITUIQÓES ESPECÍAIS 

A Tabela de Imegrais das Capas tern várias entradas envol vendo um expoente de 3/2 ou raízes 
quadradas (expoenve 1 / 2 ), mas naoentradascom outros expoentes tVacionários. Porém, intcgrais 
envolvendo poténeias fiaeionárias de x podem, freqüentemente, ser simplificadas fazendo-se a 
substítuiglo u = x u, \ na qual n é o mínimo múltiplo comum dos denorninadorcs dos cxpocntcs. A 
intcgral rcsuUame, eniao, envolve poícncias intcímsde u . Aqui cstáo alguns exemplos, 


Exemplo 5 Calcule 


(a) 


/ 


I + 


dx 


(b) 


/ 


dx 


2 + 2 vZv 


(C) J vT 


+ e x dx 


Solu^áo (a) Ü integrando contém a 12 e v 1 T ; portanto, fazemos a substiluigáo u = a’V da 
qual obtemos 

x — u \ dx - 6u da 

Assitn, 

í-Apd*. f / JL, 

J I + J/x J I + (w 6 ) 1 ' 3 J l+« 2 


dtt 


Dividindo, ohtemos 


u 


I + u 


= u b - ir + ir - 1 + 


I 


I + l/ 2 


do tjue segue 


/ T+''' " 6 / ("‘ 1 + TTid) 


du 


= ht 1 — + 2i/ — 6 u + 6 avc tg u + C 

= %x Vb - %x Vb + 2x Ul - 6 .í i/6 + 6 arc (g (x !/6 ) + C 


jW ‘ I/) 

Solttqüo ( h ) O integrando contém a % mas náo accrla ncnhtima das formas da Tabcla dc 


Integrais das Capas. Logo, fazemos a subsLiíuígao u — x , da qual obtemos 


x = u\ dx = 2udu 


Fazcndo essa substituicáo, íemos 

í7a 


f^L_ = 

J 2 + 271 J 2 + 2¡/ 


dtt 


=/L+ 

= u — In 1 1 + t| + C 
= y/x - In(I + v/?) + C 


Ptir divbii,o 


W3o (í necessiVtio valorob-wlyto 
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S&fugao (í?) Novamente, a integral náo aeerta nenhuma üas forrnas da Tahda de Integrais 

't i n 

das Capas. Porém, o íntegrando contém (1 + e) ", o que é análogo a situaqáo em (b), exeeto 
que aqui 6 1 + e\ cm vcz de v, que está clevado á poténcia 1 / 2 . Lsso sugcie a substituíqáo it = 
(I + & x ) l ”, da qual obletnos (verifique) 


x — In(« — )), dx — — 


2¿.í 


u 2 - I 


du 


Assim, 

I vTTT 7 dx 


u 2 - 1 
2,f2 dH 


u 2 - 1 


-/ 

-S 

-/( 
= 2i( + 


2 + —r 


lí 2 - I 


POf JÍvisiO 


dli 


Itücücü ijíItcjeiííí 


2íí + ln |u ~ 11 — ln |w + I! + C 
u - I 


= 2 w + ln 

it + 1 

2\f] +e v + ln 


+ C 

VI + e x — 1 
+<? J + 1 


+ C 


Níísmí nüílTJíiSiíirift víiIüt ahxnluto 


As fungocs que consistem em utn numero finito dc somas, diferenqas, quoeientes e 

produtos de sen x c cos x sao chamadas dc fungoes racianais de seno e ctmeno t Alguns 

exemplos sáo; , 

scn x + 3 cos^ sen x 3 sen x 


cosjt + 4 sen x * I + eos x — cos 2 x 1+4 


sen A" 


A Tabcía dc Inlcgrais das Capas oferecc algumas fórmulas para intcgrar funqdcs raeio- 
nais de seno e cos.se no corn o Lftulo Recíprocos de Funqoes Básicos, Por exemplo, tem-sc, a 
pariir da Fórmula (18), que 

I 


/ 


1 + scn x 


d.x — tg x — sec x + C 


( 2 ) 


Porém, uma vez que o iníegrando é uma funqao racional dc seno, pode ser descjávcl, etn 
uma dada aplicaqáo, expressar o valor da integral em termos de seno e cossenoe reescrevcr 
( 2 ) como 

1 senjc — I 

dx =-+ C 


/ 


I + sen x 


cos x 


Muitas funqoes raeíonais de seno ecosseno podetn ser calculadas através de um en- 
genhoso mélodo, descoberto pelo matemático Karl Weierstrass (ver página 136 para uma 
biografia). A idéia é fazer a substituiqao 

u = tg (x/2), -tcÍ2 < x¡2 < tt/2 


da qual tem-se que 


x — 2 arc tg u, dx = 


du 


I + u 2 

Para implemeniar cssa suhsiiluiqáo 5 precisamos expressar sen a r e cos x em lermos de u, Para 
isso, usarctnos as identidades 

sen x — 2 sen (x/2) cos (_t/2) (3) 

cos x — cos“ (x/2) - sen" (a/2 ) (4) 
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t 

Figura K>6*1 


A substtíujgáo n -(xÍ2) trá conuerter 
qualquer fungáo racranal de si?n x e 
cü£ v em uma íungáo raciona! ordiná- 
ria de u. No entanto. o método pode 
levar a dlecomposigóes ern Iragóes 
parciais complicadas, de modo que 
pode valer a pena considenar outias 
alternativas mais simples quando se 
estiver calculando a máo. 


e a seguinte relagüo sugerida pela Figura 8 - 6 .1: 


Scn (x /2) — 


if 


y /1 + u 2 

Subsmuindü essas expressoes em (3) e (4), obiemos 


c cos(_v/ 2 ) — 


/l -Tm' 


sen,v = 2 


u 


2 íí 


v' I + u' / \ v''! + if" 


u 


COS .V — 


A 


+ u 


v I + ir 


1 + íf 2 

I — u 1 

~~ 1 + « 2 


Em suma, mostramos que a subsíituigao íí - tg(x/2) pode ser implememada em uma 
racional de sen .v c cos a\ fazendo 


2 u 


seiiA — 


í + £í 


2 " 


COS X 


l - « 2 
1 + u 2 ’ 





► Exomplo 6 Calcule 


■/ 


dx 


I — sen x + cos x 


Solu^áo O integrando é uma fungao raeional de sen x e cos x f que nao acerta qualquer 
lórmulá da Tabela de rntegrais das Capas, de modo t|ue faxemos a substituigSo u — tg ( v/2). 
Assim, a paitír de (5), obtemos 


/ 


d \ 


I — SCtlA+COSA 


-/ 

-/ 

-s 


2du 
1 + u 2 


- {¡h) + gs) 


2 du 


(I + íí 2 ) — 2 íí + (1 -u 2 ) 
du 


I — u 


= ^ln |! -íí| + C = — ln 11 - tg(jc/2)| + C < 


■ INTEGRANDO C01\fl SISTEMAS ALGÉBRICOS COMPUTACIONAíS 

As tabclas de intcgrais estao tiando lugai.\ rapidamente, a integraqao computadorizada dc sts- 
temas algcbricos computacionais, Contudo, conio ocorrc com muítas ícrramcntas podcrosas, 
um componcnic importante do sistcma é um operador quc conhc^aesse sistcma. 

Algurnas vczcs, os sisíemas algébricos conipulacionais nao tórncccm a lórma mais gc- 
raí da intcgral indcfmida. Porexcmplo, a fórmula intcgral 


/ 


dx 


I 


= ln jx - 11 + C 


que podc ser obtida facilmente a mao ou, no maximo, usando a substitui^áo u = x - é 
válida para x > I ou x < 1 . Conludo, nem Lodos os sistemas algébricos computacionais pro- 
duzem a resposta nessa forma. Algumas respostas típicas produzidas por várias vcrsoes dc 
Mathenmtica, Maple c Derive sao 

In (-1 + x) y I[i (x - I), In (|x — 11 ) 

Obscrvc quc ncnhum dos sistcmas inclui a constanLc dc inícgraqao, dc modo quc a rcsposta 
produzida c unia aiitidcrivada particular c nao a antidcrivada mais gcraí (intcgral incicfinida). 
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EjtpSndlndo a expressáo 

(x 4- lf 
S 

obtemos um lermo constante tie 
mas a segunda expressáo em (7) nao 
tem lermo constante. Üuaí é a expli- 
cagao? 


Obsem também quc somcme umadessas respostas indui os sinaísde valor absoluio; as ami- 
dctivadas pi odu/idas pclos outros ststcmas sao válídas somente para.v > I. Entretanto, todos 
os sistemas sao capa/es de ealcular eorreLameiue a integral deítnida 

1/2 dx 


/ 


- - ln 2 


Vejamos s agora, como esses sistemas tratam a íntegral 

.v \/v- — 4.v + 5 dx ~ \ (a 2 — A' — I )/v- — 4 a' 4- 5 


/ 


4- Iii(j: - 2 + V-v 2 - 4v -f 5) 


( 6 ) 


que obtivemos no Exemplo 3(b) com a conslante de integragao. Algumas versoe.s de CAS 
produ/em essc resultado ern l’ormas algébncas ligeimmente ctifcrentes, mas uma versaodo 
Mapie dá o resultado 


/ 


x Jx 2 — Ax 4 5 dx “ - (x 1 — 4x + 5) \ (2,v — 4) v''-v : - 4 r .v + 5 + arc senh (jc — 2) 


Expiessando o expoentc t’rucionánoem formatodc raiee oarc senh Cv- 2 .) em fonna logarít- 
miea usando o Teorenia 7.9.4, podemos reescrever isso como ( 6 ) (veriílque). Uma versáo do 
Mathematica produ/ o resültado 

J x^fx 2 — 4x + 5 dx — i (.v 2 — ,v — 1 )yf x 2 — 4.v + 5 — arc senh (2 — x) 

que pode ser reescrilo na torma ( 6 ) usando o Teorema 7.9.4 junto com a identidade 
arc senh (—v) ™ ^are senh x (veníique). 

Ás vezes, os sistemas algébricos coiriptiiacionais produzein respostas inconvenientes 
ou que nao sao naturaisem problemas de integracáo. Porexemplo, vários sistemas algébricos 
compuiacionais forneceram as respostas a seguir quando soliciíados a Íntegrar (x + I) : 

(jv+ l ) 8 


8 


I o 7 7 , , 35 d , 7 , 

“JC + A' + “A + 7_r + ■— *x + 7a" + “A + x 
8 2 4 2 


(7) 


A primeira rcsposta está cíe acordo com o resultado calculado á máo 


/ 


( x 4. i + 

Cr+l) T Jj= l + +C 


que n.sa a substituigáo u = .v + I, enquanlo a segunda forma provém da expansao dc (x + 1 ) e da 
integragao terrno a termo. 

No Excmplo 2(a) da Segáo 8.3 T mostramos quc 

J sen 4 x cós 5 x dx = j sen : ' Jt — | sen 7 x + £ sen 9 x + C 


Coiitudo. uma versáo do Maihematka integra isso como 


sen x scn - v ~ scn 5.V + scn Jx + ^4 scn 9 v 

enquanto outms sistcmas algébrieos compuiacíonaís íntegram ísso, esKencíalmente, comu 

- 2 sen 3 a j eos 6 x - Á sen x cos 6 .v + cos 4 x sen x + yyy cos- x sen x + ^ sen x 

Embora esses trOs resultados paregam bein diferentes, eies realmente podetn ser obtidos um 
do outro utilizando identidades tiigonométrícas apropriadas. 


■ OSSISTEMAS ALGEBRICOS COMPUTACIONAISTEM LIMITApOES 

Um sisteina algébrico eomputacional combina uma colegáo de regras de integragáo (como 
a substituigao) com uma biblioteca de fungócs que podem ser utilizadas para construir an- 
tiderivadas. Essas bibüotecas contcm funqóes elementares tais como poiinómios, fungóes 
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DOMINlO DATECNOLOGIA 

Ás vezes, unfta iritegral q:ue náo pode 
ser calculacfa por um CAS na forma 
em que foí dada pode ser calculada 
depois de reescriía em um formalo 
diíerente ou depois de uma substiíui- 
9 áo, Se o leiior dispuser de um CAS. 
fa^a uma substituÉgao u em (8) que 
permtia ao CAS caicular a integrak 
Entáo, proceda ao cáteub doia. 


racionais c fun<íoes irigonomélricas, bem como várias fungoes nao-elementares quc surgem 
na Bngenharia, na Física c cm outras áreas aplicadas. Assím como nossa Tabcla dc Inícgrais 
no verso da capa lem apenas 121 integrais indefinidas, essas bibliotecas de CAS nao cobrem 
todas as intcgrais possíveis. Se o sistcma nao conscguir manipular o integrando para torná-lo 
igual a um de sua biblioteca, o progmma dard alguma indicagño de quc é íncapaz de calcular 
a iniegral. Por exemplo, quando solicilamos calcular a integral 


I (I + In .v) v' 1 -J- (x íñ x )- dx 


(H) 


todos os sistemas menckmados anteriormente respondem exibindo alguma fbrma nao-caícu- 
lada dessa integral como resposta, indicancío que nao conseguíram cfcluar a integragao, 

Alguns sistemas aigébiicoscotnputaciotiais respondem a uma integra^áo com oulra in- 
tegral. Por exemplo, sc lentarmos integrar e x " com o Mathematica, o Mapte ou o Deríve, 
obtcrcmos alguma cxprcssáo cnvohcndo crf (a sigla da funqaa erro, cm ingtcs). A funcáo 
erf(.r) c deñnida por 


ciU x ) ™ 




/v 

J o 


dt 


c, portantOj os irfis programas essencialmentc $6 reescrevcm a inicgral cm termos de uma ou- 
tra imegral relacíonada. Dc ccrta íorma, c exatamentc ísso que íi/cmos para inlegrar l/.r, pois 
a runqáo logaritmo natural c (formalmente) deflnida por 


I n. ,v 5 = 


í:\ 


dt 


(ver Seqáo 6.9). 


k x 


t.5 


0,5 


vw 


5 10 

Figura K.(í,2 


20 


i 

-*■ 


► Exemplo 7 Uma partícula sc move ao longo do eixo v clc tal forma quc sua vcloeídadc 
v(t) no inslanlc t e 

v(t) = 30 cos 7 1 scn 4 1 (/ > 0) 

Faga o grático da curva posigao versus rcmpo para a partkula. sabcndo quc cla cstá em x — I 
quando r = 0. 

Sohiqao Como dxídt = v(t) e .v = 1 quando / = 0, a fungáo posicáo x(t) c dada por 


v(s) ds 


X(t) = ! + í v(¿ 

J 0 


Alguns sistcinas algcbrieos compuiacitvnais pcrmilcm quc sc obtenha um gráíico digilando 
diretamcnte cssa expressao, mas cm gcraf é mais elicientc efctuar antes a ínicgra^áo. Uma 
ealeuladora forneee 

x = j 30 cos 7 1 sen 4 1 dt 

= — Yy sen 11 / 3- lOsen 9 1 — y sen 7 1 + 6 sen 5 / 4- C 

onde somamos a constamc dc intcgragáo requerida, Usando a condl^áo inicial a(O) = I, subs- 
tituímos os valores x = 1 e f = 0 nessa equaqáo para encontrar C = I, de modo que 

x(t) -f x scn n t + lOscn 9 1 - f sen 7 1 + 6 sen 5 / + I (t > 0 ) 

O gráfico de v verstis t aparece na Figura 8.62. < 
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EXERCÍCÍOS DE COMPREENSÁO 8»6 (Verpágina 555para respostas .) 


I, E ncon üc u ma fórm u ] a i n teg i a 1 n a Tabela dc I nte^ rais no ve rso 
da capa que possa ser usada para catcular a imegrat Nao cal- 
culc a iiuegral. 


(a) 


(b) 


f 2x 

J 3x 4 

/; 


+ 4 

I 


dx 


(C) 


v + 2 dx 


( */5x~— 4 

f,JT: 

(d) / v : In v dx 

J 


dx 


2, Em cada panc, laca uma subsiitiii?ao u c entáo encontre uma 
lomuila integral naTabda de lnlegrais no verso da capa que pos- 
sei scr usada para catcular a iriiegral. Níío calctile a iiHegral- 

-r dx ; u — x __ 


I + e' 


<*>/ 

(b) J e^ dx; it = -^fx 


(c) 


(d) 


/rri 

/ (i - 4.0)^ 


seii(e jr ) 

1 


í/v; u = r l 


í/av; ti = 2.v 


3. Em cada parte, use a Tabela de Integrais no verso da capa para 
calcular a integraL (Se neeessário, l'aga primeíro utna s.ubsLiiiii- 
cao apropriada ou complctc o quadrado.) 


( 


;i) /; 


1 


4 — A’ 


dx = 


(b) 


(c) 


(d) 


eos 2i c 

f *** 

J Tv^ 


eos x dx — 


dx — 


h=i 


- 4.v + 8 


dx — 


EXERCÍCIOS 8,6 


CAS 


1-24 (a) Use a Tabela de Imegraís no verso da eapa para calcular 
a integral. (b) Se o leitor dispuser de um CAS, use-o para calcular 
a íntcgraJ e, etitao, conlirme que o resultado 6 cquivalente ao quc 
foi obtido eni (a). 


4.v 

1. / --r dx 


■ h 


3x - 1 
1 


3 7;s 
5 / 


+ 5 ) 


dx 


x\/2x + 3 dx 


1. f 1 

J A \/4 - 3x 
9« / V, dx 

J \b-x 2 


■>• í /: 


13. / -4 

J J? 


x 2 — 3 dx 

di 

= dx 


+ 4 


IS, J y/9 - .r 2 


dx 


•■■he 


— 5x) 2 


dx 


4 ’ f 

,/ 

l0 7; 


y/2-X 

1 

,va/3.v — 4 
J.r 


v 2 -9 


11 /-V^' 


• / +=?“" 
7 


JÓ 


\/4 - x 2 


"7 


18. 

f 1 rfr 

.V 

J Wfe - 7 

,o - ./ 
i 

se n 3 a sen 4.v í/a 

x 3 ln a í/a 

20, 

J scn 2 a CQS 5x dx 
f In.v 

2L J 

22, 

/ -=</ A 

J -Je 

23, / 

e ~ 2 ' scn 3 a dx 

24, 

/ c ' cos 2.v í/a 


2S-36 (a) Fagn a substituigao u itidicada e, entao, use aTabela de 
Imcgrais no verso da capa para calcular a integral. (b) Se o lcitor 
dispuscr de imi CAS. use-o para calcular a íntegraJ e, entáo. prove 
que o resultadoéequivalcnte ao encontrado em (a). 


27 


28. 


f e 

* J (4 - .V 

7 

•/ 


Zx}2 
scn 2.v 


í/a\ íí = t jZl 


(cos 2.v)(3 — cqs 2a) 

I 


d a\ u = cos 2 a 


v/v (9 a + 4) 


dx, it = 3 fx 


/ cos 4a 
9 + seir 


4a- 


í/a. w = sen4x 
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29. / —= 

J \/4.v 


d.\\ rt = 2x 


J4x 2 - 9 
30, j aV' 2'V 4 + 3 t/.v, íí = 

/ 4 

//x. « = 2 je 2 

/2 - 4,v 4 

í: 


V’3-4.v 2 
2 


é/.v, íí = 2.v 


«. JSLÍt 


</,v, ií=ln A 


2 , 'co¡r(<? lr }ilv; H=e' 


-2a- 


3 S, J xe 2x dx, u = — 2, 
3é - / 


ln(3x + 4) tífjnr* n — 3v + I 


37-48 (a) Faga um;i subsiituii^áo w apropríada e, entao, use a 
Tabela de Entegrais no verso da capa para calcular íi imegraL 
(b) Sc o leitor dispuser de um CAS. use-o para calcular a tn- 
tcgral (scm substituigocs) c. cntao. confirmc quc o rcsultado e 
equivalente ao de (a). 


■’ 7 - / s 


oos 3.v 


(sen 3,v)(scn 3.v + I 


dx 


39 


41. 


• í-^= 

J .vv4 In x — 

í í -|- d. 

J 16-V 4 — 1 


ílv 


40. 


43 


45 


f 

3. j /5. 


4e Zx dx 


x — 9a : dx 


. J 4.v sen 2x dx 
47* J e~^dx 


f e i 
/ ^- —dx 

J 3 — 4e** 

.. f \A - 9.v 2 , 

42 . j dx 

44. / — -—- dx 

J xdx-5x 2 

40, COS y/xdx 
48, j x\n(2 + x 2 )dx 


49-52 (a) Complete 0 quadrado* t'aca uma substituipao u adcqua- 
da c, ctuao. tisc a Tabcla dc Intcgraís no verso da capa para cal- 
cular a imegral. (b) Se o leitor dispuser de 11 m CAS, use-o para 
calculara íntegral (sem eompletar quadrados e sem substtiLiigdes) 
e* entño* conlirme que o resnltado é equívalente ao de (a). 


51 


f _ \ _ 

' J x 2 + 6.1 - 7 

•/ 


dx 


2.v - .v“ dx 


\/5 + 4,v — A' 


dx 


,¡s 

/ .v 2 + ó v + 13 ^ 


1 .. 


53-64 (a) Faqa uma Nubsliunt+io u apropriada da Forma u = .v 
ou u = (x + £/) l,f ' c, cntao, calcule a intcgral. (b) Sc o icitor dispu- 
scrde um CAS, use-o para calcular a íntegral e, enlao. conlirme 
que 0 resuHado é equivalente ao dc (a). 


53, / x \/.v — 2 dx 


55. 


57. 


59, 


6t, 


63, 


jc a + 3 dx 


/ 

/^ 

f (lx 

J x-i/l 

f dx 

J -V( I — A' ¡ /4 ) 

f Jx 

J a ' 2 - 


_ „1/3 


Í , ' V • ¡h 

J \/ I + .V* 



(,v + 3)' 


65-70 (a) Fa^a a substiuii^ao dada por (5) para convertor o in- 
tegraudo ent uma funcao racional, de u c, cntao, calculc a intcgral, 
(b) Sc 0 loitor dispuser dc um CAS. use-o para calcuiar a intcgrai 
(som usar subslíiui^oes) c. entao, confirme quc o resuliado é eqiti- 
valente ao de (a). 


65, 


67, 


69, 


/ 

/ 

/ 


dx 


dx 


3 + sen x + cos x 
dO 


2 + sen x 
dx 


I — COS 0 
dx 

sen x + iu x 


« 7 

“7 

_ /' sen ,v 

70. / -— —- 

J sen ,v + tg x 


4 sen v — 3cos.v 


71 -72 lJsc quaIq uer mé Lodo para resoi ver para x. 


2 ' / i 


1 t*J2t - I 


df = 0,5; 2 < ,v < 4 


dt = L a' > 4 


73-76 Usc quaSquer método para cncontrar a árca da rcgiao dcli- 
mitada pcias curvas. 


73. 

v = V 25 - .V 1 . 

y = 0, x 

74, 

y — d9x 2 - 4, 

1 ' = 0. ,v 

75, 

I 

v = -- 

. v = 0. ,1 


25 - 16.v- 


76, 

y = s/xlnx, V 

— (), X — 


= 4 


v = I 


77-80 Use qualqtter método para encontrar 0 voJmne do sóSido 
gcrado quando n rcgiáo dclimitada pclas curvas gira cm torno 
do eixo y. 
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77. v = coü .i* v ~ 0, x — 0, x — tt/2 


78. y — V-V — 4, y — 0, jl’ — 8 

79. y = e-\y = {hx = i),x=l 

80 . y = ]nx,y = Ú t x = 5 

81-82 Use qualqucr mélodo pai’a encontrar o comprimento de 
arco da curva. 


8 i. y = Zv , 0 <x <2 


82. y = 3 In w 1 <a <3 


83. v — scn v, 0 <x < tt 


84. v — I fxi \ < x < 4 


85-86 É dada ínfonraagio sobre o movimanco dc uma panícüla ao 
lotigo de um eim 

(a) Use um CAS para eticontrara fungao posigüo dn partícula para 
r£ 0 . 

(b) Paca o gráíico da curva posigáo vcrací lempo. 


(£] 85. u(0 = 20 cos* / scn’i, ,v(0) = 2 
0 86 . //(/) = e ’ sen 2 1 scn 4/. u(0) = 0. j(0) = 10 


ENFOCANDO CONCEITOS 


87. (a) Use a subsiiiuigao n = lg (x/2) para inostrar que 

I + lgU/2) 


/ 


sec xcíx = ln 


1 - tgU / 2 ) 


+ C 


c coníirme quc isso ¿ eonsistcnle com a Fórmula ( 22 ) 
da Scgáo 8.3. 

(b) Usc o i'esullado de (a) para mosirar que 


/ 


secjc dx = ín 


t e 


(l + 5> 


+ c 


88 . Use a subsiüuígao u = tg (t/2) para mostrar quc 


cosscc x dx — — ln 
? 


I — COS X 
I + COS X 


+ c 


83-84 Use qualquer método para encontrai a árca da superftdc 
gerada fa/eudo a curva girar eiti torno do eixo a. 


e confirme que isso é consístente com o icsuUado do H;íer~ 
cício ó I (a) da Segáo 8 . 3 , 

89. Encomre uma subsdtuigáo que possa ser usada para ínte- 
grar uma lungao racional de senh x c cosh x c a use para 
calcuiar 


/ 


dx 


2 cosh x + senh a 


sem cxprcssar a integral cm tcrmos dc e c e \ 


90-93 Algumas imegrais que podcm ser calculadas á máo náo 
podem ser calculadas por nxios os sisteinas algébricos compuia- 
cionais. Calculc a intcgral á mao c veriñqtie sc podc ser calculada 
com um CAS. 


@91. I (cos J2 x scn 30 ; 


v -- cós 3C ' x seti >2 x) dx 


@92. J y/x- [Sngestao: 4(V* + 2 - Vx^2) 2 =?j 

93. / -- dx 

J JC 10 + A 

[Sngesíüfj: Recscreva o denominador como x 1 ’'(\ + a"'"'). J 
@ 94. Seja 


/ú) = 


— 2a 5 + 26a 4 + I5.V 3 + 6.v 2 + 20.v + 43 
x 6 — x s — 18.v 4 — 2.v 3 — 39 x 2 — x — 20 


(a) Use um CAS para fatorar o denominador e. eutáo, escieva a 
forma da decomposigáo em fragdes pardais. Nao é necessárío 
encontrar o valor das constantes. 

(b) Conflra sua icsposia cm (a) usando tim CAS pam cncontrar a 
dccomposigáo cm fragocs parciaisde/ 

(c) [ m egre / á tu áo e e m ao con 1 1 ra su a res post a í ntegrando f co rn 
urn CAS. 


*/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 8.6 


1 . (a) Fúrmula (60) (h) Fóranila(108) (c) Fónnula (102) (d) Fórimila (50) 2. (a) Fórmula (25) (b) Fórinula (51) 


(c) Fórmula (18) (d) Fdrmula (97) 3. (a) — ln 

4 


x +2 
a - 2 


1 


+ C (b) - scn 3.v + - sen x + C (c) — — yf] — e 2x + - arc scn e h + C 
6 2 2 2 
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8.7 ENTEGRAQÁO NUMÉRICA; REGRA DE SIMPSON 


Quandofor nece&sário caicuíar uma integral definida de umafun0o para a qitai uáo pudermos 
encontrar itma antiderivada, precisamos nos conteníar com algtttn tipo de aproxímacao 
mimérica dessa integrál. Na Sepdo 6.4 consideramos ires dessas aproximacoes no contexto 
de áreas: as aproxhna0es pelo extremo esquerdo, peío extremo dtreito e peío ponto médio. 
Nesta secüQ' estenderemos esses métodos para integrais defimdas em geraí e desem olveremos 
algttns métodos ttovos que, freqüentemente, fornecem uma maior precisao com menos cálcido. 
Também discttñremos os erros que surgem em aproximagóes de hitegrais. 


m UMA REVISÁO DA APROXIIUIAQÁO POR SOMAS DE RIEMANN 

Lcnihrc que na Seqáo 6.5 foi visto que a íntegral defmída tle uma lungao contínua / sohre um 
iniervalo [a t h] podc sercalculada por 

ft 

/ f (x)dx= Um J" f(x¡)A. 

rmw &.xy -+ 0 f—' 

onde a soma qtie aparece do lado direito é ehamada de soma de Riemann. Nessa í ónmihi, Ax k 
ú o comprimenLo do ¿-dsimo suhintervalo dc urna pariiqáo a — xq < .\\ < < * ■ ■ < x n = h 

de \a, b] cm n subintervalos e x'¡¡ denoia um ponio arbitrário do A-ésimo iniervalo. Se lomarmos 
todos os suhintcrvalos com o tnesmo comprimento, ou scja, com Ax k = (h — a)/ru entáo, 
quando /t cresce, as somas de Riemann acabam sendo boas aproxiniagoes da imegral definida. 
Denotamos isso cscrevendo 


/(A )dx [/{.t*} + f(x¡) + ... + f(x*)\ (I) 

Sc os valorcs dc /nos cxtrcmos dos subintcrvalos forem dcnotados por 

>’0 = J’l = /(JCl), >’2 = fOí) .>’«-! = f (*„-]), >';r = /(+>) 

c os valorcs de/nos pontos médios dos subintervalos por 



Jhíj - 3 -■ 


' Vj 


m r. 


cntáo scguc dc (1) quc as aproxímagoes pclo cxtremo csqucrdo, pclo exLremo dircíto e pclo 
ponto médio, discutidas na Scgáo 6 A podem sci exprcssas conformc indícado na Tahdu 
8.7.1. Embora tcnhamos obtido csscs rcsultados para íunqócs náo-Eiegatívas no conlcxlode 
aproximagáo dc áreas, cias sáo aplieáveis aqualqucr l'unqáo quc scjacontínua cm [¿r, b\. 


Tabela 8,7.1 


AIWXIMACÁO PlvfX) HXTRRMO hSQURRDO 

APROXIMAOÁO PhLO HXTRI MO DIRHITO 

APROXIMAOÁO Ph.i .0 IXmO MÉDIO 

f h /i 

fb 


1 /( x) dx = (-' 17 )['■() + .V| + • ■ ■+>„_,] 

1 f(x) dx ~ ( h ")[.!■, + y 2 + ■ • ■ + j 

/ /(.V) dx - é’ 0 )[>’,„, + + ■ ■ ■ + y m ] 
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AproJíimagao trapezoídal 


Fi^ura 8.7*1 


■ APROXtMAQÁO TBAPEZOIDAL 

Nesta segao convém denotar as aproximagoes com ti subimcrvalos pefo exrremo esquerdo, 
pdo exticmo clireito e peío ponto niédio, respectivamente t por L tJ , R lt c Dcssas tres, a 
aproximagüo pdo ponto médio é a mais ulílí/ada em aplicaéocs. Sc loniarmos a média dc L fI 
e R fJ . ohteremos unia outra aproximagao importante t denotada por 

T ;J = j(L fí + R n ) 

c denominada aproxitmgao trapezoidal: 


Aproxima$do Trapezoidal 


I f(x)dx T„ — ^ 2 n ) -2 3 jj 4 1 + 3'jtJ 


{ 2 ) 


() nome ^aproximagao trapezoidal” deriva do fato de que t quando/tor nao-negativa no 
intervalo de Íntegragño, essa aproximagáo T é a sonia das áreasdos trapé/ios mostrados na 
Fiaura 8.7.1 (ver Excrcfcio 47). 


► Exomplo 1 Na Tabela 8.7.2 aproximanios 


In 2 


= f-'-éx 

J\ X 


usando as aproximagocs pelo ponto médio e trapczoidal.* Em cada caso, utilízamos n - 10 
subdivisoes do intervalo [ 1, 2J, de modo que 

h — a 2 — 1 h — a 2—1 

“ 0.1 ou —— — __ — 0*05 < 


n 


10 


2 n 


20 


Vanlo nwdiü 


Trjfhszoidíil 


Tabela 8.7.2 



ackóximacáo rf-.i.n ponto méiho 



AL‘ROXIMACÁO TKAl'l-yOIEiAE 


/' 

i-'Onto \mm 

m- 

= Um i 

f 

GXTKE-MO 

X i 

y¡=fix ¡)= i tx, 

MCLTirUCAlXÍR 

Wí 

U ',.V, 

1 

\ ,05 

0,952380952 

0 

1,0 

1.000000000 

1 

1,000000000 

2 

U5 

0,869565217 

1 

1J 

0.909090909 

2 

1.818181818 

3 

1 25 

0,800000000 

2 

1,2 

0.833333333 

2 

1,666666667 

4 

1.35 

0.740740741 

3 

U 

0.769230769 

2 

1.538461538 

5 

1,45 

0,689655172 

4 

í,4 

0,714285714 

2 

1,428571429 

6 

1.55 

0,645161290 

5 

1,5 

0,666666667 

2 

L333333333 

7 

1.65 

0.606060606 

6 

1.6 

0,625000000 

2 

1.250000000 

8 

! .75 

0,571428571 

7 

U 

0,588235294 

2 

1.176470588 

9 

1,85 

0,540540541 

8 

1.8 

0,555555556 

2 

IJ 11111111 

10 

1,95 

0,5128205! 3 

9 

1,9 

0,526315789 

2 

1.05263 J 579 



6,928353603 

10 

2.0 

0.500000000 

1 

0.500000000 
\ 3,875428063 

P 

dx * (0J >(6*928353603) ^0,692835360 


j 

' t dx = (0.05X1 3, 875428063 ) 

«5 0*693771403 



* l-jti [oda cstíi se^ilo darenws os valórcs mimíricos com uowe casiv> dcciiTiaii a dirciia da vírgula, Sc scn rociirso cotnpinacional fitto 
imistrtF [aiüELK canas. scríi prcoiüo I'lvcl' üs ajusicü ncccüsários. O iriijKsrtanLC aqui t? cnicndcr os princfpios crn disCLi¡>sáo. 
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Reesaeveriíto (3j $ (4) r»r> íormatG 

A') dx = úpj'oximugiín + crro 

vem<j'S qu & o& vatoros positivos do E /it 
o corr&spondem a subestimar & o$ 
valoros rt&aativos, a superestímar o 
valorda integral. 



■ COMPARApÁO DAS APROXIIVIA?ÓES PELO PONTQ MÉDIO ETRAPEZOIDAL 

Delinimos os erros nas aproximagoes pelo pomo médio e trapezoidai, respeetivamente, por 


E\f — 


f 


f(x)dx-M n e E r = / f(x)dx- T„ 


pfo 

Jll 


(3-4) 


e definimos \Em\ e If'rl eomo sendo os erros ahsotutos dessas aproximagoes. C)s erros ahso- 
lutos sao nao-negaiivos e nao disiinguem entre suhestimar e superestimar. 


► Exemplo 2 Ü valor de In 2 com nove casas decimais é 


f 2 i 

En 2 — / - d.x 0,693147181 (5) 

Ji x 

de modoquc, pclasTahelas 8,7.2 c S.7.3, podcmos ver que oscrros absolulos na aproximagao 
dc in 2 por M m e 7'io sao 

|£, v/ j = | In 2 - M m \ fls 0 t 000311821 
|£VI = [ tn 2 — T ]0 | - 0,0006242'22 


Assim, nesse caso, a aproximagáo pelo ponto médio c mais precisa do quc a aproximagáo 
tiapczoidah < 


Tabeta 8.7.3 


In 2 



(i\OVH í ASAS DhCIMAlS) 

At ] HOXlMA0A<í 

hRRo 

0,693147181 

A/ l0 -* 0,692835360 

- hi 2 -A/ ]0 ~ 0,000311821 

0,693147181 

T, O = 0,693771403 

E r = !n 2 - 7' 10 = -0,000624222 



0$ tnángulos sombreados 
t&nri áreas íguais. 


Figura 8.7*2 


No Exeniplo 2, náo foi por aeaso que a aproximacáo dc in 2 pelo ponro médío resultou 
inais precisa do tpte a aproximagáo trapezoidal. Para ver isso, come^amos olhando para a 
aproximacáopelo ponto médiodc um outro pontode vista. Fara simplificar nossaexplicagao, 
suporemos que/scja náo-ncgativa cm \a, b] t emhora nossas conclusdcs scjam válidas scm 
essa hipótesc. 

Sc/I’or unia fungáo diferenciávcL lambém chamanio.s a aproxima^áo pcio ponto mcdío 
dc aproximagao pela reta tangente, pois para cada subintervalo a área do reiángulo utiliza- 
do na aproxima^áo pelo ponto mcdío é igual á área do trapézío cuja aresta superior é a reta 
tangente a y —f(x) pclo ponto médio do subíntervalo (Figura 8.7.2). A igualdadc dessas áicas 
segue do fato de que as áreas sombreadas na figura sáo eongruentesi Mostraremos, agora, 
eomo cssc ponto de vista da aproximacáo pclo ponto médio podc scr usado para estahclccer 
critérios úlcis para determinar se M TJ ou T rJ é a aproxima^áo que produz a nielhor aproxima^áo 
em um dado intervalo. 

Na Ftgura 8*7.3¿i, isolamos um suhinlervalo de [a, b] no qual o gráfieo de uma funcáo 
/ é cóncavo pam haixo e somhreamos as áreas quc representam os erros ruxs aproximacóes 
pelo ponío incdio írapczoidal no suhinici valo. Na Figura 8.7,3/j, mostramos uma sueessáode 
quatro ílustragoes, quc tornam cvídcntc quc o crro na aproxima^áo pclo ponto médio é nienor 
do que aquele na aproxima^áo trapezoídal. 8e o gráfieo de f fosse eóneavo para ciina, figuras 
análogas levanam á mesma condusáo. (Esse argumento, dcvido a Frank Buck, aparcceu no 
The Cotíege Mathematics Joumaf VoL 16, n° 1, 1985.) 

A Figura 8.7.3« tambéni sugerc quc, em um subintervalo no qual o gráíico c cóncavo 
para baixo, a aproxima^áo pelo ponto médío será maior do que o valor da integral, en- 
quanto a aproximagáo trapczoida! será tnenor. Em imi intervalo ondc o gráfico é cóncavo 
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8.73 


para cima, ocorrerá o inverso. £m resumo, temos o seguíme resuliado, que enunciamos 
sern prova formal. 


8.7.1 TEOjíEMA Seja f contínua em | ¿i K h] e sejam \ Esi I e ¡ Ej \ os erws absolutos 
que residtam dus apmxmmqdes peío ponto médio e trapezoidal de f h f{.\)dx usando n 
suhintervalos. 

(ü) Se o gráfico de ffor cóncavo para cima oit para baixú e/n (a, h), entdo \ \ < | Ej \ 

isto e t o erro na aproxímaqño doponto médio será menordo que aqueie na aproxima^ao 
trapezoidai 

(b) Se o gráfico de f for cóncavo para baixo em (a t b') t entño 

pb 

Tn < f f(x) dx < M„ 

J a 

(c) Se o gráfico cle f for cóncüvo pafti cimü em ( a, b), eittáo 

M» < f f(x)dx < T„ 

Jtí 


► Exemplo 3 Como o gráíko de f(x) - 1 Ix é eontínuo no mtervalo [ 1> 2] e concavo para 
cinia no intervalo (l t 2), segue da parte (a) do Tcorema 8.7.1 que M tt senipre dará uma apro- 
ximaqáo meihor do que T )t para 



Além disso, segue da parie (c) do Teoreina 8.7.1 que M n < In 2 < T n para cada inteiro posí- 
tivo n. Observe que ísso é consísieme com nosso eálculo no Exempto 2. < 

ADVERTÉNCIA 


N§o conclua que a aproxima^áo pelo 
ponto médio sempre é melhor do que 
a trapezoidal: a apfoximacáo trape- 
zoidal pode ser meJtior se a fungio 
trocarde concavidade no intervalo de 
iniegrag&o. 


► Exempir>4 As aproxiniagocs pclo ponto mcdio e trape/oidal podcm scr usadas para 
aproximar $cn 1 usando a integra! 

scn J ™ / cos v dx 

Jo 


Como f(x) = eos .r c eontínua no mtcrvalo [0, J J c concava para baixo cm (0, í), scguc 
das parlcs (a) c (b) do Tcorema 8>7J que o cito absoJuto de M fí será ínfcrior a T fí c que 
T ít < sen I < M n para cada intciro posítivo n< Isso c consistcntc com os rcsultados na Tabcla 
8.7.4 para n = 5 (eáiculos ímedíatos onntidos). < 
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Tabeía 8.7.4 


sen t 




(novk casas decimais) 

APROXIMACAÍI 

KRRO 


0,841470985 

M 5 - 0,842875074 

T if = sen 1 - M 5 = - 

0,001404089 

0.84 ¡470985 

T s ~ 0.858664210 

E r = sen 1 - 7 5 ^ 

0,002806775 


► Exemplo 5 A Tabela 8.7.5 moslra aproximagoes peío ponto médio e trape/oidal de 
sen 3 = eos .v dx usando n — 10 subtUvÍsoes do intervalo [0, 3]. Observe que | ¡ < \E T j 

e T í0 < sen 3 < Mjq, emhora esses resultados tiao sejam garamidos pelo Teorema 8,7, 1, já 
que/troca de coneavidade no intervalo j0 : 31, M 



Tabela 8.7.5 



seti 3 

(NOVli casas urOMAlS.) 

APROXIMACÁt) 

i:rko 


0,141120008 

M,o-OJ 41650601 

E\i = sen 3- M , 0 - 

-0,000530592 

0,141120008 

7 jo ~ 0J40060017 

- scn 3 - 7 ¡0 = 

0,001059991 


M REGRA DE SIMPSON 

Lembre que a média das aproxima^oes pelos extremos esquerdo e diretto dá uma aproxima- 
^ao melhor, a trapezoidal. Veremos, agora, como urna média ponderada das aproximagoes 
pclo ponto médioe trape/oidal pode dar uma aproximagáo ainda melhor, 

A evidéncia numérica nas Tabeias 8.7,3, 8,7,4 e 8.7,5 revela que, nesses casos, 
Ej rü — 2 E m * Isso sugere que 

jb j b jf> 

3 f(x)dx = 2 f(x)dx+ f(x)dx 
Jíl Jt¡ J(l 

— 2(Mi, + E m ) + (T n + Ej) 

= (2 M fí + r n ) + (2 E m + E t ) 

2M fl + Tj¡ 


Disso resulta 


/■ 


f(x)dx K 1(2 M„ + T„) 


Utilizarenios a notagao5 2lí para denotar o lado direito dessa apmximacáo. Assirn, 

&, = 1(2 M„ + T„) 

A Tabeía 8,7.6 apresenta as aproximaqdes S'2n correspondentes aos dados nas Tabeias 8,7,3 
até 8,7,5. 


Tabcla 8,7.6 


VAI.OR l)A KINQÁO 



(NOVh CASAS I>]-,C1M AlS) 

APROXIMACÁn 

KRKí) 

ln 2 ~ 0.693 í 47 181 

í, : (\fx)dx~ Stq = 1(2M |0 + T ]0 ) = 0,693147375 

- 0,000000194 

sen 1 ^ 0.841470985 

Jü cos x dx ~ S ]0 = \(2M 5 + T+ ~ 0,841471453 

- 0,000000468 

scn 3-0,14] 120008 

Ji) cos ,v dx = S 20 = /(2,W )0 + í' l0 ) = 0.141120406 

- 0.000000398 
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Usundo u fómiula duaproximagaopelo pomo médío naTabela 8 JJ ea Fórmula (2) da 
apraximagao trape/oidab podemos obtcr unia fórmula análoga para S^. Para simplíficar t subdivi- 
dimos o iniervalo f a t /í] eni 2 n subíntervalos, cuda um de eomprímenlo (l? — a)f(2n). Identificamos 
os extremos desses subintervalos por a — xa, X ], ,.., x^, = h> Entuo, vq, ,V 2 t ^ 4 + , - ■, X2n 

dcfine uma partigüo dc [«, h] cm n subintervalos iguais, sendo gue x¡ , x$, A '5 . xin-] sao os 

pontos médios desses subintervalos. Usando y¡ — f{Xi), temos 





[)’] + +-b VZn-] 1 


[2 )■] + 2 v 3 + ■ ■ ■ + 2 yin-.i 1 


[yo + 2>'2 + 2j f 4 + ■ ■ ■ + 2)-2,¡-2 + )2r¡] 


Assim, $ 2 ,¡ = j(2M„ + T ít ) podc serexpiesso por 




A aproximagao 



f{x) dx 




dada por{ó) é conhecida cotno regra de Simpson. O erro dessa aproxinia^áo é denotado por 



Como antes, o crro absoluío da aproxima?ao (7) 6 dado por \E S |. 


► Exemplo 6 Na Tabela 8.7.7 utili/amos a regra de Simpson com 2 n - 10 subíntervalos 
para ohter a aproxiniagao 

f 2 1 

ln 2 = J -dx sb S ]0 = 0,693150231 

Para essa aproximugao, 

1 / h-a\ I /2 — i\ I 
3 \ 2n ) ~ 3 kT ) ~ 30 

Embora 5 J(} seja uma média ponderada de e ía/ semido comparar S Ui eom M w e 
r ií3 Já que as somas dessas tres aproxíniagóes envolvcm o mesmo número dc parcelas. 


Thomas Sínipson (1710-1761) Maiemático inglés. 
Simpsou eru lilho de um leeelao. Ele íoi treínado para 
seguir os passos do pai e teve pouca edueagao formal no 
eotnego de suu vida. Seu interesse por Ciéneia e Mate- 
mática surgiu em 1724, quando presenciou um eclípse 
do Sol e receheu dois íívros de uin vendedor ambulan- 
te. um sobre Astrologia e o outro sobre Arinnética. Símpson 
rapidarnente absorveu seus eonteúdos e logo tornori-se, com 
sucesso, adivinho locaL Sua situagao financeira melhorada per- 
m¡f iu-lhe desistír da teodagem e casar-sc com sua patroa. Entao, 
cni 1733, uin incidcnte dcsafortunado e mistenoso forgou-o a 
mudar-sc. Ele se estñbelceeti cm Dcrby, ondc lccionou cm uma 
escola noturna e. dmante o dia. Lrabalhou eni uma tecelagem. 


Ern E736, mudou-se para Londres e publieou seu primeiro tra- 
balho matemático em um periódico chamudo Ixidies \ Diary (do 
quab mais tarde, tornou-se editor). Em 1737, publieou um bem- 
sucedído livro de Caleulo. o qual possíbilitou-lhe largar eomple- 
íamente a tecdagcm c coucentrar-sc em ensmare escrever. fíua 
sorte melhorou mais atnda ein 1740, quando alguém chamado 
Roben Heath o acusou de plágio, A pubiicidade foi maravilho- 
sa, e Simpson conseguitr escrever rapidamente uma sucessSo de 
livros-texto de grande succsso: Álgebra [ dez edigocs maís tradu- 
góes), Geometria (dozc edigóes mais tradugóes), Trigotwmerria 
(cinco edígóes mais tradugóes) e inúmeiós outros. É íntcressante 
notar que Simpson nao descobríu a regra que leva seu nome. Ela 
era um resuhado bem conhecido em sua época. 
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Usando os valores de e 7’ ltJ do Exemplo 2 e o valor de 5 lu da Tabela 8.7.7. temos 

|E a/ | = | In 2 - M| 0 | ss |0,693147181 - 0.692835360| =0,000311821 
|£ r | = | In2- 7\o| ^ 10.693147181 ~ 0.6937714031 = 0,000624222 
\Es\ - |ln2 ~ Sp\ * 10.6931473 81 ™ 0,693150231) - 0,000003050 

Coniparatido esses erros absolutos, ñca claro quc 5 I0 e uma aproximagao muito mais prccisa 
de In 2 do que M l{i ou T lt ,. < 


Tübela 8.7.7 


i 

líXTRüMO 

X i 

37 = /(+) = dx¡ 

MULT1E1JCAEJOR 

W i 

u /37 

0 

1,0 

1,000000000 

\ 

1 ,000000000 

I 

u 

0,909090909 

4 

3,636363636 

2 

1,2 

0.833333333 

2 

1 ,666666667 

3 

1.3 

0,769230769 

4 

3,076925077 

4 

1,4 

0,7 J 4285714 

2 

1,428571429 

5 

1,5 

0,666666667 

4 

2,666666667 

6 

1,6 

0,625000000 

2 

1 ,250000000 

7 

1,7 

0.588235294 

4 

2,35294 1 ¡ 76 

8 

1,8 

0,555555556 

2 

Uilllllll 

9 

1.9 

0.526315780 

4 

2,105263158 

10 

2,0 

0,500000000 

1 

0,500000000 

20,794506921 


i 

^ i ,h = 20,79450692 1 ) 

- 0.693150231 




IU 


\*— A x —— 6 x —*j 

Figura 8.7.4 


■ INTERPRETAQÁO GEOMÉTRJCA DA REGRA DE SIMPSON 

A aproxima^So pelo ponto medío (ou pela reta tangente) e aaproximaeao trapezoídal de uma 
imegral detinida hasciam-se na aproxima^áo de um segmento da curva y — fix) por um seg- 
mento de reta. A íntuiqao sugere que essas aproxiniaqoes poderiam ser melhoradas usando 
arcos parabólicos em vczdc scgmentos de reta, íncorporando, assiny a concavidade da curva 
v = f(x) na aproxiirtacao, 

Essa idcla é carregada por uma fórmula, algumas vezes chamada de regra do tergo. 
Essa regra expressa a integral definidade uma fungao quadrálica ) = Ax 2 4- B.x + C em 
termos dos valores Yf F¡ e Y¿ de g no cxtremo esquerdo, no ponto médio e uo extremo direito, 
respectívamente, do íntervalo de integragao [m — Aa\ m + Ax | (ver Figuru 8.7.4), 


í 


m lAx 


Ax 

(Ax- + Bx + C) dx = — [Y 0 + 4K[ + Y 2 } 


m—Ax 



Deixamos a eargo do lekor verífkaressa regra. Aplicando a regra do tergo aos subintervalos 


[x 2 k-i, x 2 k l com & ™ I v*. chcgamos á Fónmila (6) da regra de Simpson (Excrcícios 49- 
50). Assim, a rcgra dc Siinpson corresponde á iiuegral de uma aproxímaqao quadrática por 
partes ócfix). 


■ ESTIMATIVAS DOS ERROS 

Ha duas fontcs dc erros com todos os métodos estudados ncsta seeao: o erro de truncamen- 
ío, ou ifitrínsec<\ dcvído á fónnula dc aproxima^íio, c o erro de arredondatnento, introdu- 
zídó nos cálculos. Em geral, aumentando n reduzimos o Crro de truncamento mas aumen- 
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tamos o erro de arrédondamento, já que, pava n grande, necessitamos dc mais cálculos, Em 
aplicagoes práticas, o i mporlantc saber quáo grande devemos tomar n para garantir um grau 
de precisáo especificado, A análisc do erro de arredondamento náo í>erá considerada neste 
texlo, por scr muito complicada. Coniudo, os tcorcmas seguintcs, provados em tivros de 
Anáüse Numdrica, dáo cotas supcriores para os crros dc tnincamcnto das apioximagocs 
pclo ponto médio, irapezoidal c pcla regra de Simpson. 


8.7,2 tkokkma (Esíimativa do Erro pelo Ponto Médio e Trapezoidal) 

contínua em [a, b] e se K 2 foro valor máximo de \ f\x) J em [a, H entdo 

(b - pfK 1 


( 


# I^mI = I f . 

\Ju 

Hí 


f(x) dx - M„ 


(b) | E r \ 


f(x) dx - T„ 


< 


1 24 n 2 

(b-afK-j 

ññ 2 


Se r for 


( 10 ) 


(II) 


8,7.3 I KOUKMA (Estimativa do Erro em Simpson) Se f ' A) for contuma em \a, b \ e se 
Kj foro vaíormáximo de \ / l4 '(-v)i em ¡a,b], entño 


-\L 


Esl = / fO)dx-S 2 „ 


(b - afK A 

180(2r¡) 4 


( 12 ) 


► Exemplo 7 Encontre uma cota superior para o erro ahsolulo que resulla da aproxt- 
macño de 

I 

!n 2 — / -dx 
J t v 

usando (a) a apmxíma^áo pclo ponto inédio M v¡> com n ~ 10 subintervalos, (b) a aproxi- 
magáo trapezoidal T U] com n = 10 subtmcrvalos e (c) a regra de Simpson S u 5 com 2 /í = 10 
subintervalos. 


Soíu^áo Apl icaremos as Fórmulas (10), (11) e (12) com 

fix) = a - I e b — 2 
x 

Para (10) e (11) usamos n - 10; para (i2) usamos 2n = 10, ou n = 5. Temos 


f(x) = 1 2 ‘ 6 


x 2 


f"(x) -- -v, f"(x) = 


V 


4’ 


f A> (x) = 


24 


Observe que as cotas superiores cal- 
culadas no Éxemplo 7 sáo consisten* 
tes com os valores | Em | r ! E¡ \ e! E$ \ 
calculados no Exemplo 6. mas sao 
oonsideravelinente maiores do que 
aqueles vaiores, É bem oorrum que 
as cotas superiores dos orros absoiu- 
tos dadas nosTcoromas 3.7,2 e 8.7.3 
oxcedám subslaricialínente os erros 
absolutos verdadciros. Contudo. ¡sso 
náo diminul a uiilidade dcssas colas. 


Assim, 



2 


24 

/ "OOI - 

X 3 

= / <4) w * 

x* 

JC 5 


24 

x* 


(13-14) 


onde ignoramos os valores abseiutos porque f"(x) e / <4> (x) tém vatores positivos em i < x < 2, 
Como (13) e (14) sáo eontínuas c decrescentes eni [ 1, 2], ambas as Fungócs tém scus valores 
máximos cm x = 1; para (13/ esse valor máximo é 2 c, para (14), o vaior máximo é 24 + Assim, 
podemoK tomar K? — 2 em (10) e (11) e K* = 24 em (12). Resulta 

(b - afKi f-2 


\E*t\< 


I E r \< 


■íl < 


24/í 2 24 - 10 2 

(b-afK 2 I * 1 2 

12 n 2 ~ 12- 10- 

(b-afKi I s - 24 


0,000833333 


0.001666667 


18()(2/i y 


\4 


3 80 ■ ! 0 4 


0,000013333 + 





























564 Cálculo 


► Exemplo 6 Quamüs subintervalos deveriam sor iisados para aproximar 


ln2 = 


Jl X 


pela regra de Simpson para ohter uma preeisao dc cinco casas decimais? 

Solugao Para obter uma prccisao de eínco casas deeimais, dcvemos cscolhcr o número de 
subintervaJos dc tal modo que 

| E x I < 0.000005 = 5 x ur 6 

Por (12), isso pode scr alcangado tomando 2 /í na regra de Simpson dc tal modo que valha 

(b-üfKt 


4 - 


< 5 x 10 


-6 


180 ( 2 « ) ¿ 

Fazcndo a — 1, f) = 2c^j = 24 (ohlido noExcmplo 7) nessa desigualdade*resulla 


1 5 24 


180 ■ (2n) 4 - 

que, tomando recíprocos, podc ser escrita como 


< 5 x 10“ 6 


(2 nf > 


2 x Uf 
73 


oli /r 4 > 


I0 4 


Assim, 


n > -r — 6.389 

^6 


Como ti é um inteiro, vernos que n - 7 c o menor valor de // que satisfaz essa exigéncia, com 
2n ~ 14. Assim, a aproximagao S u com 14 subíntervalos produz uma precisao de cinco casas 
decimais. ^ 


Nos casos em que é diíiciE encontrar í>s vatores de K? e Ki nas Fórmulas {10), (11) e [12) h podemos trocar 
essas constantes por quatqucr constante maior. For exempio, suponha que uma conslanle K que possa ser 
oncontrada facilmente dé a certeza de que) / w (jc)| < K no intervato. Entáo K* < K e 



(15) 


de modo que o lado díreito de (15) é, lambérn, urna cota superior do vaior de j¿V|. Conlutío, utilizando A", pro- 
vavolmente aumentará o valor calcuiado do n queé nocessárro para a toleráncia do erro dada. Muilas aplíoacóes 
envolvem a resolucao dcsses assuntos práticos oonooírenles, exempiificados aqui pela compensefáo entre a 
conveniéncFá de encontrar uma cota qrosseira para | /"(a')| g & eficiéncia de ulilizar o menor ri possívet para a 
preoisáo desejada. 


► Exemplo 9 Quantos subíntcrvalos devcm scr usados na aproximagáo dc 

cos(a - 2 )dx 

pelo ponlo médio para uma precisao <le tres casas tiecimais? 

Sotu^ao Para obler uma precisao de liés casas decimais, precisamos escolher n de lal for- 
ma quc 

\E M I < 0,0005 = 5 x I0" 4 (16) 

A partír de (10) com f(x) - cos( v'), a - ü e b - 1, um limite superior para o erro | I é dado por 

K 2 
24¡r 



\Em\ < 


(17) 
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v = “ |4,v : cus (,r) + 2 scn (. ,v z > | 


Fjgura ft.7.5 


(18) 


onde | K 2 \ é o valor máximo dc I /"( x)\ no intervalo [0, J ]. Mas, 

f'(x) - ~2x scn( A ") 

f"(x) - -4x 2 co$(x 2 ) - 2 scn(.r) = - [4jr : cos(.v 2 ) + 2 sen(v 2 )S 

e portanto, 

I f ! 'M I = I d v : cos(/) + 2 scn(A' 2 ) 

Scria cansativo buscar anaiitícamcnic o valor máximo dcssa fnngáo no intcrvalo |(X 1). Para 
x em [0 + Í ]> ó facii vcr quc catia uma das cxprcssocs a“ + cos (jk") c scn (x~) c líniífada por l cm 
valor absolfito, de modo que | 4 a- 2 cos (a‘) + 2 sen(jr") | £¡ 4 + 2 - 6 em [0, I ]. Podemos melho- 
rar i.sso usando um recurso gráíico para esbogar | f"(x) | + como mostramos na Figura 8.7.5. E 
evidente pelo gráflco que 

| f ,f (x) | < 4 para 0 < a < 1 
Dessc modo, tcmos apartir de (17) quc 

a: 2 4 I 

|£wl - 24ÍA ^ 24^- ~ 6Ü 2 

c assim podemüs saíisfazer (16) cscolhciido n de forma quc 

I 


6fi' 


< 5 x 10 4 


o quc pode ser escrilo como 


/r > 


IO 4 

30 


ou n > 


10 - 


sí 18.257 


0 nienor valor dc n quc satisfaz cssa desigualdadc c n - 19. Assim, a aproximagáo pclo ponto 
médio M n usando 19 subimervalos produz uma precisao de trés casas dcci nmis. < 


■ UMA COIVIPARAQÁO ENTRE OSTRÉS MÉTGDOS 

Dos trés métodos estudados nesta seqáo, a rcgra dc Simpson, ern geral, produz resultados 
mais predsos do que a$ aproxiinaqoes pelo ponto médio ou trapezoidaf com a mesma quati- 
tidadc dc trabalho, Para tornar isso plausível, vamos expressar (10), (11) c (12) cm tcrnios do 
comprimento do subintervalo 


e 


Obtemos 


(verilique), Portanto, para a regra de Simpson, o linflte superior do erro absoluto é propor- 
cional a (Ax)\ enquanto, para aproximaqoes pelo ponto médio c trapczoidal, c proporcionaJ a 
(AxY* Assim, redu/indo o comprimento do intervalo por um fator de 10, porexemplo, reduz- 
se o liniitc do crro por um fator dc 100 para o ponto médio c o trapezoidaL c por um fator 
dc 10.000 para a rcgra dc Simpson. Isso sugcrc quc a predsáo da rcgra de Simpson mclhora 
muito mais rapidamente dó quc a das outras aproximaeocs, 

Como nota íinaL obscrvc quc, sc f(x) for um polínftmk) dc grau 3 ou mcnor, cntáo tcmos 
f 4 \x) — 0 para todo x; assim, á' iS = 0 em (12) c, conseqüenienientc, \E S \ = 0, Logo + a rcgra de 


b — a 

A.v =- para M n e I n 


h — a 

Ax — ——- para S 
2n 


2tj 


< 1 fí 2 (b «H&x) 2 
” 24 

(19) 

< ~Kj(b-<i)(Ax) 2 

\ 2 

(20) 

< —-KAb — a)(Ax) 4 

~ 180 

(21) 
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Simpson dá resuliados exatos para potinomios de grau 3 ou menor Analogamente, us apro- 
xímagoes pcto ponto médio c frapc/oidal dao resultados exatos para polinomios de grau t oli 
nrenor. (Q leitor deve sereapaz de ver isso geomelrieamente,) 


EXERCÍCÍOS DE COMPREENSÁO 8.7 (Verpágína 569para respostas ,) 


1, Seja 7j r a aproxima^áo trapezoidíil para a integrat definida de 
fl a') sohre um ímervalo [ n * 6] nsarido n subintervalos. 

{a) E m lermos dc L fí e R ti (as aprox i magocs pcl os ex i rcmos cs- 
qucrdo e dircito). lcmos T tt =_. 

(b) Em lei mos dos valorcs y 0 , _v i. y n da fungáo nos ex- 

tremos dos suhinterváios. temos T = 

2, Sejam / a integral defmida de / sohre um intervalo [ra b] e T t . e 

M n as respeetívás aproximagóes trapezoidai e pelo ponto médio 
de / para um n dado. Suponlm que o gráfico dc/seja cóncavo 
para cima no intcrvalo \a, b]: ordenc as quantidadcs 7j,. M n e / dc 
menor para maior:_<_<_. 

3, Seja S lM a aproxirm^áo pela regra de Simpson da iritegral deíi- 
nida de fix) sobre um íntervalo [«* /í] usando 2n suhíutervalos. 


(a) Em termos de M n e T ft (as aproxima^óes pelo ponlo médio 

e trspezoidaJ), temos - _.* 

(b) Em tcrmos dos valores vo- Vi, - - ^, }' 2 n da tun^ao nos cx- 

tremos dos stibintervaíos, temos .S/ =_ . 

4. Suponha que / í4 ' &eja contínua em [(L l\ eque f^\x) salis- 
fatja |/ !J,1 (a')| < 1 em fí), ] |, para k = L 2* 3,4. Enconlre unia 
cota superior para o eno absolmo que resulta de aproximar a 
mtegral deiinida de / sobre |0, 11 usando (a) a aproxiinaqio 
pelo ponto médio M (b) a aproximagao trapezoidal 7j 0 c (c) a 
rcgra dc Simpson ój & . 

5. A proxime- / sen v^ dx usaudo o mélodoíndicado. 

(a> M 4 =_ (b) 7j =_ 

(c) <j =_ (d) 5 S =_ 


EXERCÍCIOS 8.7 [c]CAS 


1-6 Use n = 10 subintervalos para aproximar a integral com a 
aproxima^áo (a) pelo ponto médio e (b) trapezoidal e use 2n = 
10 para aproximar a integral com a (c) regra de Simpson. Em 
cada caso. encontre o valor exato da integral c aproxime o erro 
absoltito, Expressc suas rcspostas com pelo menos quatro casas 
deci mais. 



7-12 Usc as desígualdadcs (10), (I I) c (I 2) para cncontrar colas 
supei iores para os erros nas paries (a), (b) e (c) dos exerdcios 
indieados, 


7. Exercicio J 8. Excrcício2 9. Exercício 3 

lí). Exercfcio 4 II* Exercíeio 5 12. Exercícioó 

13-18 Use as desigualdadcs (10), (11) e (12) para cneontrar um 
niimcro n de subintcrvalos para a aproxima^áo (a) pelo ponto 
mcdto e (b) trapczoidal que garanta quc ocrro absoluto scja me- 
nor que o valOT dado, Também encomre um mimero 2n de subin- 
lervalos que garanta que o erro absolulo na aproximaqao pela (c) 
regra dc Simpson scja menorque o valor dado. 

13* Exercído 1; 5 x 10^ 14. Exercício 2; 5 x 10 

15. Exereído 3; 10'' 16, Exerefcio 4; 10"’ 


17. Exercício5; 10" ! ' 18. Exereieioó; 10 


19-20 Encontre uma fum+to g(.v) da forma 

g(x) Ax 2 + Bx + C 

cujo gráflco contcnha os pontos (m — A.v. f(m — A.v)), 
(m , /(m))e (m + Ax< f(m + A.v)), ondc/(,v) c a ftmcao dada, e 
para os vaiores dados de m e Aa, Ontáo verillque a Fórmuia (9); 

f m+Ax Ax 

/ g(x)dx = — [F 0 + 4FJ + r : ] 

Jm— Xjc 3 

onde Y{) “ f(m - A.v), = f(m) e Yz — f(m + Ax). 


19. f(x) = m = 3, Aa = I 

x 

2ñ - /Ú') = seirbT.v); m = A,v = | 


21-26 Aproxime a ímegral usandoa regra de Simpson com 2 n = 
10 íntervalos e compare sua resposta com aquela produzida 
por algum recurso coirtpumdonai provído dc integra^ao nu- 
mériea. Expresse suas respostas com pelo menos quatro casos 
decimais. 


f * 2 V 

21. / e" x dx 22. / —_- dx 

J (1 Jo /1+ X 2 
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sen(* 2 ) dx 



2T“2ñ Ü valor cJtato da integral dada é n (contíra), Usc d - 10 
subínicrvalos para aproxímar a íntegral eom a aproxímaqáo (a) 
pdo ponio médio e (b) uapc/oidal e use 2n = 10 para aproximar 
a integral com a (c) regra de Símpson. Dé uma eslimaliva do 
erro ahsoJuto e expresse suas respostas com pelo menos quatro 
casas decimais. 



29* No Excmplo 8. niostramos que 2ti = 14 .stibdivjsoes garantem 
que a aproxima^ao de 

f 2 1 

Jn2= / -dx 
J¡ x 

peta rcgra de Simpson c precisa com ctnco casas dccimais. 
Contirme isso comparando a aproximagao de ln 2 pela regia dc 
Simpson com 2t¡ — 14 ao valor produ?Jdo diretamente de seu 
recurso computacional. 

30* Em cada parte, detemnne se a aproximagao trapezoidal sute^ 
tima ou superesLima a integial deíinidadada. 

(a) / cos (x 2 )dx (b) / cosü 2 ) dx 

Jq J 3/2 


31-32 Encontre tim valor de n que gáTanta que o erro absoluto 
na aproxíma^üo du integral com a aproxima^ao pelo ponto médio 
seja infenor a ] 0 ", Dé uma estimaiíva do erro absoluto e expi'esse 
suas rcpostas com pelo mcnos quatro casas dccimais. 




x sen .v dx 



33-34 Mostrc que as desigtmídadcs (10) c (II) nao tém serventia 
pata cncontrar uma cota supcríor para o crro absoitito que rcsulta 
de aproximar a intcgral dada com as apnoxima^oes tanto peío pon- 
to médíoquanlo trapezcsidal. 



35-36 Use a regia de Simpson com 2/? - K) suhíivLervulos para 
aproximar o comprimcnlo da curva. Expressc sua rcposla coin 
pdo menos qtiatro casas decimais. 


e a regra de Simpson para aproximar o núntero de pés per- 
corridos nos 15 primeiros segundos, Arredonde sua resposta 
atc o pc mais próxiino, \Sitgestao: Distáncia pcrcorrida - 
JT v(r)dt .] 

Fúfííe: Dádos óa revistu Carantl Driw. r r t Novcmbfr 2003. 



Tempo / (sí Figura Ex-37 

38* Um grálico da curva aceleraijao a verstts tcmpo i para um 
objcto movcndo-se em linha retacstá na figura abaixo. Es- 

lirnc as accleragócs cm t = 0, i, 2.8 s a partir do gráli- 

co c use a rcgra de Simpson para aproxirnar a variaqao da 
\ elocidade der = 0ai = 8s, Arredonde sua resposta até 
0 déeimo de cm/s mais nróximo. [Sitgestdo^ Varia^So na 
velocidade = j 0 ' a(t)dt.) 



Tempo t (s) Figura Ex-38 


39*42 Os métodos dc íntegragao numérica podeni scr usados em 
problemas nos quais os valorcs do intcgrando sao tílo-soinentc da- 
dos por mensuracáo ou, entáo, determinados experimentalmente. 
Use a regra de Simpson para estimar o valor das imegrais relevan- 
tes nestes exercícios. 


39* A tabela abaixn dá as vclocidades cm milhas por segtmdo ern 
vários instantcs para tini foguete de teste lau^ado pará cima da 
supcrl'fcic da Tcrra* Usc csses vatores para aproxitnar o númcro 
dc rnilhas percorridas duratue os primeiros E80 s. Arredonde 
sua resposta alé o décíino de milha mais próxiniü, I Sngestfio: 
Distlncia pereorrida - v{t) 'dt,] 


35* v = cos v. —jr/2 < _r < jt/2 
36* v= ítx. 3 <x <3 


ENFOCANDO CONCEITOS 


37* A figura a scgu tr mostra um gráfico da curva velocidadc v 
versus tempo t para uma hateria de tesles do aulomóve] Mit- 
subísbi Galam F.S. Dé uma estimativa das velocidadcs cm 
t = 0; 2,5; 5: 7,5; 10: 12,5 e 15 s a partir do gráíico, convcrta 
pé/s usimdo I milha/h = ff pés/s e use cssas veloeidades 


TKMW) I (s) 

VELOCIT>ADB V 
(tní/s) 

0 

0,00 

30 

0,03 

60 

0.08 

90 

0,16 

120 

0.27 

150 

0,42 

180 

0,65 


Figuru Ex-39 
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40* A tabeln abaixo mostra as velocidades de uma bala safda 
da boca dc um rilic cm várias distímeias. üso csses valores 
para aproximar o mlmeTo de scgundos pára a bahi pcrcorrer 
1,800 pcs, Exprcssc sua rcsposta atc o ceDtésimo dc scgun- 
do maís próximo* [Sitgésfttp: Se v i'or a vdoddade da bala 
c x a dístánda pcrcorrida* cntao v = í/.r/J/, logo = l/v e 
r — J 0 l3 °°(l/r) íitj 


DISTÁNCIA A' 

(pós) 

VH.GCIDADl: L ! 

(pcVs) 

0 

3100 

300 

2908 

600 

2725 

900 

2549 

1200 

2379 

í 500 

2216 

¡soo 

2059 


Fi^ura Ex-40 


41. As medidas de um caco de ccíámica descoberto em uma es- 
cava<j3o arqucológica revelam que ele veio de um pote com 
tima base plana c secqáo transversal circular (vcr figura abai- 
xo). A figura niostra medidas do raio interior do caco teitas 
a cada 4 crn a partii da base cm dircqiío ao topo. llse esscs 
valores para aproxímar o volumc imerno áa potc atc o ddci- 
mo dc iitro mais próxinio (I / = i.OÜOcnv 1 )* [Sugesfáo: Usc 
7.2.3 (voiume por scccáo transvcrsal) para cstabclcccr uma 
integral apropriada parao volume*) 


A.v(cn) 


Fígura Fx-4l 



42. Engenhciros querem consmiir uma estrada rcta c nivclada, 
com 600 pés dc comprimcnto c 75 pcs dc largura, fa/.cndo 
tim cortc atravds dc mn morro (vcja a íigum a scguir), As 
alturas do morro acíma da linha ccntral da estrada proposta. 
obtidas de váríos pontos de um mapa topográlico da regiáo, 
cstáo na tabela quc seguc. Para eslimar o custo da constru- 
qño* eles precixarn corthccer o volumc dc lcrra quc dcvc scr 
removido. Aproximc esse volume, arrcdondando ao pd ctibi- 
co mais próximo. [SugeMaa: Primeiro* estabeie^a uma inte- 
grai para a área da segáo transversal do eorte ao longo da li- 
nha central da estrada; depois. suponha que a altura do morno 
náo varíe entrc a linha cemrai e as margens da estrada.f 


DISTÁNCEA ALTUÍA. 


I lí ] lí 3/1 í KTAI. X ( pés) k (pCS) 



Figura líx-42 

3 43, Seja f{x) - cosú 2 ). 

(a) Usc um CAS pant aproximar o valor máximo de | /%v)| 
cm [0, I]. 

(b) Qual ú o tamanho dc n na aproximagáo do ponto médio dc 
/o mdx para garantir quc o crro absotuto scja menor 
do que 5 x 10 J ? Coniparc seu resullado com o obtido no 
Exemplo 9, 

(c') C al cu I e a i titegra I u sando a aprox i maqao pclo ponto méd i o 
com o valor de // obtido em (b). 

[c]44, Scja /f v) — V1 + x 3 . 

(a) Use um CAS para aproximar o valor máximo de | /%v)| 
em (0, 1 ]. 

(b) Qual é o tamanbo dc n na aproxÉmar;ao trape/oidal de 
j 0 f(x) (íx para garantirque oerro absoluio seja mcnoi'do 
que 10"' 9 

(c) Caleule a integraí usando a aproxima^áo trapezoidal com o 
valor de n obtido ern (b), 

^c]4S, Seja f(x) = cosú'). 

(a) Usc um CAS para aproximar o valor máxinio dc |/" 1 '(.v)| 
cm [0 t 1]. 

(b) Quai é o tamanho de 2/t na aproximaqüo de f$f(x)dx 
pela regra de Simpson para garánlir que o erro absoluto 
sc ja menor do qitc 10 J ? 

(c) Calculc a intcgraJ usando a rcgra dc Simpson com o valor 
de n obtido em (b), 

®40. Scja f(x) = s/T+X. 

(a) Usc iim CAS p;ira aproximar o valor máximo do |/' ,J (.v)| 
em [0, I ]. 

(b) Qual 6 o tamanho de 2 n na aproximagao dc f 0 f (x) dx 
pela regra de Simpson para garanlir que o erj-o absolulo 
seja menor do que 10"*? 

(c) Calcule a íntegral usando a regra de Simpson com o valor 
den obtido em íb). 


ENFOCANDO CONCEITOS 


47, (a) Veritique quc a média das aproximaqoes pelo extrcmo 
esquerdo c pelo extremo dircito dadas na Tabela H.7.I 
dá a Fórmula (2) da aproximagao trape/.oidaL 

(b) Suponha que/seja uma futigao conlfnua c náo-negaliva no 
ituervalo | ¡7, /?| e subdivida |ít, h\ em pontos igualmente 
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espaqados a — a'q < r V| < ■ > * < .v ir = £x Encomre a 
árca úo ti apczío sob o scgmcnto dc reta quc líga os pon- 
\os (xq, f(x t )) e ú ¿. + 3 , /(-v¿. + ])) eacimado intervalo 
I „ .v¿ + ¡ J. Mostre que o ládo direito d:i Fdrmula (2) c a 
sonia dcssas áreas de trapézios (Fígura 8.7.1), 

48. Seja / uma fuiigao quc e positiva, contfnua, decreseente e 
cóncava para l>aixo tio íntervalo |¿/, h ]. Suponha que o ínter- 
valo 1«. h] csteja subdividido cm n subintervalos de mesmo 
comprimcnto. Arranjc as aproximagoes dc ¡Jf(x)dx a se- 
guir em ordem decrescente dc valores: pelo extremo esqueo 
do, pelo exiremo dtreíto, pelo ponto médio e trapezoidal, 

49. Suponha qnc A.v > 0 cque g(,v) — Ax~ + Hx + C, Scja 
m um número c dclina Y 0 = g(m — Ax), Y] = g(m ) e 
Y 2 = g(m + Ax). Veriliquc a Fómuiln (9): 

nfi+A.v X 

g(x)dx = —[Y 0 +4Yi + Y 2 } 

'rn^Ax 


r 


SO. Suponha que / seja uma fungáo comínua e náo-negan va no 
intervalo (íj. b] e subdívida o intervalo [u. /;] em pontos igual- 
mentc cspagados a = .íq < .vi < ■ + ’ < jcj,, = h. Defina 

ytí ~ /fe), k = 0, 1. 2tt. Seja g¿ (a) ahjnpáodaforma 

g,-(x) = Ax 2 + Bx + C quc passa pelos ponlos (.vir, yn)* 

(A j 2/ + |, V2í + I ) e (.V2r+2, yil+2)i Í = 0 . I .W — l, Vtíl'i- 

fique que a Fórmttla (ó) calcula a área sob o gráfico de mna 
funqao qiiadrátíca |x>r partes, mostrando que 


gi(x)íJx 


±U“ 

j '=0 

_ 1 Í b ^ & \ 

- 3 V 2n ) 


[vo + 4 v t + 2y 2 + 4 + 2 v 4 + 

+ 2)^-2 + 4v 2 «-E + J2rj] 


/ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÁO 8. 


1- (a) U.L, + R„) (b) 


íh — a 

\ 2 i 


[yo + 2 r > : ] + j ■ j + 2 r Vrt-i + ] 2, < / <l,i 3. (a) |(2Af jr + T fJ ) 


(b) ~ f ~r-- \ [>0 + 4y, + 2v 2 + 4y* + 2y 4 +*■'■ + 2)^-2 + 4y 2ír _| + y 2 J 4. (a) 


2 V 2tt 


2400 


(b) 


í 200 


(e) 


I 


] .800.000 


5, (a) 0,307385118 (b) 0,315975361 (c) 0,309943906 (d) 0,3 í 0248532 


8.8 INTEGRAISIMPRÓPRIAS 


Até aqui concentramo-Ros nas integrais definidas com integrandos comínuos e intervaias 
de mtegragtio finitos. Nesta &e$ao ampliaremos o conceito de integral defímda para inchdr 
intervaíos de integra^ao infinitos e integnmdos qae sc tornam mfmitos dentro dos intervaios 
de infegra^aa . 


■ INTEGRAIS IMPRÓPRIAS 

Supoe-se na definigao da inregral definida 


f 

Jti 


f(x)dx 


que [a. b) e um intervaío linilo e que o limite qtie deíine a imegral exisie, islo é, que a íungao 
/ é integiável. Observamos nos Teoremas 6,5.2 c 6,5,8 que fungoescontínuas sao integráveis, 
bem como o sao fungócs limitadas com um númcro fimto dc descontinuidades. Também 
observamos no Teorema 6,5.8 que fungoes náo-limitadas no imervalo de integragáo náo sáo 
inlegráveis. Assim, por exemplo, uma fungáo com uma assíntola verlicai dentro do intervalo 
de integraqáo náo seria integrável. 

Nosso objetívo piincípal nesta scgao é ampliar o conceilo de uma íntegral definida para 
permitir intervalos infinitos dc integragáo e Íntegrandos eom as assíntotas vertieais dcntro do 
intervalo de imegragáo. Vainos chamar as assíntotas verticais de desconünuidades infinitas 
e as integrais com intervalos de íniegragáo intínitos ou com descontinuidades infinitas dcntro 
do intervalo de integragáo de integrais impróprias. Aq ui es táo alguns exemplos: 
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IntegráLs imprópríus com inlervalo& dc iniegraQao inflnitos; 


r + *í -ix L y / ,+ ” 

i, L 


dx 


I +x¿ 

I n t cgra i s i m p róp r i a s co m dcsc o n f i n u i ciad cs i n fi n i t as n o i n terva t o dc i n tcgragáo; 

■2 

I 


r% r^. r 


t.a ,v dx 


* Integrais impróprias com descontinuidades infinitas c intervalos infinitos dc intc- 
gracao; 

r +K dx {+* dx r + * 

Jo L l 


soc x dx 




■ INTEGRAIS SOBRE INTERVALOS INFINITOS 

Para tnotivar uma dcñnigao razoável para imegrais impróprias da forma 


t 

jn 


f(x ) dx 


vamos eomegar coni o casoem que/ é conlmuae náo-negativa ein [a, +oo); assim, podemos 
pensar na tntegrai conio a área abaixo da curva y - f(x) no intervalo [a, +oo) (Figura 8.8 J). 
A prinefpto, podemos eslar inclinados a argumentar que essa área é infmita, pois a regiáo 
tem uma extensao inñnita. Porém, tal argumento estará baseado em utna imuigáo vaga, e náo 
cm uma lógica matemática prccisa, uma vez quc o conccito dc área foi somcmc definido em 
intervalos de extensao fmita, Dessa forma, antes de iazcr qualqucr afirmativa razoável sobre 
a árca da rcgiáo na Figura 8,8 J T prccisamos comcgar por dcfinir o quc cntcndcmos por árca 
dessa negíáo. Para i$so T scrá útil focalizar um exemplo espccííico, 

Vamos supor que estamos interessados na área A da regiao que está abaixo da curva 
v — i/x" e acirna do intervalo | F +oo) do ctxox. Eni vez dc tentar cncontrá-la loda de uma 
vez, vamos comegar por calcular a parle dela acíma do intervaío fmilo [I, £?], onde b > I é 
arbitrário. Essa área c 


dx 


/ , 


1 

x 


h 

J I 


= .-i 

b 


(Figura 8.8.2). Se permíiirrnos h crescer de Uil íorma que b — >+oo, cntáoa parte daáreaacíma 
de [1, b\ írá comegar a preencher a áiea sobre todo o intervalo [1, +oo) (Figura 8.8.3); logo, 
podemos dcíinir razoavcimenie a árca A sob v = l/x" sohrc o intcrvalo [ L +oo) corno sendo 


. f + * dx f 

A = I — — hm I 

J\ L i>-+*J\ 


‘h = lim ( 1 - I ] = I 

X ¿ \ ¿7 


( 1 ) 


Assin+ a área tem um valor ñnito de U e náo é ínfmita, como havfainos conjecturado ini- 
cialmente. 









Areíi = ¿ 


3 


.x 


n 



Área = 


.-V 



Tomando a discussao anterior como guia, vamos fazer a deíinigáo a seguir (que é apli 
cável a fungóes com valorcs tanío poshivos quanto uegativos). 
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Se/for uma íungáo oao-negatíva no 
imorvaio |a. + x), entáo interpresarrios 
a irilograi Emprópria da Defini^áoñ.S.1 
oo mo a área $ob o gráíico de/acíma 
do intervaio fja.+ x. i Se a'.integrgl con- 
vergir, entáo a área é tinita e iguat ao 
valor da i nteg raf: se divergif, conside- 
rainos a área como sendo inlinita. 


v 



12 3 4 


Fifjuru S.8.4 


8,8 J DEFlNigÁO A integral hnpróprki de J no Íntervalo fúí, +oo) é definida por 



No easo em quu o limite existe, cii/emos que a iniegral imprópria cmverge t e o Hmite é 
delinido como sendo o valor da integral. Caso elc nao exista, dizemos que a integral im- 
própt ia diverge, e nao é atribuído nenhum vaíon 


► Exemplo 1 Calcule 





dx 

x 


Solu^do (a ) Seguindo a definigao, substituímos o limiie superior infinito por um limite 
íinito h y c entao tomamos o limite da íntegral resulEante. Isso fomece 




— lim 

+» 



I 


2 


Sofu^do (b) 



lim / — — lim |ln.rl,'= lim ]nf? = +w 

/>-* +■» jj X &-+ ■+* L J| +w 


Nesse caso, a integral díverge c, portanro, nao tcni valor algum. < 


Como as fun^oes l fx\ Ux" e \fx sao nao-negatívas no intervalo [1> +oo), temos, a 
partir de f I ) e do úllimo exemplo, que sobre esse intervalo a a área sob v — 1/a ? é que 
a área sob v — 1 fx~ é l t e que a área sob v = I/a é iníinita, Porém, superficialrnente, os grá- 
íicos das trés lungdes sáo muito parecidos (Figura 8.8.4), e nao há nada que sugtra por 
que uma das áreas seja infinita e as outras, náo. Uma explicagáo c que l fx* c I/r tendem 
a zero maís rapidamente do que 1 fx quando x -++oo ? de tal forma que a área no intervalo 
[ L b 1 acumula menos rapidamente sob as curvas y = 1/a' e y = 1 íx' do que sob _y = 1 fx 
quando h -++xq e a diferenga é suficiente para que as duas primeiras áreas sejam finitas 
c a terccira, infinita. 


► Exemplo 2 Para quais valores de p a íntegral 


/ 




dx 

x* 7 


converee? 


Solapdo Sahemos do exemplo anterior que a integral diverge se p — I; portanto, supomos 
que p -■==: L Nessc easo, tentos 


/ 


+* ct x rh 

“ = bm 

X P h-r-r'S- 


}> 


p dx= lim 


}-p 


/>^+K | 


p J 


í) 


= lim 
h—> +* 


b ] ~P 


1 


J “ P I — P_ 


j 

Se p> I, entáo o expoente 1 - p é negativo e b p —> 0 quando b se p < J, entáo o 

expoente I ~/>c positivo e h'~ f> —* +oo quando h -»+oo. Assiitt, a integral converge se p > 1 c 
diverge em caso contrário. No caso convergente, o vaior da integral é 




(P > 1) < 
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O seguinte leorema resume esse resuJtado, 


8J,2 TEORliMA 



■ h * dx 
x* 1 


I 

- se p > J 

P- I 

diverge se p < I 


I -j-x 


► Exemplo 3 Calculc f (I - x)e 1 dx, 

Jü 

Solu^ao íntegrando por partes coin u - 1 - x e dv = e* dx, obtemos 

y (1 — x)é _ ' t dx = -x)- f e~ x dx = -á - - 1 + + c _I + C 


= Xé ’ 4- C 



Aárea líqunJa com sinal entre o 
gráficú e 0 irstervafo [D t + «} é 
íero_ 

Fij^ura 8.S.5 


Assim, 


/ (1 — x)c v Ja = lim fxc - T l^ = li 

J o *-*+* 0 ^ 


1 im — 


-\-s. gi 


O limite é uma forma indeterminada do tipo oo/oo; portanto. vamos aplicar a regra de 
CHdpitaL dct ivando o numerador c o dcnominador cm rclagao a /?. ísso l’orncce 


/ 


+5& 


1 


(l-x)e~ x dx= lim — = 0 


^ -> -h* t - 


Podemos inicrpretar isso como signiflcamJo que a área líquida com sinal entre o gráfico de 
v = (I - x) e"' c o íntcrvalo [0, +oo) c 0 (Fíguia 8.8.5). < 


Se / for náo-negativa no Intervalo 
(—oc¡. +x ), entáo intefprelamos a in- 
tegral imprópria 

/ -h® 

oomo a área sob o gráfico óc./'acima 
do iniervaio c - x, + x r Aárea é fínita 
e iyuai ao vafor da intograf so esta 
converglr. e Infíníta se eia cfivergír 


S.8.5 i íkfini t; r Ao A íntegral imprópria de f tw intervalo (-oo f b] é deli nida por 



Di/cmos que a intcgrál converge sc o limite cxistir c diverge cásó contrárió. A integraí 
imprópria de f no intervalo (—oo, +oo) c deíinida por 


/ 


+ ?. 


3C 


-l 


f(x) dx = / f(x) dx 4- 




/ 




/(.V) í/.T 


(3) 


onde c é um número real qualquer, Dizemos que a integral imprdpria converge se ambas 
as parcclas convcrgirem c diverge sc alguma dclas divergir. 


Embora sejo co&tumo sscolfter ¿.- = o 
em (3), essa escolha náo é relevante, 
já que pode ser provado que nern a 
cor¡vergéncia nem o valor Ertiegml 
atetados peia escoiha de *. 


► Exemplo 4 Calculc 


■r 

J —» 




I + 


.Vo/tffflo Varnos calcular a integral escolhendo c - ü em (3). Com esse vaíor para t\ 
obtemos 

/ f ííx r / Jf ^ t . r 7T 

/ --- = Um ¡ - -- = lim arc tg xL = lim (arc tg h) = -» 

J 0 1+x 2 b-* +=í Jg I+x 2 /w +*> L J0 2 


1 + 

■° (ÍA- 


'0 

f w </jr i- f° áx .. r i0 .. , 

/ --r= lim / -- t = lim arc lu .v = lim (— arc tg rr) = — 

1+x 2 «- X ? l+.v 2 ‘ «--» 2 


I + X ¿ **-+-* Ja 1 + .V 
Assi.m, a integral con.vcrgc c scu valor c 



dx _ f° dx f+* dx 
1 +x- J_* I + x~ ' Jo 1 + ,v 2 
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Uma vez quc o integrando 6 nao-negativo no intcrvalo (-oc, +;x;) 1 a integra! reptesenta a árca 
da regiáo mostrada na Figura 8.8.6, <4 


a y 



Figura K.8.6 



j i 


v 


U 

(í>) 

Figura ».8.7 


X 

*■ 


k b 



m INTEGRAIS CUJOS INTEGRANDOS TEM DESCONTINUIDADES INFINITAS 

A seguir, vamos eonsiderar íntegrais imprópnas cujos integrandos lem desconiintiidades inli- 
nitas. Vamos conic^ar eom o easo cm rpie o intervaío de imegragíioé um intervalo ímilo |a b\ 
e a descontinuidade íníiniia ocorre no extemo direito. 

Para motivar uma deíiniqáo apropriada para tal inlcgral, vamos considerar o caso 
ein que f 6 nao-negatíva em 1«, b\\ dessa fbrma, podenios interpretar a imegral impropria 
f*f{ x) clx como a área da regiáo na Figura 8,8,7o. O problcma de eneontrar a árca dessa 
regiáo é eompiicado pelo fato de que ela se estende indefinidainente na dire^ao positiva de v. 
Porém, eni vez de tentar encontrar a área todiule umaso vcz, podemos proceder indirctamcn- 
te, ealculando a parte dela acima do íntervalo [a , i r l, ondc a < k < b, e entáo fa/endo k tender a 
b para coinpíetar a área todada regíáo (Figura 8.8,7/j). Motivados por essa ídéía, elaboramos 
a dcñnígao a seeuir. 


8.8.4 dffink ao Sc / for contínua no intervalo In, />b exceto por uma dcscontinuidade 
infinita em b t enláo a mtegral imprópria de fno intervaio la t b] é definida por 


í 


f(x) dx = lim f 

A —> b 


f(x)dx 


(4) 


Caso o limite exista, dizemos que a integral imprópria converge, c o limite é definklo 
eomo sendo o vaiorda integral, Caso o limite náoexista, di/emos que a integra! imprópria 
diverge, e náo é atribuído nenhum valor. 


► ExemploS 


Calcule 


■/ 



Soluqao A íntegral é imprópria, poís o integrando tende a +oo quando a iende para o líniítc 
superior 1 pela esquerda, A partir de (4), 



dx 

yfl ~ X 


lim 

i 



dx 

•J x 



2 v I - x 


-ik 


0 


= lim 1-2V1 -k + 2} = 2 < 

JL —> I “ 


As iruegrais impróprias coni uniadcscontinuidade infiníta no cxtrcmo esquerdo ou dcn- 
tro do imervalo <ie imegraqáo sáo definidas eomo segue. 


8A5 DEFiNigÁO Se / for contínua no intcrvalo \a , bf exccto por uma desconrinuidade 
iníinita em a\ entáo a integral imprópría de f no intervalo [tíf, b) é definida por 



f(x)dx 



f(x)dx 



Dizemos que a iníegral converge se o limitc existir e diverge caso eontrário. Se / for con- 
tínua no intervalo [a> b\, exceto por uma descominuidade infinita em um ponto c em (a, b), 


































574 Cálculo 



Figura 8.8.9 



eniao a integral imprópria de f no intervalo fñ, b] 6 delimda por 


Jit 


-r 

Jti 


f{x)dx= / /(.v) dx 4- / f{x)dx 


J 


( 6 ) 


Dízemos que a imegral imprópria converge se ambas as parcelas convergirein c diverge se 
alguma delas diverair (Figura 8.8.8). 


► Exemplo 6 Calcule 

dx 

i T^7 


(a) 


f: 


(b) 


r 4 fi.v 

/ ( T v — 2 )-■■■■■ 


(c) 


r +íc _fTr 

Jo /v(..v+l) 


So/tífáo (fl) A intcgral é ímprópria porque o imegrando tcnde a -ooquando x tende ao 
limite inferior 1 pelu direita (Fignra 8.8.9), A partir da Deliniqao 8,8,5, obtemos 

f 2 dx f 2 dx r , ,, o 

] -X *-fl 1-JC t-L+ l lk 

= liin r-ln¡-]| + In I — t]l = lirn !n|l—A"| = — x 


Assím, a inteíiraí diverae. 


Sohtgáo (b) A íntegral é imprópria porque o rntegrando tende a +oc no ponto = 2* que 
está demra do inlervalo de integraqao, A pariir da Dcfinigáo 8,8.5, oblcmos 

' 4 d.x 


j: 


Mas 

í 


fefc — 2) 2 ^ 


-: 


dx 


(x - 2) 




+ 


r 


dx 


(x - 2) in 


(7) 


— --- 7 - ' = lira / -———r “ lirn [3{ír - 2) 1/3 - 3(1 - 2) l/ -’] = 3 
t (a-2) 233 *-2 (x - 2) 2/3 i ->2 

f -= lim / - 7 T = lim [3(4 - 2) l/3 - 3(Jt - 2) l/3 ] = 3 ^2 

Jx (x - 2) 2 H k^2'J k (x - 21 2/J 


Assim, a partir de (7), 


r dx 
Ji (x - 2) 


2/3 


= 3 + 3^ 


Sofn^ao {c) Essa imegral é impróprta por duas razóes - o imervalo de mtegragño é íníinito 
e há uma descontinuídadc inlinita em x = 0. Para calcular cssa imegral, vanios dívidír o imer- 
valo de imegragáo eni um ponto conveníente, digamos x— 1, e escrever 


L 


+« 


dx 


-j 


dx 


*/x(x + I ) Jo s/x(x + í 


T + / 


+* 


*/x(x + 1) 


O integrando nessas duas integrais impróprias nao acerta nenhuma fórmula naTabela de Inte- 
graís das Capas, mas o radícal sugere a substituíqao = u\ dx = 2u du, da qual obtemos 


í ** , í _ 
J <Jx(x + 1 ) J u 


2 u du 


í di 

J //- d 


du 

+ T 


+ I ) J h(m“ + 1) 

= 2 arc tg u + C — 2 arc tg v7 + C 


Assíni, 


í jéh i) = 2 i"!o- ( arc+ 2 dn» t :,rc lg 


, 2 [ u ] +2 [ ],„ 
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ADVERTÉNCIA 


Ás vezes, é teníador aplrcar o Teorema Furtdamental do Cálculo diretamente a uma integral imprópria, sem 
tomar os limites. apropriados. Para ilustrar o que pode acontecer de errado com esse procedimento, supo* 
nha que ignoremos o fato de que a integrai 



dx 

Ü-'Íy 


( 8 ) 


é imprópria e incorretamenie a caiculemos como 


= -1 - 0 ) = -2 


Esse resultado é evidentemente incorreto, pois o tntegrando nunca é negativo e, por conseqüénda, a inte- 
gral náo poderia ser negalival Para caicular [S) corretacnente, deverfamos primeiro escrever 


f 2 dx f 1 dx f 2 dx 
0 (.V- \ )- = l, í.v - I) ; + J, (.V - I ) 3 


e, entáo, tratar cada parcéla como uma integral imprópria, IMa primeira parcela, vemos que 


f * f- 

Jn U - D‘ i“ Jo U 


dx 


77T = fim 
U- t-i- 


I 


Jt -1 


-]■ 


-F M 


de modo que (8) diverge. 


■ COMPRIMENTO DE ARCO E AREA DE SUPERFIQIE USANDO INTEGRAIS 
JMPRÓPRIAS 

Nas Defini^íies 7.4,2 e 7.5.2 para o comprimentode arcoe a árca de superffcie, exígiu-se (.jiie 
a fungao / t'asse lisa (derívada prirneíra contínua) para gararuir a iniegrabilidade na lórmula 
resuUante. Porém, essa exígéncia é muito restriliva, uma ve/ que algurnas das fórmuias mais 
básicas ern Geomctria cnvolvem íungoes que nao sáo lisas, mas que levarn a integrais iinpró- 
pt ias convergenles, Assíin, varnos ampliar a deíini^áo de comprimento de areo e de área de 
superíTcie para permitir fungoes C|ue náo sejam íisas, rnas para as quais a intcgral resultante 
na fórmula convirja. 


v = V-jc 2 



► Exemplo 7 Dcdu/.a a fórmula para a circunferéneia de um círculo de raío t\ 

Súíu^üú Por conveníéneia, vamos supor que o círeulo esteja centrado na origern; nesse 
caso, sua equa^áo será .v"+ v" = r 2 . Encontraremos o compi imento de arco da parte do círculo 
qne está nopiimciro quadrante c, entHo, vamos multiplicá-lopor 4 para obter acireunleréncía 
total (Figura 8,8.10). 

Como a equacáo do semícírcuto superior é y — *Jr 2 - .v 2 , temos, a partir da Fóntuila 
(4) da Segáo 7.4, que a circunferéncia C é 

I -/- y —~ 

C = 4 jf % /l + (dy¡ii.x)-dx = 4 jf' J jfzj 


dx 


r dx 

- ‘ í J?~X 


Essa imegral 6 impiópria por eausa da descontínuídade infinita em ,v = t\ de modo que a 
ca l c u I amos e sc reve nd o 

i >k 

C = 4 r lím 


k 


r dx 

0 / -77.- 

rh J? - X~ 


= 4r lim I are sen f — 

r 


\1 

k 

Pómiu líi (77) úü Tuhulu 

)\ 

0 

dü liittsgr^iÉs düs Ciipflí, 


— 4 r 1 

i- 


im j^arc sen — are sen 0 

( «|f , 

— — Oj — 2irr 
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EXERCÍCIOS DE CÜMPREENSÁO 8.8 [Verpágina 580para respostas .) 


L Om caüa parte, detcmiine se- a intcgi al c imprópria c, caso posi- 
tivo, de a razao disso, Nao calcule as rntcgrais. 



/'3+4 

f n 

(a) 

/ COtg A dx 

(b) / ( 


J¡ t/4 

Jj t/4 


r: * 

/*+■>: 

(c) 

(d) / 


/« .V 2 + 1 

/*+4 

Jl 

(0) 

/ tg A í/a 



v 2 — 1 


dx 


2* Expresse cada intcgral imprópria do Excrcicio I em termos dc 
um ou maís Jimites apropriados. Naocalculeos limitcs. 


A sntegral imprópria 

r + * 

j 

/ v </_V 

converae a 

desde ciue 

Calcule as integrais que convergem. 

f +“ 


(a) / £ _t í/a 

(b) 

Jo 


(c) / “ t/x 

,/n a' 

(d) 


r** 

Jq 


r 1 i 

Jo 


ix 


dx 


EXERCICIOS 8.8 Recurso Gráfico \o} CAS 


L Em cada parle, detcrmine se a integral é imprópria c, se for, 
explique por que. 

tfi) f- í/X - Cb) f (e) flnxdx 
J i x — 3 /1 x + 3 J o 

(d) / e x dx (e) j -- (f) J tg .v dx 


l J- S. y/x ~ 1 Jü 

2. Em cada parte, deEermine uxlos os valores de p para os quais a 
integral é imprópda. 

dx dx 

(S) I — (b) / - (c) 


/ - 

/o * 






f e-P' 

J o 


í/,V 



e""' 1 ' dx 

o 




'0 


1 2 

dx 

.V 2 - 1 


2 I 

dx 

X It f A' 


c/a 



L f -JL 

j — I I + .V 




+* 


xe 1 c/x 


í 

8. / -;-í/v 

/2 A'vln.í 

r 3 dx 

'• L, a- 2 + 


10 


!L / e lv </a 

j—jí 

/ +» 

* • vtí t 


12 . / 


+ 9 

0 íM.t 


+ >: 


3 - 2&' 


+ 3}i 


/ +X 

.* ( v 
r 4 ja- 
' Jo í*-4) 2 

jT/T/2 

, / tg A í/a 

Jo 


í/.V 


16 


• [-4 

v'a^ 

■/. 


f-V 


+ 2 




s 


1 + É?- 2í 


í// 


r d.\ 

' k Ur. 

f A dx 

'■ L 


2L 


23* 


25* 


27* 


29* 


L 


dx 


v'l “ A* 


Jtt /3 

J« X “ 


sen ,v 


jt/ 3 yi - 2COS..V 
1 í/j 

2 
s 

A 


- 1/3 í/a 


/. 

r> 


i 

+w- 


22. f' -f^= 

J-i J9 - a‘ 

/■ ' 4 SCC” A 

24, / --— ¿/a’ 

1 - tg v 


/ 

26. í'íi 

J-2 x 

. L 1 é/a 
28. / - 

io (-v - I 

30. / —— 


)2/3 

:/A 


- í 



31* f 

J o 

32* f 

J\ 

33. f 

Jo 




í/a; m 1 j'Vora: « —> +-rx quandoA —> +x.. ] 


+* 


dx 


2 \4x(x + 4) 


; ¿í = 


dx\ íí = I — £■“' 


o /i - e" 1 
fA'óra: í/ —> I quando a -+ +x | 


34. / 

/o 




Vl - e“ 2r 


í/A : f/ = Í: J 1 


35-36 Exprcsse a imcgral iinprópría como um límite c. cntao, cal- 
cute esse limite com um CAS. Conlirme s m resposta caleulando 
diretaitiente as iittegrais com um CA,S- 


f +*' 

@35* / <í _ ' l cosa' í/a 

J 0 


í’+M 

®36. / 

Jq 


f/.V 
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37. Em cada íiem, lente calcular cxatamcntc a itncaral coni um 
CAS. Sc sua rcsposta nao for numcricamcnte simplcs, cntao usc 
o CAS paia cncoiHrar uma aproxima^ao numcrica da imegral. 

I 


(a) 


n* _i_ 

V s + V 

f +K ]njc , 

/ -— d x 

J t 


dx 


(b) 


'0 v' 1 + ,V 3 

■+” lnjt / +VJ sen.v 

(c) / — dx (d) / ——dx 

I c' ./l x 2 

~cl38. Em cadü iiem. confirmc o resullado com um CAS'. 


dx 


senjc r Í7t 

-w“-H 


f 

ínx tí 1 

=) / -- dx = ~ — 

Jo I +■ X 12 


(b) 


_ 2 _ 
f r « _l dx = j* 


39. Encontrc o comprimento de arco da curva y — (4 — x 2 ^ 'f 1 ' 2 
acima do íiuervalo Jü. 8]. 


40. Encontre o comprimenío de arco da curva v ™ V4 — jv 3 aci- 
ma do ínici valo [0, 2]. 

41-42 Use a rcgra dc L Hópital para ajudar a caícular a integral 
imprópria. 


I />+« l n V. 

41, j \nxdx 42, J dx 

43. Encontrca área cfa rcgiáocntre o ct.xo.vc acurva>■ = e 1 para 

A>0. 


! - / 


44, Encontre a árca da rcgíao cntrc o oixo x e a curvay = S/(a - ' - 4) 
para x £4. 


45* •Suponha que a regiao cntrc o eixo ic a curva y = e. ' para .x > 0 
gire em iorno do eixo x. 

(a) Encontre o volume do sólido tjue é gerado. 

(b) E eic on t ie a área d a su pe r tTci e do sólido. 


ENFOCAN DO CONCEITOS 


46, Suponha quc / c g sejam funqóes coiuínuas c quc 

0 < /(.v) < g(x) 

se x > a. IX J mn argumento informal ra/oáveL usando áreas, 
para explicar por que o$ seguintcs msuTtados $áo vcrdadeiros. 

(a) Se ff' f(x)dx divergc. entao jf : g(x)dx díverge. 

(b) Se j (¡ g(x )dx converge, eniao j a f(x) dx eonver- 

s ee IJ f(x)dx < ff ''gix)dx. 

| Nota\ Os resultados nesie exercício sao. ás ve/es, chama- 
dos dc testes de cúmparaqao para integrais impróprias. j 

47-50 Use os resuHados do Exercício 46. 

R 47. (a) Conñrme gráíica c algebrícamerite quc 

e - " < # (x > I) 

(b) Cálcule a Imcgral 

i-H-ü 

<T J dx 


s 


i 

(c) (> q uc o rcsu I lado ob tído em (b) di z sob rc a i n tcg ral 

L+ÜÍ 

e~ x£ dxl 

i 


/ 


48, (a) Con ti rme gráfiea e a \ gobrí ca m enfe que 


1 


2x +1 “ 2x + I 


( v > 0) 


(b) Caletilc a imegraJ 



dx 

2x + 1 


<c) C.) que o icsultado obtido em (b) á\z sobre a integral 



2a + I 


dx? 


49. Seja R a regiüo á direita de .t — 1 quc é Iimitada pdo eixo x 
e pcla curva y = I/.v, Quando essa regiáo gira cm torno do 
eixo .v, ela gera um sólido cuja superlTeie é conhecida como 
carneta de Gahriel (pot razócs quC devem ficar claras na 
ligura abaixo); M ostre que o sólído tetn um volume íinilo. 
mas que sua supeiiYcie tem uma áiea infinita. \Nota\ Foi 
sugerido que se alguém pudesse saturar o imerior do sólido 
cotn ttnta c pcnnitir que permeasse para a superlTcie, cntao 
podenamos pintar utna superfície ínñnita com umaquanti- 
dade hnitade tinia! 0 que vocé acha?3 



Ligiira Ex-49 


5Ü, Em cada parte, use o Excrcfcío 46 para dcterminar se a irue- 
gral convergc ou dívergc. Se convergir, cntáo use a parte (b) 
daquele exercícto para encontrar uma cota superior para o va- 
lor da ímcgral. 

/’ + * g.r’ + I f +x X 

(a) / - dx (h) / — 

h x h x s 


(c) 


L 


^ xe* 


2x + I 


dx 


+ I 


dx 


ENFOCANDO CONCEITOS 


51. Esbocc a rcgiat) cuja área c 

+T - dx 


f 


r 0 I + x 

e use seu csbo^o para mostrar quc 

' +í0 d- ' lt 


dx r /1 — y 

L Í+j: 2 “ k V ~T~ 


dx 


52, (a) I )é um argumento i n formal ra/oá vel, baseado em áreas, 
que explique por que as integrais 

,•> -Í- X ,, +K 

/ sen xdx e / co&xdx 

J o J o 


divergem. 
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(b) Mostrc quc 


p +*? 

Jq 


cos *Jx 


d.x diverec. 


53. E in teori d eiro m ü i? n ci i ea, o poien c í al tnagnélico o m u m pon lo 
no cixo üc uma bobma circular é íIíkIo por 

1+31 


2 nNir f +JL dx 

“ ~ k L (‘-+.X- 2 


f 2)3/2 

qndo N,!. t\ k e a sáo constantcs. Encontrc u. 

'~C~|54. A veiocitiade média v das mqléctilas de um gás ideal é dada 

por 


v — 


4 / M \ %!l 


) r» 


3 -»W|W| rf „ 


,/jr V2fir 

c a rafó média quadrada cia vetocidade v , por 


= 


4 / M \ 


m ,+* 


\2RT 


T» 


4 £ ,-.Wr’/ ( 23rn f/lf 


onde u e a velocidade da moidcula, T é a temperatura do gás, A/ 
c o pcso molcciilar do gás c/íca constante do gás. 

(a) Use tim CAS para mostrar que 


í 


+* 


3 , ,-tí.r 


4 


x e 


dx = 


1 


2íí 4 


a > 0 


c cssc resultado pata niostrai quc v — J&RT/(nM), 
(b) Usc um CAS ptsríi mostrar quc 


"+ÍC 


A- 4 c _íí “ A ' 


dx — 


3 v'''rr 


a > 0 


f . 

Jc ' 

e esse resultado para mostrarquc n iiní = \/aRTT m > 


55, No Exercfcio 23 da Segño 7.7, determinamos o trabalho neces- 
sário para levar um sauílitc de 6,000 líbras para uma posigáo 
orbitaL que cstá I ,(KH) tnillias aciina da superlícíe da Tcrra. As 
idcEas discutídas naqucle cxeracio seráo neccssárias aqui. 

(a) Encontre uma integral definida que represente o trabalho 
necessário para levar um sateHte de 6.000 libras para mna 
posicao b milhas acima da superfície da Tcrra, 

(b) Encont rc uma i nleg ra \ de Ii ní da í¡ ue rcpresenle o trabal ho nc- 
ccssário para lovíir um satclitc de 6,000 iibras para uma dis- 
tfincia "iníinita” acima da superfícíe da Tena, Calcule a intc- 
gral. [Nota: O rcsuitado oblido aqui é. ás vc/cs, chamado dc 
traballiq neccssário para “escapar” da gravidadc da Tcrra.] 


56-57 Uma traitsformada e uma fórmula quc convcrte ou “ti ans- 
forma” unia fungao em outra. As transformadas sáo usadas em 
aplica^oes para converter uni problema difícil em um mais fácil, 
cuja solucáo pode ser usada pain rcsolvcr o pmblcma origtnal di- 
ficil. A iransformada de Laplace dc mna ftiu^ao f(i). quc dcsem- 
penha um papei importante noestudo das equacoes difcrenciais. 6 
denotada por 5£{/(0í edefmida por 

+w 


mvn = i e^nodt 

Jq 


Nessa lórmula, x 6 tratada como uma constanle no proccsso dc inle- 
giaCjáo; assim, a iransfoimada de Laplacc lem o efeito de translbr- 
mar/(0 em uma fuinjáo de¿', Use essa fdi mula nestes exercícios. 


56. Mostre cpie 

(a) ¿£{1} — s > 0 (b) X\e 2t ] — ——, s >2 

S 5—2 


(c) ¿£{seni) = 

(d) ^{cosf} = 


1 


5 2 + 1 


, 5 > 0 


'* 5 > 0 


5 2 + 1 

57. Em cada pmte. enconire a iransformada de Laplace. 
(a) /(0 - r, a > 0 (h) /(/) - 1 \ s > 0 

, , , v . 10, f<3 ,, 

{c) fit) = |l, í > 3 ’ * >0 

~c]58. Mais adiante no livro, no Volume 2 + mosiraicmosque 


í 


+* 


e~ x ‘ dx = 


Confirme quc isso é razoável usando utu CAS ou uma calcula- 
dora com capaeidade de iniegragñu numerica. 


59. Use o rcsultado do Exercício 58 para mostrar que 

(a) 

J 

i P + m -& 

. — A ‘ / 2™ ' J u . 


(W 


/ + e~ axí dx= Jf, a> 0 

J—-f V ú 

i f + 

■s/2 'iro J ^/j 


dx — 1, a > 0 


60”61 Uma íntegral imprópria convergcntc cm um imcrvaJo infi- 
nito pode ser aproximada, primciro. subslituindü-se o(s) limite(s) 
iníiniio(s)de integragáopor Iimite(s) finito(s) e, auño, usando uma 
técnica dc integragáG numérica, tal comoa regra de Símpson, para 
aproxiniar a intcgral com Jimite(s) finito(s). Essa tccnica cstá ilus* 
trada nestes excrdcios. 


60, Suponha quc a imegral no Exercício 58 foi aproximada escre- 
vendo-a primeiro como 


f^ , f K a f 

/ e ” dx = / « 1 dx + / 
J o J o Jk 


1 dx + / e~ l dx 


j o 

c. entáo. abandonando o segundo termo e aplicando a regra de 
Simpson á iniegral 


f 


e dx 


A aproximagáo rcsultante tem duas fontes dc erro: o crro da 
regra de Simpson e o erro 

l4.3C 

E = / e-*~ dx 


- 

Jk 


que resulia dc descartar o segundo termo. Chamanos /; de vrro 
de truncamento. 

(íi) Aproxime a ínicgral no Excrcício 58 aplícando a regra dc 
Símpson. com 'ln = 10 subdivisóes á integral 

■3 


í 


c“ r ' d.x 


Arredonde sua resposta para quatro casas decimaís e com- 
pare a \ íirredondado para quatro casas decimais. 

(b) Use o resultado obtido no Exercício 46 c o lato dc quc 
e ' < fxe' A para.x > 3 pnra mostrarque o crro dc tmnca- 
mento na aproximagáo de (a) satisfa/ 0 < E <2,1 x 10' 























Capztulo 8 f PrírtcípÍGS do Cálcuto de Integrais 579 


61. (a) Pode-se mostrai que 



71 

3 


Aprojíime essa imegral iiplícnndo u regra dc Simpson, com 
2y? = 20 subdivisGes á integral 



Arredonde sua resposia paia Lres casas decimais e compare-a 
com jt/3 ancdondado paj a trcs casas dccimaís. 


(b) Use o resultado obtido no Exercícío 46 c o fato de que 
1 /{.t' + I) < I// para x > 4 para mostrar quc o en o dc t runca- 
niento na aproximaqáo cm (a) salist'a?, 0 < E < 2 x ] 0 4 , 

p+vz 

62, Paraquais valores de/>a integral / e t>A dx converge? 

^ Jo 

63* Mostre que / dx/x p eonverge sc p < I e divcrge sc p > I . 

Jiy 

[c]64* É possívcl, as vezes, eonvertcr iima integial ímprópria cm uma 
integral "própi'ia* 1 com o mesmo valor. através de uma substi- 
tuiíj'ao apropriada, Calcule a integrai a seguir, lazendo a subs- 
tituigáo índicada, e investigue o que aeontece se caJculannos a 
integml diretamente, usando um CAS. 


68. Dada a fungao gama deñnida no Exeicício 67, use-a para 
mostrar que 

(a) f (\nx) n dx = í-1 ) ÍJ TOí + I ) t n > 0 

J o 

[5ugi?s/íif>: Totnc r = -In x.] 

(h) £**-*■ dx = r(^±ÍV (! > o 

[Sugestáo: Tome t -x H . Use o resnltado do Exereício 67 (b).] 

69* Um phtditlo simples consiste etn uma massa que oscila em 
uni pJano vertkal no extremo de tmia haste sem massa com 
comprimenío L> conforme a Figum Ex-69, Suponha quc um 
pcndukí simples scju ticslocado dc um fmgtilo & it e soko a [>!irtir 
do repouso. Pode-sc inostrar c.[ite. na ausenein dc atrilo, o tem- 
po 7‘necessário para o péndulo fazer uma oscilagao complela, 
chamado de periodo , é dado por 



onde 0 = &U) é o angulo que o péndulo faz eom a vertical no 
instante L A íntegral imprópria em (1) é diltcil de ser calculada 
numericamente, Usando a substituigao sugcrida abaixo, pode- 
se mostrar que o período pode scr exprcsso como 




65-66 rransforme a ímegral imprópria dadaem uma íntegral pró- 
pria j’a/endo a substimigao it dada e* entao, aproxime a iniegral 
própria pela regi-a de Simpson com 2n = 10 subdivisfxís. Anedon- 
de sua rcsposta pam tiés casas decímais. 


65 


f' ÓOS.V 
- / —— dx ; u — vv 

Jo * 




66 . 


L 


sen .v 


dx i it — VT — 


'o v \ — x 
67. Afanqüo gama, F(a), ú dcftnida por 


r(x) - f 

Jq 


+ j - 


t x ~ l e~* dr 


Pode-se mostrar que essa integral ímprópria converge se* e so- 
mente se, t > 0. 

(a) Encoiitre T(I). 

(b) Prove: T(x +!) = .¥ Fú) para todo x > 0, ] SttgestíkK Use 
imegragao por paries.] 

(c) Use os resutiados de (a) e (b) para encontrar T(2)* T(3) e 
T(4); depois. faqa uma eonjeetura sobre F(#0 para valores 
inteiros posítivos dc n. 

(d) Mostrc que F [ \) = ^fñ. [Sagestáo'. Ves' Excrcfcio 38.] 

(e) Use os resultados obtidos cm (b) e (<l) para mostrar que 

r<§) = íjñ e r(5) = 5*/5. 



onde k - sen(£? ( /2). A integral em (2) á chamada de integral 
eliptica compleía de primeira espécie c 6 mais facilmemc cal- 
culada por métodos tiumérícos. 

(a) Obtenba (2) a partir de (1) substituindo 

COS 0 — I “2 soo (¿?/2) 
cos - I - 2 
k — sen(0 n /2) 

e, cmao. fa/endo a mudanqa de variável 


sen tp — 


sen (0Í 2) 

sem/b/2) 


sen (0/2) 
k 


(b) Use (2) e a capae id ade de i ntegraqáo n u méric a de seu CA S 
para encontrar o perfodo de um péndulo símples para o 
qual L= 1,5 pcs* 0= 20° c g ™ 32 pés/s\ 



Figura Rx-69 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COWIPREENSÁO 8.8 


1. (a) prúpria (b) imprópría, pois ootg x lem uma descoiuiemidade itifinita em x = tt (e) imprópria, porque o intervalo de integraqíio é 

inRnito (d) impróprm, porque o intervalo de ínlegragáo é intinito e o ituegrando tem uma deseontiiiuidade inñnita em x = ! (e) própria 

2* (h) lim / cotg a' dx (c) lim f . ^ dx (d) lim f , ^ dx + lim / ~ — dx 

h^- L/4 * 6-Wo -V 2 +1 A a 2 + 1 


3. 


I 


p-1 


; p > í 4. (a) I (l>) diverge (e) diverge (d) 3 


EXERCICIOS DE REViSAO DO CAPITULO 


1-6 Calcule a íntegral com a ajuda de uma suhslitui^ao fí apro- 


21-26 Cilcule a íntegral cEctuando uma suhsiiLiifio trigonomc- 

ptiada. 


trica apropriada. 


1. I v'4~f 9,v dx 
3. f ^/coslst 


sen A Ja 

5* J x Lg 'ü ; 

7* (a) Calcule a intcgral 


)sec 2 U 2 ) dx 



f 1 


2. 

/- dx 

J SCC 7TX 

21* 


í dx 


4* 

J x 1 ll X 

23* 

6* 

Í * 



Jn x + 9 

25* 


/ 


I 


dx 


\Í2x — 

dc trés maneiras: usando a substituig5o (í — usandoa 
substituigSo íí ==■ v"2 ■ ■ .V e completando o quadrado. 

(b) M ostre q uc as respostas de (a) sao eqti ivalen te s, 

ü 

fí* Calculc a iutegral / — — /Jr usando 


eeral / —¿ 
/o V? 


+ I 

(a) integraqüo por partes. 

(b) a substimígao u — ü.v- + 1 



sen 2.v dx 


9 - f xe ~' dx 10 - l x 

IL J ln(2. 

13* Caicuíe f fü 4 cos 2x dx usando intcgra^ao por partes labulada. 


v +3) dx 


f' n 

12. / arc 

J o 


lg (2.v) dx 


14* Uma pimfcula move-se ao longo do eixo x com funqao vclo- 
ddade u{í ) = re~ s , Qua! é a tfist&ncia percorrida por ela do 
instante / - 0 até o instante i = 51 



15. 

j seir 50 d0 

16* 

17* 

j sciuccos 2xdx 

1N. 

19. 

1 sen 4 2.V dx 

20* 


J 


t/6 


sen 2.v cos 4.v ílv 


•/ 

' / T* 


dx 


dx 


^rzr\ 


22 


24, 


’ / -v 2 


dx 


Vl6 - A- 2 


Jt, 


X 


: 2 - 25 


dx 


« , /TW, 

26* / -- dx 


’-I 



27. 

/' dx 

J X 1 + 3.v - 4 

28* 

29. 

! * +3 * 

J A + 2 

30. 


f ' 2 


31* 

J (, + 2)>‘" 

32. 

33* 

Considcre a intcgral ¡ 

r 

Jt J - .V 


28. f —J± - 

J .v* + 8.v + 7 
Ml f í 2 + .v-16 

i <i, 

j X + .V 


(a) Calcule a íntegrai usando a substituiqao x - scc Q. Para 
quais valores dc a c válida sua resposm? 

(b) Calcule □ intcgml usando a substituiqao x. = sen (K Para 
quais valores de x é válida sua resposta? 

(c) Calcule a integíal usíindo o metodo das rrayóes parciais. 
Para quais valoj es de .v é válída sua resposta? 

34* Encontrc a área da rcgiao deiimítada pelas curvas v = 
(.v - 3)/(a 4 + .vQ. y = 0* x= 3 e x = 2. 



X. f, 

” J'S 


sen 7.v cos 9.v dx 


x — x 1 dx 


36, j (x : ' = x 2 )e v dx 

■’ 8 -/ 


39* 


f^lxJx 


4ft. 


.vV4.v + 3 

f 3* - 1 , 

I w -=T dx 

J 2 + X 2 
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41-42 Use n — | () subinEervalos para aproxíirtiir ;i inteiiriil eom ns 
aproximagoes (a) pelo pomo mddioc (b) trapezoida! e use 2 n = 3 0 
subiniei’valos para aprexiniar a ímegral com a (c) regra de Sinip- 
son h Em cada caso, enconlre o valor exato da integral e apioxime 
o crro ahsolutü. Exprcsse suas jTCspostas com peío mcnos quairo 
casas dectmais. 


41 


* I Vr + I dx 
J 0 


42 - /! s 


\ 


+ 3 


dx 


43-44 Use as desigualdades (10), {] 1) e (12) da Secao 8.7 para 
eneontrar cotas superiores para os erms nas partes (a), (b) c (c) dos 
exercíeios índicados. 


43* Exereício 41. 


44* Exerefcio 42. 


45-46 Use as desigualdades (10), (11) e (12) da Secao S.7 para 
cnconirar um riLimero n de subiiuervalos corn as aproximagdes (a) 
pelo ponto médío c (h) trapezoidal que gamnta que o cito absoiu- 
to scja menor que o valor dado. Tainbém encontre tmi ntímero 2 n 
de subiulervalos que garanUi que o erro absohUo na aproximacao 
pela (e) regra dc Simpson seja menor que o valor dado. 


45* Exercfcio4l; 5 x 10 1 


46* Exercfcio 42; 10 


-it 



■L 

' í 


r +,c ,■ 


f 2 dx 

<T- 1 dx 

48. 


0 



r l> dx 

50* 

f 1 1 

0 V9 - , 

Jo 2 x — 1 


dx 


51* Encontre a área da rcgiao quc c delimitada pclo cixoxc a ctsrva 
y = (I n x - ! )/.v para x>e, 

52. Encontre o volumc do solido quc é gerado quando a rcgiao 
entrc a curva y - e ' r para x > 0 e o eixo x gira cm torno do 
eixo y. 

53* Enc omrc ü m val or pos i t i vo dc a q uc sattsfaqa a cq u aeño 

■+* | 


/ . + -* 
Jú .V“ + a- 


d.x = I 


54. Consídere os seguíntes métodos de calcular inLegraís; subsli- 
tuicíio íí, intcgracao por partes, tiacoes parciais, fnrmiHas dc 


redn^üo e substiLuigóes tngonométrícas. Em cada partc, dé a 
abordagcm que vocé tcntaria cm prtmeiro lugar para calcular a 
intcgral, Sc ncnhumti deJas pareccr apropriada, entao dtga isso, 
Nao c preciso calcular a intcgral 

Jh jii 

(a) 

(c) 

(é) 


x sen x dx 

(b) 

1 cosjtseiiA dx 

tg 7 .v dx 

(d) 

j tg 7 .v sec 2 x d \ 

3A ' 2 -/ V 

(f) ^ 

f 3x2 -+ 

+1 

1 (X + 1 ) 3 

are tg x dx 

(h) 

/ \/4 — x 2 dx 


•> / 

;í> /jf V ' 4 -x 


2 


d.X 



, /,c< 


56* / x cos 3-i dx 
eos d 


55 f dx 

' J (3 + x*)™ 

flf/* 

57. / tg 7 0 d$ 

Jq 

59. / scn 2 2 x cos 3 2 x dx 69. / -h—? 

J Jo U - 3) 2 


• f— 

J setr 


d 9 


cos 3.v dx 


61, J c 2x o 

63. f - ± - 64. f 

J (x-l)(x + 2 )íx- 3 ) J n 


' 0—6 sen 0+12 

60* /-— dx 

J o 

r U-J2 

f> 2 . (I - 2 x 2 ) V2 <ix 

J-i/Jl 


-i/j 2 
1/3 dx 


65. f+J-J-dx 66. f 'v'í 

,/j X Jn 


3) J c (4 - 9,2)7 

t 1)3 2 

66 


67. 


69 


h> 


+ I 


dx 


aTC scn x dx 


' í 

71. f , ± 11 dx 
J yfx " + 2.v H- 2 

73* í 

Ja 


68 

70 

72 


/ x(x 2 


1 - I dx 
ílx 


X 2 + V + I ) 

. j tg^ 4,v sec 4 4x dx 


í sec 2 8 

J ig 3 0 -U 2 


0 


dO 


(x 2 + \9 - 

l+rj: dx 

74, / -v- , a,b> 0 


'•/ 


X- + b 2 x 2 



Expandindo o Horizonte do Cálculo 


Conio engenheiro-chefe de urtia grande ferrovia, é neeessário que o leítor analise os 
custas de cortar montaiihas e constmír tmieis para projetar t> leito de uma nova lerrovia 
entre duas cidades em expansüo* Para aprender mais sobre a Matemática necessária 
para poder proccder a essa análíse e para aplicar a Matemática aprendída nesle capftulo, 
visite a página 


www.bookman.com.br 
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REVISAO DE 
TRIGONOMETRIA 


FUNQÓES E IDENTIDADESTRIGONOMETRICAS 


■ ANGULOS 

Os ángulos om um plano podem ser gerados pela rola^áo de uni raio (semi-reta) em torno de 
sua extremidade. A posigao inicial do raio é denominada Uido iniciai do ángulo, a posigáo 
íinal é chamada de lado final do ángulo e o ponto onde se cru/am os lados inicial e íinai é o 
vértiee do ángulo. Vunios admítir a possibilidade de quc o raio possa fazcr mais cic uma rcvo- 
luqáo coniplcta. Os ánguios sáo considcrudos pasitivas sc gcrados no scníido anii-horário c 
negativos sc gerados no scntido horário (Figura AJ), 


Vértice 




Lacío inicial 





Um angulo 
positivo 


Uíti ángulo 
negativo 


Angulos geíados por 
mais de- uma revolugáo 


Figura Ad 



Existcm dois sistemus padráo de medida para descrever o íamanho de um ángulo; 
tnedida em graus ó medida em radianos. Na mcdida cm graus, 1 grau (escrcvc-sc 1°) é a 
incdida dc um ángulo gcrado por 1/360 dc urna rcvolugáo. Assim, há 360^ cin um ángulodc 
uma rcvohicáo, 180* em um ángulo dc meia rcvoiugáo, 90° em um ángulo dc 1/4 dc rcvo- 
lugáo (ánguio reto) y e assitn por diantel Os graus sao divklidos em 60 partes iguais, deno- 
mínadas mhmíos, e os minutos sáo divididos em 60 parles iguais, denominadas segundos. 
Assim, I minuto (escreve-se l ') é 1/60 de um grau, e I segundo (escreve-se 1") é 1/60 de um 
minuto. As subdivisoes mcnorcs dc um grau sáo expressas como fracócs dc segundo. 

Na mcdida cm radianos, os ángulos sáo medidos pelo comprimento do arco que clcs 
subcntendem sobre um círculo de raio 1 quaudo o vcrticc está no ccntro. Uma unídadc de 
arco sobre um cfrcuio de raio I é denominada radiano (escreve-se I rad) (Figura A*2) c, por- 
tanto, a circunfercncía inteira de um círculo de raio I tem 2 tt radianos. Segue que um ángulo 
dc 360 : subcntcndc um arco dc 2 n radíanos, um ángulo dc 180° subcntcnde um arco dc n 
radianos, um ángulo dc 90 í? subentcnde um arcode tz/2 radianos, e assim por díante. A Fígura 
A.3 e a Tabela 1 mostram a relagáo entre as medidas eni graus c eni radianos para alguns 
ángulos posilívos importantes. 











A2 Cálculo 








Wote que, ne Tabela 1 T osángufos em 
graus $ao designados peto sírnbalo 
de grau h mas os ángulos em radianos 
niotám unidados especificadas. Isso 
é uma prática padráo - deve-se en- 
tender que as unldadea sáo radianos 
quando náo houver unidade espectíi- 
oada para um ángulo 


Tabeta 1 


Graus 

30° 

45" 

60° 

90° 

120" 

135" 

150° 

180" 270" 360" 

Radianos 

JL 

JL 

JL 

JL 

2jt 

3jr 

5jt 

71 — 2í7 


6 

4 

3 

2 

3 

4 

6 

2 


A pariirdo t’ato dc que jz radianos correspondcm a (80°, obtemos as fónnulas a seguír, 
que sao úleis para converter graus em radianos c vice-versa. 


1 0 = -T-rad sí 0,01745 rad 
1 rad = w 57° 17' 44,8" 


( 1 ) 

( 2 ) 




► Exemplo 1 

(a) Expresse 146" em radianos (b) Expresse 3 radianos em gnms 

Solu^ao (a) A pariir de (\ ), os graus podem ser eonvenidos em mdianos multiplicando-se 
por um falcr dc conversáo de ji!\ 80. Assim, 

Í46° = {* 146^ rad = rad ^ 2,5482 rad 
\ 180 } 90 


Solu^ao (h) De (2), radianos podem ser eonverlidos em graus niulliplicando-se por uni 
í’aior dc conversáo de I 80 /tt. Assim, 


3 rad = 



171 .,9° < 


M RELAQÓES ENTRE COMPRIMENTO DE ARCO, ANGULO, RAIO E AREA 

Há um ieorema eni Geoirietna plana que estabelece que, para dois círculos concentncos, a 
razáo enire os comprimemos de arco subentendidos por um ángulo ceniral é Igual á razáo 
dos raios correspondentes (Figuia A.4), Em particuJar, se s for o compnmenío de arco su- 
bentendido sobre um cfrculo de raio r por urn ángulo cemral de 0 radianos, entSo, compa- 


Figura A.4 
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Se 0 estiver ern 
radienos, entao & - .v/r 


Figura A,5 


ryndo COm o cornprimento dc arco subentcndido polo mcsnio ángulo sobre um círculo dc 
raio 3, obtemos 

$ r 

$ = T 


de onde tiramos as seguintes relagoes enlre o angtilo central 8, o raio r e o comprimenlo de 
arco subentendído s quando 8 estiver em radianos (Figura A,5): 


Ú — s/r 


s = r9 


(3-4) 


A regiao sombreada na Figura A.5 é chamada de setor. E um teorema na Geometria 
plana quc a ra/.ao entrc a área A desse setor e a área de todo o círculo e a mesma que a razao 
entrc o ángülo central do setor c o ñngulo do cfrculo intciro; assím, sc os ángulos esiivcrcm 
cm radianos, lemos 

A _ e 

Ttr 2 2 7T 


Resolvendo-se pam A, resulta a seguinte fdrm ula para a áreadc um sctor em lermos do raio r 
e do ñngulo 0 em radianos: 

A - i r 2 8 (5) 



Figura A,6 


■ FUNpÓESTRIGONOMÉTRICAS PARATRÍÁNGULOS RETÁNGULOS 

O seno, o cosseiur a tangente, a cotangente, a secante e a cossecante dc um angulo agudo 
positívo 0 püdcm ser dcíinídos como ra/.dcscntrc 03 lados dc um irianguloreiñngulo. Usando 
a notagáo da Fígura A.6, essas dcímígdcs tomani a seguinle Jbrma: 


sen 0 - 


cos 0 = 


igO = 


cateto oposto a 0 _ y 
hipotenusa r 7 

catcto adjacénte a 0 x 

hipotcnusa r 

cateto oposto a í) y 

cateto adjacente a 0 x 


cossec 0 = 


sec 0 - 


cotg 0 = 


hipotenusa _ r 
cateto oposto a & y 

hipotehusa r 

catcto adjaccntc a 0 x 

cateto adjaccnie a 0 x 

cateto oposto a 0 y 


( 6 ) 


Vamos dizer quc scn 5 cos, tg, cotg, scc e cossec sáo as fungóes trigonométricas. Como tri- 
ángulos similares tém íados proporcionais. os valores das fungóes trigonometricas depen- 
dem somenle do tamanho de 8 e náo do triangulo retángulo parlicular usado para calcular 
as razóes. Além disso, nessas dehnigóes nao importa se 8 esttver medido em graus ou em 
radianos, 


► Exemplo 2 Sabcmos da Gcomctria quc dois lados dc um tnángulo de ángulos dc 45°, 
45° e 90 ' sáo Íguais e quc a hipotenusa de um iriángulo de ángulos dc 30 í! , 60° c 90 ü é duas 
vezes o lado menor, que é o lado oposto ao ángulo de 3Ü \ Esses latos e o Teorema de Pitágo- 
ras fornecem a Figura A.7. A paríir da ñgura, obtemos os resultados na Taheia 2. ■< 




Figura A.7 

















A4 Cálculo 


Tübela 2 


sen 45° = l/VÍ 

ct>s 45° = l/VI. 

tg 45" = J 

cossec 45° = %2. 

sec 45° = %2, 

cotg 45® = 1 

sen 30° = 1/2, 

cos 30° = V3/2. 

lg 30° = l/VJ 

cossec 30° = 2, 

scc 30° = 2AÍ3. 

cotg 30° = \3 

sen 60° = 'hn. 

cos 60° = 1/2. 

lg 60° = s/3 

eossec = 2/V3, 

sec 60° = 2, 

COtgá0° - I/V 3 


■ ÁNGULOS EM SíSTÉMAS DE COORDENADAS RETANGULARES 

Como os ángulos de um triánguio retángulo esííío entre 0 e 90% as fórmulas em (6) náo 
sáo diretamcnte aplicávcis a ángulos negativos ou maiorcs do quc 90\ Fara cstcnder as 
fun^oes trígonométncas a esses casos t scrá conveniente considerar ángulos em sistemas de 
coordcnadas rclangularcs. Di/emos quc um ángulo eslá na posigáo padrño cm um sistema 
de coordenadas xy se seu vértice estiver na origem c scu tado inicial sohre o cixo x positivo 
(Figura A.8). 



Figura A*9 



Figuru A.8 



üm Srigulo poíitivo 
na posigáo padráo 


+ y 



um anguio negativo 
na posi^áo padráo 


Para dcfmir as fungóes trigonometricas dc um ángulo B na posigáo padráo, construímos 
uri círculo dc raío r, centrado na origem, c tomanios P{x, v) como a inlcrsccqáo do lado íinal 
de 0 com essc cfrculo (Fígura A.9). Fa/emos adeftni^áo seguínte. 


AJ defini^Ao 






^ y 


X 

A J’ 


sentf = 

cosé? = 

— , 

tgí/ - - 


r 


r 

X 


v 


r 

X 


cossec , 

sec 0 — 


cote 0 = — 


j' 


X 



Note quc as fónnulas dessa defmígño estño de acordo com aqueias dadas em (6); íogo, náo 
há conñito com a dcñnieáo antcrior dc íun^óes trigonomctricas para triángulos. Porem, cssa 
definíeáo se apíica a todos os ángukxs (exceto quando ocorrer um zero no denominador). 
























ApéndiceA / Revísáo deTngonometria A5 


No easo cspeeial cm que r- K temos ciuc sca = y c eos 0 = a j p portanto o lado íinal do 
ángulo 9 intersccta o eíreulo unitário no ponto (eos 0, sen 9) (Figura A + 10). Temos» a panir da 
Dcfinigáo A. L quc as t'ungoes tngonomctricas remancscciUcs dc 9 sáo cxpressas poi 


seu $ 

[íí 0 — - 

costf 


cos 9 


1 


cotg B — *— = —— sec B = —— 

sen Ó costf 


cossec 8 = 


sen 0 


(740) 


Essas observagGes sugerem o seguinte proeedimento para o eálculo de JungÓes tngonoinétri- 
cas de Sngulos eomuns: 

* Construa o ángulo 0 na posigáo padrao de um sístema de coordenadas (a, v). 

* Encontre as coordenadas da íntcrsccgáo do lado final do ángulo com o eírculo unitá- 
río; as eoordcnadas (a e y) dessa intersccgáo sáo, rcspeciivamente, os valores de cos 0 
e sen 9. 

* Use as iormulas (7) a (10) para encontrar os valores das ftmgoes trigonométricas 
remaneseentes a partir dos valorcs de cos 9 e sen 0. 


► Exemplo 3 Catcule as fungóes trigonométricas de 9 = 150". 



Sohicao Consirua um eíreulo imitário e eoloque o ñngulo 0 = I50 J na posigáo padráo (Fí- 
gura A. 11). Urna ve/. que o ángulo ZAOP mede 30 " e o iriángulo AOAP tem ángulos de 30°, 
60° e 90 \ o lado AP tem comprimento j (metade da hipotenusa) e o lado OA t pelo Teorema 
de Pitágoras, teni um comprimcnto dc \/3/2. Assini, as coordcnadas dc P sáo (-V3/2, 1/2), 
de onde obtemos 


t 

sen 150° = cos i50° = - 


icn<; sen 150“ 1/2 

—. tg 150 =-=-——- 

2 c cos 150° -V3/2 


cos$ecI50° = 


1 


sen 150° 


sec 150° = 


í 


cos350* 


ft 


1 

73 


colg \ 50° 


I 

tg 150° 


— 73 a 


► Exemplo 4 Calcuie as fungdes trígonométrícas de $ = 5jt/6, 



Soíuy'üo Corno Stt/ 6 = 150", cssc problema c equivalcntc ao do Excmplo 3. Daquclc cxcm- 
plo. obtemos 


5jt 

1 

5it 

v/3 

5tz 

sen — 
6 

~2' 

cos — — - 
6 

2 ' 

tg . 

6 

5tz 
sec — 
6 

= 2, 

5tt 

sec — = - 
6 

2 

V5’ 

5tz 

CDte -- 

5 6 


l 

= -73 < 


► Exempiü 5 Calculc as fungóes trigonométricas de 9 = -jt/2. 


Solu^áo De acordo com a Figura A, 12, o lado final de # = -jtil intersecta o círculo unilário 
no ponto (ü, -1), portanto 


Figura Ad2 


sen(-;r/2) = -E eos(-jr/2) = 0 

































A6 Cálculo 


e cias Fórmulas (7) a (10) obiemos 

lg(-vT/2) 

cotg (—jt/ 2) 
sec (—tt/ 2) 
eosséc ( —tt/I) 


sen(— tt/2) 
cos(—tt/2) 
cos( -t/2) 
sen(— tt/2) 
1 

cüs(—? r/ 2 ) 

I 

sen(-?r/2) 


-I 

0 

ri 

o 


(indefimda) 
— 0 


(indefínida) 



* 


Pelos mctodos ilustrados nos ir£s úkimos excmplos, o leilor dcvo scr capa/ dc oblor 
todos os resullados daTnbela 3, Os tragos indicam quaniidades nao delinidas. 


Tabela 3 



9 II 
w o 

7r/6 

(20°) 

jt/4 

(45 c ) 

;i /3 
(60°) 

jr/2 

(90“) 

2jt/3 

(i20 5 ) 

3jt/4 
(1 35®) 

5ji76 

(150°) 

7T 

(180®) 

3jt/2 

(270°) 

2tt 

(360®) 

sen 9 

0 

1/2 

1/0 

0/2 

I 

0/2 

1/0 

1/2 

0 

-i 

ü 

cos 9 

1 

t/3/2 

1/0 

1/2 

0 

-1/2 

-1/0 

-0/2 

-E 

0 

E 

lg$ 

0 

1/0 

1 

O 


-O 

-I 

-í/O 

0 

—- 

0 

cosscc 9 


2 

V2 

2/0 

E 

2/0 

o 

2 

— 

-1 

— 

sec 9 

1 

2/0 

V2 

2 

—— 

-2 

-O 

-2/0 

-i 

— 

I 

cotg & 

-—- 

o 

1 

i/O 

0 

-i/O 

-1 

-O 

-— 

0 

—- 


Os valores exaíos das fumgoes trigonoínétricas sonaenie podem ser obtidos em oasos especiais; normalmerue, é 
necessárlo disporde uruacalculadora ou de um programa computacional. 


Os sinais das funqóes Lngonométricas de um Sngulo sao dciertninados pelo quadrante 
no qual cai o lado íinal do angulo. Por exemplo, se o lado final cair no primeiro quadrante, 
entao x c v sao positivos na Defmiqao A. I, Assim, todas as íunedcs trigononictricas tcm valo- 
res positivos. Se o lado ílnai cair no segundo quadrante, cntao.r é negativoe v positivo; logo, 
scno c cossecante sao positivos, mas todas as demais ftmgdes trigonométricas sao ncgativas. 
O diagratna na Figura A.I3 mostra quais funcdes trigonométricas sao positivas nos varios 
quadrantcs* O lcitor aehará ínstrutivo confcrir quc os resultados na Tabela 3 sao consístcntes 
eom a Fieura A. 13. 


¡ 

o 

sen 


cbssec 

Todas + 

+ 



í 



tg 

cos 

cotg 

sec 

+ 

+ 


Fi^ura A + 13 


■ IDENTIDADESTRIGOMOMÉTRICAS 

Uma identidade trigonométrica é uma equacao envolvendo lunqóes trigonomén icas que é 
verdadeira para todos os ángulos para os quais ambos os lados da equa^ao esláo deliiiidos. 
Uma das identidades mats iniportantes em Trigonometria pode ser deduzida apücando-se o 
Teorema de Pitagoras ao triángulo na Figura A.9 para obter 


, , T '7 

X + V" = t 


Dividindo ambos os lados por r' e usando as delinigoes de sen 0 e cos 0 (Delini^ao A. J ) T ob- 
tcmos o sceuintc resultado fundamcntal: 


sen^ + cos 2 éí = I 







































ApéndiceA / Revisao deTngonometria A7 


As $egumie& idemidades podem ser ohifdys de (11) dividindo-$e ambos os membros por 
cos '0 e sen"//, respeedvamente, e entao aplicando as Fórmulas (7) a (IQ); 


lg 2 9 4- I = see a $ 

1 eoig 2 /) — eossec 2 9 


02 ) 

03) 


Se (,v, v) Tor um ponto no círculo imilário, tamliéni cstarao nele os pontos (-v, y), ->) 

e (,v t - v) (por qué?) t e os qtiaLro pomos formam os vérlices tíe um relángulo com os lados para- 
lclos aos cixos eoordcnados (Figura A, I4tí) + As coordenadas x e y de cada vcrticc rcprcsentam o 
seno e o cosseno de tim ángulo na posígáo padráo, eujo lado íinal passa pelo vérliee; assina ob- 
tcmos as idemídades nas partes (/;), (c) e (d) da Figura A.14 para o seno e o eosseno. Dividindo 
aquelas identidadcs, obiemos identidades para a tangente. Em suma: 

sen (tt — 9) — sen 0, sen (tt + 6?) — — sen 9 y sen ( —9) — — sen 9 (34-16) 

cos(t — 9) — - cos 9, cosQt + 9) — — cos£, eo${^$) = co$í? (17-19) 

tg(T -9) = - lgO y tg(7t + 9) = l&&, t g(-6) = -\»e (20-22) 





sen 0 t - 0} = sen 0 
cos (tt — 3} — -cos U 


sen (,t + 0) = -sen 3 
cüs (jt 4- 6) -cos 3 


scn (-3) = ■-sen. 0 
cos (-3) = cos 3 

(ff) 

m 

(C) 

{d) 


í'i^ura A.14 


Dois ángulos na posiqáo padráo que tenham o mcsmo lado llnal devem ter os mesmos 
valorcs para suas funedcs trigonomctricas, pois seus lados finais interscetam o círculo unitá- 
rio no mesmo ponlo, Em particular, dois ángulos cujas medidas em radianos diferem por um 
múltiplode 2t tcm o mcsmo lado fmal e, portanto, as suas fuugdes trigonomctricas tém os 
mesmos valores. isso dá lu.üar ás identidades 


(23) 

(24) 

e, inais geralmente, 


sen 9 — sen(f? + 2t) — sen(í? — 2t) 
cq$9 = cos(¿9 + 2 .t) = cos(f/ — 2 jt) 


sen 0 = sen (9 ± 2nn), n = 0. 1,2_ (25) 

cosS = cos (9 ± 2íi.t), n — 0, i, 2,... (26) 


A identidade (21) impliea que 


tg e = tg(6> + n) c tg 6 = tg(É) - 71) (27-28) 

A ídentidade (27) é preeisameme (21) com os termos da soma em ordem inversa, e a ideniF 
dade (28) segue de (21) substituindo 0-x no lugar de Ó< Essas duas identidades estabelecem 





















AS Cálculo 



Fi^ura A + 15 


que somar ou sublrair tt de um üngulo nuo afeta o valor de sua langeme. Teir-se que o mesmo 
6 verdadeiro para todo mültiplo dc tt; nssirn, 

tg 0 = tg($ dt «jT) 7 íí = 0, 1 ,% * * * (29) 

A Fígura A. 15 mosira angulos eompicmenLares Oc (tt/2) —Odc um tríñngulo reiSngulo. 
Tcm-sc, a partír clc (6), que 


cateto oposto a 0 cateto adjaccnic a (tt/2) - 0 

senü --=-- 

hipotenusa hipotenusa 

cateio adjacente a 0 caieio oposto a (tt/2) - 0 

cos 0 =---=- 

hipoiemisa hipotenusa 



0 que forncce as identidadcs 

sen^ — j = cosí?. cos = scn .0. tg ^ — ú'j — cotg 0 (30-32) 


ondc a tcrcciru identidadc rcsulta da dívisao das duas primeiras, Essas idcntidadcs tambcm 
sao válídas para anguios quc náo sáo agudos ou que sáo ncgativos. 


■ A LEI OOS COSSENOS 

O próximo Lcorema, dcnominado tei dm cosscnos, generali/a o Teorema de Pítágoras. Esse 
resultado tem valorpor si rnesnio e também como ponto de partidade algumas Ítíentidades 
t ri gon ométricas i mportames. 


A.2 TFOKEMA (Lei dos Có&seno&) Se o$ lüdos de um triángulo íivere/ti cómprimentos 
a, b, c e se 0 for o ángulo entre os iados com comprimentos a e h, entao 

c 1 = a 2 -F b 2 “ 2 ab cos 0 



Figura A.lfi 


ícr 0) 


okmostra^áo Vamos intiodu/irum sistemadeeoordenadasde taJ lorma que 0 estcja na posi^áü 
padráo eom o lado dc eomprimcnto a sobrc o eíxo x positím De acordo com a Figura A. \ 6, o 
lado dc eoniprimcnto a sc estcnde tía origcni atc um ponto (a, 0) c o lado h> tía origcm atc algum 
ponto (.v t y). A partir da detini^áo tíc sen 0 c cos í? t lemos que scn 0 = yfb c eos 0=xíb, logo 


y = b sen 0, ,v = h eos 0 


(33) 


A partir tía fórmula tía distáncia cntre os pontos (x, v) e ( a, 0) (ver Apéndice G, na intemet), 
obtemos 

r 2 - (.v - í7) 2 + (y - 0) 2 


e, porlanto, por (33) 


c 2 = ( b cos B — a) 2 + b 2 sen - 0 

— a 2 + /b(cos 2 9 + scn 2 0) — 2¿¡ b cos 0 

— q_ / :J -- - 2 ab cos 0 


o quc eompleta a prova. 


Vumos agora mostrar conio usar a lei dos cossenos para obter as idenlidades a scguir, 
dcn om i n adas/br/H ulas de adigáo para o senoe o eosseno: 


sen(o + fi) — seiiüfcos fi + cos a scn fi 
cos(o + 0) = cos ot cos fi psen ct sen fi 


(35) 
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scn(ív — fi) = scn a cos fi — cos c¿ scn fi 
cos(a — fi) — cos a cos fi + sen a scn fi 


(36) 

(37) 


Vamos dcdu/ir primciro (37). Em nt>ssa <lcdu<;áo t vamos supor quc 0 < fi < a < 2 tt (Figura 
A. 17). Confornic a ligura, os lados ílnaís dc ot c fi iniersectam o cfrculo unilário nos ponios 
P^c os a, sen a) e Pfcas fi, sen fi). Se denoiarmos os comprimentos dos lados do triangu- 
lo OP\P> P or OP^ P | P ^ ó OP 2 , entao OP , = O/A = 1 e, da lórmula da distancia entrc dois 
pontos» 




(Pi P2J” — ( COí; — cos »)- -I- (sen p — scn a) 

= (sen 2 0 í 4- cos 2 a) 4- (seir^ 4 cos 2 fi) — 2(cosorcos fi 4- sen « senj0) 
— 2 — 2(cos qí cos4- scn a sen fi) 

Mas o ánguío PjOP { - a - fi t de inodo que da lei dos cossenos resulla que 

(PiP 2 ) 2 = (OP\) 2 4 (OP 2 ) 2 - 2(OP\)(OP 2 )co^a - fi) 

= 2 — 2 cos(tt — /i) 

Igualando as duas expressoes para (P\P 2 f e simpliftcando, ohlemos 

cos(cif — A) — cos cos /í 4- sen a sen fi 

O quc completa a dcdu^áo dc (37). 

Podcmos usar (31) c (37) para deduzir (36) da seguintc forma: 


sen(a - fi) — cosí— — (a — fi) 

L 2 

n 


= cos[(í -or) -(-/?)] 
/n 


= cos — ct^ co—/J) 4 scn( ^ scn(-/í) 

— cos cos fi - sen — or^i sen fi 

= sen úf cos fi — cos « sen fi 

As identidades (34) e (35) podem ser obtidas de (36) e (37) substituindo-se -fi por fi e 
usando as idcntidades 

sen (—fi) — — sen fi, eos (—fi) = cos fi 


Dcixamos para o lcitor dcdu/ir as idcntidadcs 

tg ot 4 tg fi 


tg(a -r fi) = 


I - tg«tg/5 


tg(or - A) = 


tgq - tgjS 
1 + tg a tg fi 


(38-39) 


A idcníidadc (38) podc scr oblida dividindo-sc (34) por (35) c, cnláo, siinpiificando-sc. A 
ideinidadc (39) pode scr oblkia dc (38) subslíluindo-sc -fi por fi e símplíficando-se. 

No caso cspccial cm quc a = fi, as idcntidades (34), (35) c (38) dao lugar hsfórmutas 
do ánguío duplo 


scn 2 a = 2 sen a cos a 
cos 2 oí 


eos 2 a — scn 2 or 


íg 2a 


2 tgo 


I - tg 1 a 


(40) 

(41) 

(42) 


Usando-sc a identidade seir a + eos J a — 3, (41) pode ser reescrita nas formas alternativas 


cos 2a = 2cos“gt — I 


c 


■j 

cos 2a = J — 2 sen of 


(43-44) 











A1G Cálculo 


Se sub&ütuimios ct por ai2 em (43) e (44) o u&armos alguma álgebra, obieremos us 
fórmulas do ñngulo metade. 

e 

Deixamos corno exercício deduzir as seguimes férmulas de produto em soma a panir 
de (34) uié (37): 

(47) 

(48) 

(49) 

Tambéin deixamos como exercício deduzir as seguin ics férmiílas de soma em produto: 

( 50 ) 

(51) 

(52) 

(53) 


a 4* f a “ fi 
seu a -f sen p = 2 sen -—-— cos 

„ of 4* 

sen íy — sen f — 2 cos - • scn - 


cos úí 4* cos fi 


ct + fi 

2 COS - COS ■— 


cos a — cos /í = 


Of + /? a - /i 

2 scn ——— scn—-— 


seimcos/í = ^fsen(o — fi) + sen(o¿ + fi)\ 
sen a scn fi — ^[cos(oí — fi) — cos{o + fi)] 


cosor cos fi = ™Ecos(a — fi) + cos{ó + 

¿i- 


2 « 

sen — = 
2 


1 — COSGÍ 


(45-46) 


7 & 

cos — = 
2 


I + cos a 




M ENCONTRAMDO UM ÁNGULO A PARTIR DO VALOR DE SUAS FUNQÓES 
TRIGONOMÉTRICAS 

Há inúmeras situagoes nas quais é necessário cncomrar um ángulo dcsconhccido a pariir 
do valor conbecido de uma de suas tungóes trigonométricas, O exemplo a seguir ílustra um 
método para t’u/.er ísso. 


► Exemplo 6 Encontre 0 sabendo que scn $ — ~ 

Solugaa Vamos comegar procurando por angulos positivos t|uc salisfagnm a equagáo. 
Como sen 0 é positivo, o ángulo 0 deve terminar no ptimeiro ou no segundo quadrante. Se 
termínar no primeiro quadrante, entáo a hipotentisa do triángulo OAP na Figura A. I8a é o 
dobro do tado/lF, portanto 

0 = 30° = - rad 
6 

Se 6 tcrmínar no segundo quadrante (Figura A. 18/?), entáo a hipotenusa no Liiángulo OAP é o 
dobro do lado AP; logo, o ángulo AQP = 3Í) U , t> que implica 

0 = 180° - 30° = 150° = — rad 

6 

Enconiradas cssas duas solugocs t todas as outras podem ser obtídas somando-sc ou subtraín- 
do-sc mullíplos de 360 1 (2 tt rad) a esses ángulos. Assinq o conjunto de todas as soluqocs é 
dado pclas ídrmuías 


Fi^ura A.18 


9 = 30° =t n - 360° T u =0, 1 , 2 ,... 
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e 

üu, eni radianos, 




Ú = 150° ±n * 360°, n =0. [ r ± . .. 

0 — — ±n ■ 27t, n — 0, 1,2,... 

6 

0 = ~ ± n ■ Irr, « = 0, l, 2, ... < 


■ ÁNGULO DE INCLINAgÁO 

A inclina^aú de unui reia nao-verlícal está relacionada com o Sngulo rormado entre /, e o 
cíjío positivo, Se fbr o menor ángnlo positivo medido no sentido anti-horário do cixo .v atc 
L, entáo a inclinagao da reta pode ser expressu como 



m - 1 g 0 


(54) 


(Figura A. t 9íz), O ángulo 0 , denominado ánguio de inclinaedo da reta, saiislá/ 0 : < (> < 180° 
em graus (ou, dc forma equivaleme, 0 < 0 < tt em radianos). Sc 0 for um ángulo agudo, cntáo 
m = tg 0 s: positivo e a rcta inclina-sc para eíma á dírcíia; e sc 0 Ibr um ángulo obtuso, entáo 
m - tg 0 6 negativo e a reta ínclina-se para baíxo á direita. Por exempku a reta cujo ángulo de 
incUnagáo for 45° tem uma inclínagáo dc m = ig 45° = 1 ,0 a reta cujo ángulo dc inclina^áo 
lor 135° lcm uma inclina^áo de m — ig 135 y - -1 (Figura A. 1 9b). A Fígura A.20 mosira uma 
regra conveniente de uso da reta x = J como uma "régtur para vísuaUzar a rdagáo entre retas 
com várias inclinagoes; 






{a) 

FigwraAJ9 





EXERCÍCIOS A 


1-2 Expresse os ángulos em radianos. 

1. (a) 15* (b) 390 H1 (c) 20 ú (d) 138" 

2. (a) 42(r (b) 15“ (c) 225" (d) 165" 

3-4 Expressc os ángulos em graus. 

3. (a) jí/ 15 (b) 1.5 (c) ÍW5 (d) 3?r 

4. (a) tt/ 10 (b) 2 (c) 2 jt/ 5 (d) 7 jt/6 


5-6 Encontre os vatores exatos de todas as seis run^Oes trigono- 
métricas de 0. 








































A12 Cálculo 



7-12 O ángulo $é um Hngulo agudo de um íriángulo reiángulo, 
KesoWa os> problemas desenhando um iriáugulo apropriado, Nao 
use caleulítdora, 

7. EnconiTe sen 0 e cos 0 y dado que tg 0 — 3 + 

8. Enconire sen 6 e ig 0, dado que cos 9 = 

9. Eciconire ig 0 e cossee 0, tlado que sec 6 - 

lü. Encontre cotg f? e scc f?, dado quc cossec (? - 4. 

11. Encontrc o compnmcnto do lado adjaccntc a f?, dado quc a hi- 
potenusa tem comprimento 6 e cos 0 - 0, 3. 

12. Encontre o comprimento da hipotcnusa. dado quc o lado oposto 
a 0 tcm comprimento 2,4 e sen 0 = 0,8. 


13-14 E dado o valor do ímgulo 0. Encontre os valores de todas as 
scis íutigoes tngonomdiricas de í?scm usar □ calculadora. 


13. (a) 225" 

14. (a) 330" 


(b) ”21(f (c) 5 tt/ 3 (d) -3tt/2 

(b) -120" (c) 9 tt/ 4 (d) -3 tt 


18. (a) (b) 




19, Em cada paiie, seja B um angulo agudo de um triángulo retán- 
guto, Expresse as cinco funqoes trigonométncas restantes em 
tcmios de a. 

(a) seti 0-afS (b) tg 0 - añ (c) scc 0 = a 


20-27 Etieorttre todos os valores dc (etn radianos) quc satisfa- 
^am a equaQáo dadm Náo use calcubdora. 

20. (a) cos /? = -1 /v^2 

(b) sen 0 = — 1 1\/2 

21. (a) Lg0 = -1 

(b) cos 0 = i 

2-2. (a) sen 0 = 

(b) tg 0 = V3 

11. (aj fgÚ=!/V3 

(b) scn tf = -V3/2 

24. (a) sen ú--\ 

(b) co&0=-\ 

25. (a) cotgtf=-l 

(b) cotg & - V5 

26. (a) sec 0 — — 2 

(b) cossec 0 = —2 

21 . (a) cossec 0-21 V3 

(b) scc 0 - 2 / v"3 

28-2S Enconlre os valores de todas as seis furiQdes trigonométri- 
cas dc 0 . 


15-16 Use a$ infonnagdes dadas para encontrar os valores exatos 
das funqñes trigonométricas restantesde 8. 


15. 

(a) 

cos 0 ~ 

5,0 < 0 < ?r/2 


(b) 

cos 0 = 

i -x!2 <0< 0 


(c) 

tg// = 

1 /V5. nl 2 < 0 < 77 


(d) 

tgé? = - 

■l/Vl. -irl2<8<0 


(e) 

cossec i 

II 

b, 

o 

A 

íb 

A 

$ 

(-j 


(0 

cossec i 

9 = sj - !, tt/2 < 0 < tx 

16. 

(a) 

en 

2 

II 

í, 0 <í?<jt /2 

4 


(b) 

sen 0 ~ 

■1, jT/2 <0<7C 

■4 


(c) 

cotg 0 - 

= 0 < f? < 77/2 


(d) 

o 

o 

ác 

= \.7T<0< 3;t/2 


(e) 

II 

§ 

. ir/2 < 0 < n 


(0 

sec 0 = 

n<8< 3tt/2 


17 ”10 Use um reeurso compntacional para obterx até a quarta 
casa decimal. 





30, Eneontre todos os vatores de 0 (em radianos) tais que 
(a) sen£í =! (b) cos9“I (c) tgf?=l 

(d) cossecf?=l (e) sec£ = ¡ (f) cotg 9 =1 

31. Encontrc todos os valorcs dc 0 (cm radianos) tats quc 
(a) scíi 0 = 0 (b) cos 0 = 0 (e) tg B = Ü 

(d) cossec f) é indeíinido (e) sec 0 é indelinido 

(f) cotg 0 é indefitiido 

32. Como podenamos usar u nia rcgua c utn transferidor para apro- 
xi niar sen I T c cos 17°? 

33. Encomtc o comprímciuo dc um arco circular cm urn círcuío 
com raio de 4 cm subentcndido por um ángulo de 

(a) jzÍ6 (b) 150 ü 

34. Encontre o raio de um setor circular que lem um ángulo de rr/3 
e um comprimento de arco tle 7 unidades, 

35. Um ponto P movendo-sc no sentído anti-horário sobrc um círcu- 
lo com raio de 5 cm percorre um arco coni comprimenlo de 2 cm. 
Qual c o ángulo varrido por mn raio do ccntro do circtilo até P1 


x 
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36. Encontre a fórmula para a área A de um setor circular em ter- 
mos de scu raio r c do comprimcnto do arco s. 

37, Como mostra a ligura ahaixo. um cone cireular ieto é feito tle 
um pedago de círculo de papei de iaio R retirando um setOT de 
ünguk> 0 e coiando a$ borciüs da pane lestante, Encontre 

(a) o raio rda base do eone em termos de R e 0 

(h) a aluira h do cone em lermos de R cO 




38, Como mostra a íigura sihaixo. sejam r c o raio da base c a 
altura inctinadade um conecircuiar rcto. Mostre quc a árca da 
supcríícic latcial S do cone é S = nrL. \Suge&táo\ Como mos- 
irado na h'igura Ex-37, a supeifície lateral do cone lüma-se imi 
seior círcntar quando cortada ao longo de uma jieta a pariir do 
verticc até a basc c tornada uma tigura [ilana.l 



Fíguni Ex*3H 


39, Dois lados de mn triángulo tém comprimentos de 3 crn c 7 cin 
c formam um angtilo de 60*. Encontre a árca do triángulo. 

40, Seja ABC um triángulo cujos ángulos cm A e B sáo 30 u e 45 s . 
Se o lado oposto ao fuigulo B tcm comprimemo ig.ua) a 9. cn- 
eonlre os comprimcntos dos lados restanles c o angulo em C 

41, Uma escada de iO pds apoíada ciu uma casa fa/ um angulo de 
6T cm i'clat¿íio ao solo. Utial c a distáncia do topo ato ocháo? 
Expresse sua resposla atc o décitno de pé mais próximo, 

42, Dc um porito ao nfvcl do cháo a 120 pcs dc um prédio. o angulo 
de eleva^áo alé o topo do prédio é de 7ó"-' r Encontre a altura do 
prcdio c oxpressc sua resposta até o pé maís próximo. 

43, Uin obscrvador ao nível do eháo está a uma distáncia d dc urn 
prédio Os ángulos dc clcvacao até as hases dasjanelas do sc- 
gundo e lerceiro andaros sao o e /í n respectivamciue. Encontre a 
distáneia h entre íis bases das janelas em terntos de o, fi c d. 

44, De um ponio ao nível do cháo, o ángulo dc elevaqáo ao topo (.lc 
uma torre é a. De um ponto c¡ue está d unídades mais pono da 
torrc. o ángulo dc eleva^áo é /3. Encontre a altura h da torrc om 
termos de oí, fi e d. 


4S-46 Náo use caiculadora ncstcs exerefdos. 


45, Sc cos 0 = ±c0<0< tt/ 2. obtcnha 


46. So tg cü = e tg /f = 2, onde 0 < cr < tt/2 e 0 < /í < n/2. obtentia 

(a) sen (a — fí) (b) cos (ct + fi) 

47, Exprcssc scn 3í? c cos 20 cm tcrmos dc scn 0 c cos 0. 


48-5 s Deduxa as identidades dadas. 


co$#sec# 

48. - - j, — = cos 4 - B 

I + tg 2 0 

cos 0 tgí? + scn 0 

49. ---- = 2COS0 

[gO 

SíJ, 2 cossec '20 = sec 0 cossec 0 51. tg 0 + cotg 0 = 2 cossec 20 

scn 29 cos 29 
.>2.-- sec o 

scn 9 cos 9 

,, scn 9 + cos 29 — I 

53. - “ tjr 0 

cos 9 — scn 29 

54. scn 26 + sen 0 = 2 sen 26 cos Ü 

55. scn 3 6 - sen 0 - 2 cos 2í? scn // 


9 1 - cos 9 

íj 6. tg — =- 

2 sen 9 


57 ■ 


scn 9 


58. eos^ + + cos = 


1 + cos 9 
:>s 9 


59-60 Estes exercicios referem-se a um triángulo arbitrário ABC\ 
no qual o comprimcnto do lado oposto a A c a, o comprimento do 
lado oposto a B éb.co comprimemo do Jado oposto a C c c. 

59. Prove: a ái ca dc um triángulo ABC podc scr cscritn como 

árca = \hc sen.+ 

Encontre duas otiirus rórniulax análogas para a ái'ea. 

60, Pfove íí lei dos scfios em quálquer triangulo, as ra/oes dos )a- 
dos para os senos dos ángulos opostos sáo ígimis, jslo é: 


a 


c 


sen A $en B sen C 

61. U$e a$ idemklades (34) até (37) para expre$$ar cada uma da$ 
scguintcs cxpi essoes em termos de sen 0 ou cos (K 


(a) sen^+^) 
3 71 


(c) 


sen j 


-9 


(b) cos (y + Q^J 


(d) cos | ~ + 9 


/3 n 

H~2 


(a) sen 20 


(b) cos 


62. Dedu/.a as idcntidades (38) c (39). 

63. Dedu/.a a ídentidade 

(a) (47) (b) (48) fc> (49). 

64. Se /1 = cj + Q e B = a- fi, enláo cr = i (/1 + B) c fi — ^ (A — B) 

m £ ■*- 

(verifique). Use esses rcsultados e as identidades (47) alé (49) 
para dcdu/ir a identidítdc 

(a) (50) (b) (52) (c) (53) 
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65. Siihstituá p por-¿3 na ídentidade (50) pnm deduzir (51). 

66 . (a) Expi'CNse 3 seu ct + 5 cos í> na i’orma 

C sen (« + 0 ) 

(b) Mostre q uc uma soma da l'ormu 

>4 sen a + Zí cos a 

pode ser rccsci ita na forma C scn (a + 0 ). 

67* Mostre que o comprimenio da diagonal do paralclogramo na 
llgura nbiiixo é 

d — \¡ü z -\- b 2 -f- labcos H 



68-69 Eneomre o angulo de inelinagao da reta com inclina^áo m 
;Ué o grau mais próximo. Use um recurso grállco qtiútido neccs- 
sáriü. 


68. (a) m - j 
(c) m ~ 2 


(b) ;ii = -1 

(d) = -57 


69. (a) m = — \ (b) ni - I 

(C) m = —2 (<J) = 57 


70-71 Encomre o ánguio de inclina^ao da reía até o grau mais 
próxinio. Use ii m recurso gi áíico quándo nCcessário. 


71). (n) 3v = 2 - Táv 


(b)y-4A-+7 = 0 


71. (a) v = -/¡k + 2 


(b) y + 2.v + 5 = 0 








a p e n 


d i c e 


B 


RESOLUQÁO DE 
EQUAQÓES POLINOMINAIS 


Vamos supor neste Apéndke que o íeitor saiba dimtir polinómios e usar o aígorttmo de 
BrioURuffinL Sefor neeessário revisar essas técnicas, o leitor deve procumr u/u iivro de 
Áígehra . 


■ UMA BREVE REV1SAO DE POLINÓMIOS 

Lembre que, se n l'or um ínteiro náo-negalivo, emao um polinómio de grau n é uma Eungao 
que pocle ser esenia nas formas a seguir, dependendo de querermos as potendas de .v em or- 
dem cresccntc ou dccrcsccntc: 

c 0 + c¡x + Cvv' + ■ + c ti x' (c fí * 0) 

v' + í '„-+' + - + -V + e 0 (c„ * 0) 

Os númeios c { „ cc n sao deuominados coeficieníes do polindmio, O eoelidente c„ (qite 
mulhplica a potenda mais alta de.v) e charnado de coeficiente dominante, o tenno c, t \ J e co- 
nheddo como termo dominante e o coefkiente c fJ é o termo constante. Os polmdrnios corn 
graus 1, 2, 3,4 c 5 sao chamados áctinear, quadrático, cúbico, quúrtko e quíntko„ respecti- 
vainente. Por simplicidade, os polinómios geraís de grau baixo sao, freqüememejite, eseritos 
sem os subscritos nos coeficientcs: 


p(x) - a 

p(x) = ax + h Ui f 0 ) 

p(x) = ax 2 + bx + c (a -f- ü) 

p(jc) = ax } + hx 2 + cx + d (a f 0) 


Polin6into ionsfniare 

Folifiümio ünoar 


í 3 >nli noiT ito co 

Polinüiflio Ciíbico 



Quando tenlamos fatorar compleianiciite um polindmio, umade tres coisas pode ocorreri 

* Pode ser que consigamos decompor o polindmio em fatores lineares distintos* usando 
somente númcros reais, como no cxcmplo a seguír: 

+' + a“ — 2v = _v(v‘ + x “ 2) — x(x - i )(x + 2) 


* Pod e ser q ue c o n si gam os decomp or o pol í n dm io em fatore s 1 i nearcs, u s ando somente 
nümeros reais, mas alguns dos fatores podein ser repetldos; por exemplo: 


/ - + 2x' - x\x' - 3x + 2) = x\x - I )-(x - 2) 


(I) 


* Pode ser que consigamos decompor o polinomio em fatores lineares ou quadráticos, 
usando somcntc números reuis, porcm, nao somos capazcs de decompor os fatores 
quadráticos sem usar números imagináríos (tais fatoresquadrátícos sáo chamados de 
irredutíveis sobrc os números rcais); por excmplo: 

a: 4 — I = (a'" — I )(.v' + 1) = (x — l )( v + I )(.v" + í) = (x — 1 )( v + I )(..v - í)(a + /) 

Aquí, o tator .v 2 + 1 c irredutivci sobrc os númcros rcais. 




















82 Cálculo 


Em geruJ. sc p(x) for um poiinomio de grau n com coefícienie dominánte a e se rorem 
permitidos numcros imaginários, entáo p(x) pode ser faiorado conio 


p(x) = aíx - rjix - r 2 ) - (x - r„) 


( 2 ) 


ondc r n sáo denominadosze/Y>s de p(x) ou rafzes daoquagao p(x) = 0 e (2) é denomi- 

iiada faioragáo linear completa de p(x), Em (2), se algum dos falores Ibr repetído, entao eles 
podcm ser eombinados; por excmplo, sc os k prímeiros faiore.s forcm distintos e os rcstantcs 
forem repetigoes dos k primeiros, eniao (2) pode ser expressa como 


p(x) = a(x - r { f'(x - r 2 f(x - r k ) !>1( 


(3) 


onde r,, r 2 . r k sáo as raízes distintas de p(x) - 0, Os expoenies m v m^.,. t nr rnostram quantas 

vezes os vários fatores ocorrem na fatoraqáo completa; por exemplo, em (3) o fator (x - t\) 
ocorre vezes t (x - r 2 ) ocorre m 2 vczcs, c assim por diante. Algumas tccnicas para fatorar 
polmomios sáo discutidas adiante neste apéndice, Em geral, se urn fator (x - r) ocorrer m 
vczcs na fatoraqáo complcta de um polinomio, dizcmos quc r c uma raiz ou um zcro com 
multiplicidade m, e sc (x - r) náo repctir (isto c, Lcm multiplicidade I), dizcmos que ré uma 
raiz ou zero simples. Por exemplo, lemos a partir de (1) quc a equagao X - 3.v' + 2x = 0 pode 
scr cxpressa como 


x (x - I)- (x + 2) = 0 


(4) 


de modo qtie essa equagao tem tres raizes distínlas: x = 0 com multipltcidade 3, x = I com 
multiplicidadc 2 e uma raiz simpies x — -2 . 

Observc que em (3) a soma da niultiplicidade das raízes deve ser n , pois p(x) tem grau 
n\ isto e, 

m, + m 2 + ■■■ + m¡ — n 

Por cxcmpkx em (4) as multiplícidades somam 6, que é o grau do polinómio. 

Scgue dc (2) quc um polínómio dc grau n podc lcr, no máximo, n raízcs dislinlas; sc Lo- 
das as raízcs forcm simplcs, cntáo haverá exatamente n\ nocaso dc rcpetigáo, tercmos mcnos 
doquc //. Porénu na contagem das rafzcs dc um polinómio c padrao contaras mulliplicidadcs, 
pois cssaconvéiigáo nos permite dizer quc um polinómio dc grau n tem n rafzcs. Por cxemplo, 
a panír de (1) as seis raízes do polinómio p(jr) = x - 3.v 4 + 2.v sfn? 

r = Q f 0 , 0 , 1 , 1 , —2 

Resumiiido, tertios o seguime leorema importante. 


Ii,l TKORKMA Se forem pennhidas raízes imagindrias e se ¿ts raízcs forem conuidas 
de ücordo coni sitas multiplicidades, entao um potindnüo de gran n tem exatamente n 
raízes. 


M OTEOREMA DO RESTO 

Quando dois inteiros positivos sáo divididos, eles podcm scr exprcssos como o quocientc 
mais o reslo sobre o divisor, on.de o resto é nienor que o divisor. Porexemplo: 

T = 3 + 5 

Stí multiplicannos cssa cquagáo por5, obtemos 

17 = 5-3 + 2 

que csíabciccc quc o numerador é o divisor vezes o qtiocicntc mats o resto. 



Apéndíce B / Resolu^áo de Equacóes Polínominais B3 


O seguinte leorema, que duremos sem prova, é um resuitudo análogo pura divisáo de 
poliiKiinios, 


Ií,2 TtíORKMA Sep(x) e s(x)fomn polindmios e se s(x) naofor o poíin&mio zem, entao 
p(x) pode ser expresso como 

P(x) - s(x)q(x) + rix) 

onde q(x) e r(x) sáo o quociente e o resto que resuíutm quemdo p(x) for dividido por s(x)\ 
além disso t ou /1u ) é o polinómio zero ou o grau de iíx) é menordo que o grait de s(x). 


No easo espeeial em que p(x) for dividitlo por um polindmiode priineiro «raudu lonna 
x “ c, o resto deve ser alguma constante r, pois ou é zero ou tem grau menor do que i. Assiin, 
o Teorema B. 2 ¡inpliea que 

pú) - (x - c)q(x) + r 

e isso, por sua vez 5 implica que p( c) - r. fcm suma t lemos o seguinte íeorema. 


15*3 riotviMA (Teorema do Resto) Se um potinómio p(x) for dividido por x - c t entáo 
o resto é p(c). 


► Exemplo 1 De aeordo eom o Teorema do Rcsto, o resto da divisáo de 

p(x) — 2.v'' + 3.v 2 - 4u “ 3 

poru + 4 deve ser 

= 2(“4) s + 3 (-4)' -4(-4) -3 =-67 
Mostre que é isso o <.|ue aconteee. 


Solu {íio Por d i ■v í suo 


2x } + 3.v‘ - 4x - 3 x + 4 


2x y +8x- 2x 2 - 5 jc +16 

-5x 2 -4x 
-5x 2 - 20x 


1 6x - 3 


I6a + 64 

“67 


o que mostra que o resto é -67. 


Solugüo alternatím Como estamos dividindo por uma expressáo da forma x — c (onde 
c = —4), podemos usar o algorilnio de BríoL-Rufllni em vez da dívisáo. Os cálculos sáo 


=M 2 3 —4 —3 

“8 20 “64 

2-5 16 -67 


mostnindo, novamente, que o resto é - 67. < 













■ OTEÜREMA DA FATORApAO 

Fatorar um polinomio p(x) é escrcvc-lo como um produto de poünomios de graus menores, 
chamados dc faíores dc p(x). Para s(x) scr um fator de /?ú), nao pode havcr rcsto quando p(x) 
for dividído por Por excmplo t p(x) puder ser fátorád0 como 

p(x) = s(x)q(x) (5) 


entao. 


PM_ 

s(jt) 


e/(x) 



logo t dividindo p(x) por .r(jr) t obtenios uin qyociente g(.r) e nenhum rcslo. Reciprocainenle, 
(6) implica (5) t logo v(a) c um faíor dc p(x) sc náO exístir resto quando p(x) íor dividido por 
.í(x). 

No caso especial cni quc x - c for um fator de p(x), a polinñmio p(x) podc scr expresso 

como 


p(x) = (x - C)ij(X) 

o que implica p(c) = 0. Reciprocamente, se p(c) - 0, entao, pelo Teorema do Resto, x - í é um 
fator dc p(x\ uina vcz que o resto c zero quando p(x) for dividido por x- c. Esscs rcsultados 
estao resumidos no seguinte teorema. 


R4 teokkma (' Teorema da Fatoraqao) Um poünómio p(x) tem x - c como umfator 
$e\ e somente se, p(c) = 0, 


Segue dessc ícorema que as ahrmacdcs abaixo todas dízem a mesma coisa dc dil'ercntes 
maneiras: 

* x -cé um fatorde p(x) 

* p(c) = 0 

* cé um zero dc p(x) 

* c é uma raiz. da equagSo p(x) = 0 

* c é uma soluqao da equagSo /H t) - 0 

* c é um corte no eixo x de v = p(x) 

► Exemplo 2 Confirme que x - I é um fator de 

p(x} — j? «* - 13-v + 15 

dividindo p(x) por.v- I c vcríficando que o resto 6 zero, 

Solugao Pordivisao 

x r '-3x 2 -Ux-\5 U-1 
_^-.r x 2 - 2 x ~) 5 

“2x ? — \ 3x 
-Ix 1 + 2x 

— 1 5x + 15 
-15x4-15 

0 


o que mostra que o resto é zcro. 









Apindrce B / ñesolugáo de Equagoes Polínominais B5 


Sohtgáo alternaíim Como estamos di\ idindo por unia cxpressao da torma x- c\ podcmos 
usar o algoritmo de Brioi-RufTmí, Os eáieuios sáo 

JJ 1 -3-13 15 

I -2 -15 

í -2 —15 0 

o quc confinna scr /,cro o resto. < 

■ USANOO UIUl FATOR PARA ENCONTRAR OUTROS FATORES 

Se .r — c for um fator dc e se ¿/(a) — p(x) I (.v — c), cntao 


p(x) = (x - c)q(x) 



logo, os fatores lineares adieionaís de p(x) podem scr í>htidos fatorando-se o quoeicntc q(x). 


► Exemplo 3 Fatore 

P(a) = .C-3C-I3a +!5 (8) 

complclamcntc cm fatores lincares, 

Soluqao No Exemplo 2, mosLramos que x - I é urn fator de p(x) c tambéni vimos que 
p(x) f(x- 1) = x 2 - 2x -15. Assim, 

C-3.v 2 - 13.Í+ 15 = (x— 1)(x 2 — 2r- 15) 

Fatorando-se por inspcgáo a j2 - 2x - 15, resulta 

Jf’ - 3r - 13,v + 15 = (v- I) (.(- 5) (.v + 3) 

o qtic (5 a fatoragáo üncar completa de < 


■ METODOS PARA ENCONTRAR RAIZES 

Uma cquagao quadrática gcial ax~ + hx + c — 0 podc ser rcsolvida atravcs da fórmula 
quadrática, quc expressa a solugáo da equagáo em tcrmos dos coeíicientcs. Versóes dessa 
fdrinula erarn conheeidas desde os tempos da BabÜónía, c no seoulo XVII forarii obiidas 
fórmulas para a solueáo de equagoes cúbieas e quárticas gcrais. Porem, lentativas de encon- 
trar fórmulas para a soluqáo dc equagoes gerais de quimo grau ou com grati maior foram 
infrutíferas, A razáo para isso ficou elara quando, cm 1829, o matemático francés Evariste 
Gaiois (1811-1832) provou quc c impossível exprcssar a soüigáo de uma equaqáo geral de 
quinto ou maior grau em termos de scus coeficicnfes usando operagoes algébricas. 

Hojc, temos podcrosos programas de eomputagáo para cneonirar os zeros de polino- 
mios espceíñeos. Por exemplo, Icva somentc alguns scgundos para um CAS (p + ex + , Mathe- 
mafka, Maple ou Derive), mostrar qué os zeros do polínñmío 

p(x) = ití.v 4 - 23.v’ - I üa’ + 29.v + 6 (9) 

sáo 


X — 1, 


V ™ 5 * 




c 


x — 2 


( 10 ) 


Os algoritmos usados por esses programas para encontrar os zcros, intciros ou racionais, caso 
existam, dc um polinomio cstáo baseados no tcorcma a segujr* o qual é provado em cursos 
avangacios dc Algebra, 




B6 Cálculo 


B*5 tkorkma Suponha que 

p(x) = c/ + + - + c,x + c 0 

^/a wiít com coeficieníes ituciros. 

(o) Se rfor um zero inteiro de p(x), entao r deve ser itm divisordo íermo constmte c lr 

(h) Se r = aih for um zero radonal de p(x\ onde todos os fatores comuns de a e de h 
foram canceíadoSy entao a deve ser ttm dmsordo rermo constame c m e b deve ser um 
divisordo coeficiente dominante c )r . 


Por exeinplo, eni (9), o lermo eonsianie é 6 (que lein por divisores ±1 : ±2, ±3 e ±6) e o eo- 
eíieienle dominante e 10 (que tem por divisores ±I T ±2, ±5 e ±Í0). Assim, os unicos xeros 
iiHeiros possíveis de p(x) sao 

±] T ±2, ±3, ±6 


e OS Únieos /eros ráeionáís náo-inieiros póssíveís sáo 



±í ± J_ ±2 ± 3 




Usando um computador, é símples ealcular ' p(x) em cada um desses números e moslrar que 
sclis únieos zeros sáo os números dados em (10). 


► hxemplo 4 Resolva a equagao x' + 3.v' - 7 jt — 21 = 0, 

Soíugdo As solugoes da cquacáo sáo os zeros do poliriómio 

p(x) ~ x* + 3a - Ix - 21 


Vamos piocuiai; pnmeiro, pelos zeros intciros. Como todos csses zcros devem dividir o tcrmo 
consmme, as únicas possibilidudes sáo ± I, +3, ±7 e ±21, Substiiuindo esses valores em p(x) 
(ou usando o mctodo do Excrcício 6), oblemos que A' = -3 c um zero inteiro. Isso nos di/ que 
x + 3 é uni fator dc p(x), que pode ser escrilo como 

T + 3.í‘ - 7a - 2 1 - (ji + 3) Í/(.H) 


onde q(x) é o quocícnLc da divisáo dc x + 3.r" - Sx - 2 I por x + 3, Deixamos a cargo do lcítor 
mostrar, efetuando a divisao, que q(x) = .v' - 7; iogo 


jt 3 + 3x 2 - 7x - 2 ] = <jc + 3)U 2 - 7) = (jt + 3)á + Ul)(x - S) 


o quc nos diz quc as soluqocs da cqua^So dada siio x = 3, x = v7 ¡=» 2.6S e .v = —J1 ss 
—2,65. < 


EXERCICIOS B c CAS 




1 -2 Encontre o quocicnte <?(a) e o rcsto r(.v) quc resulta da divisáo 
dc p(x) por í(.v). 


3-4 L'se o algoritmo de Biiot-Rufíini para cncontrar o quociente 
q(x) e o lesto r(x) que resulta da divisáo de p(x) por s( r). 


1. (a) p(x) = .v J + - 5x + 10; s(x) = x - x + 2 

(b) p(x) = 6x + 1 0a" + 5; s(x) = 3.v -1 

(c) p(-v) - f + x ' + 1; s(x) - x + x 

2. (a) p(x) = 2 x * - 3.v' + 5v 2 + 2v + 7; j(.v) = .v 2 - x + ] 

(b) píx) = 2 / + 5jv 4 - 4r + 8.v ; + I; s(x) = 2v 2 - x + 1 

(c) p(x) - 5x + 4v : + + s(x) - ,v + 1 


3. (a) p(x) = 3x' - 4a - 1; s(x) = A' - 2 

(b) p(x) = a - 4 - 5a 2 + 4; ií.v) = x + 5 

(c) p(x) = x - í;4#=t-í 

4. (a) p(x) = '2t - x 1 - 2v + I; s(x) = a - ] 

(b) p(x) = 2x + 3a' - ] Ix 1 - 21 x - 9: s(x) =x + 4 

(c) p(x) = .V 7 + ]; s(x) =x- ] 









Apéndíce B / Resolu^áo de Equacóes Polinominais B7 


5. Seja /; í'v) = 2x 1 + x' - 3.v" + x — 4. LJse o algort tmo de Brioi-Rufi 1 tti 
e o Teorema do Resto para cnconrmr/íCO), p( I ) T fK~$) e p(7\ 


6+ Soj u p(\ j o po I i nom i o tl o Ex c m pl o 4. U se o a! gor i t mo de B r íoi- 
Rufllni e o Teorema do Resto para calcular p(x) em x = ±1 h ±3, 
+7 e ±2 L 


7, Seja p(x) = .v’ + 4a _ " + .v - 6. Encontre um polinOmio q(x) e uma 
coiisrante riais que 

(a) />(.v) = (x - 2) q (.v) + r 

(b) p(x) = (x+ \)q{x).+ r 

S, Sej a p(x) = ,v' - E. hn con i re um po I i ndm i o p(x) e \ t m a c onst un le 
/■ tais que 

(a) p(x} - (x + 1) q (x) + r 

(b) p(x) = (x-])q(x) + r 


ÍE Em cada panc, faga uma lista dc todos í>s possfvcis candidaios 
a zcros racionais dc p(x). 

(a) p(x) = x 1 + 3x -x + lA 

(b) p{x) = 3a j - 2v’ + 7.r- 10 

(c) p{x) = a’’ - 17 


10. Encontre loücs os zeros ititeiros de 

p(x )=/ + 5/ - 16.v 4 - 15.v' - 12/ - 38.v - 21 


11-15 Eatoix; complctamoiuc os pol inSmios. 

11. p[ rl = t - 2 a " — .V + 2 

12. p(x)~ 3.t' + /- 12v - 4 

13. p(x) = a 4 + ] Oa 4 + 36/ + 54.v + 27 

14. p(x) - 2x‘ + / + 3/ + 3.t - 9 

15. p(x) - x' + 4.t 4 - 4,v’ - 34/ - 45 a- - 18 


[c| 1(). Para cada urna das fatorafoes obtidas nos Exercícios 11 a 15, 
vertñque suas respostüs usinuio um CAS. 


17-21 Encontre todas as solugoes reaís das eqtiagoes. 

17. ,/ + 3/ + 4a+12=0 

18. 2./ - 5.v : - ltk + 3 = 0 

19. 3./+I4./+l4,/-8.v-8 = 0 

20. 2./ - / - I 4x~ - 5.v + 6 = 0 

21. ./ - 2/ - 6/ + 5/ + 8.v + 12 = 0 

[c] 22. Para cavla uiTia djs eqnát(ocs rcsolvivl.is nos Exercícios i 7 a 21, 
verifique sua resposta usando um CAS. 

23. Obtenha todos os valores de k para os quais x - t é um faior do 
polindmio p(x) = k 2 x ? - Ikx + 10. 

24. Será a j + 3 u m fator dc x' + 2187? Jtist¡ fiquc sua resp osta. 

|c]25. Uma fatia com 3 cm de espessum é cortada dc um eubo, dei- 
xuudo um volume de 1% enr, Use um CAS para eneontrar o 
cornprímento de um lado do cubo original 

26. (a) Mostre que nüo há nenhum número radonal positivo que 

exceda seu cubo por 1. 

fb) Existe algum nümcro rcal que cxcetla sctt cubo por ! 7 Jus- 
fífique sua resposta. 

27. Use o Teorema da Fatoraggo pum mosirar eacla uma das seguin- 
tes afirmagCes. 

(íl ) x - v é um fator de para todos os vaiores inteiros 

positivos dc/i. 

(b) x + y é um fator dc x" - y'" para todos os valorcs intdros 
posílivos pures de /n 

(c) x + v e um fator de x" + y'" para todos os valores inteíros 
posilívos ímpares dc n. 






RESPOSTAS DOS 
EXERCÍCIOS ÍMPARES 


► Exercicios 1.1 (página12) 


L (a) -2,9;-2,0;2,35; 2*9 (b) nenhum (c) 0 (ri) -1,75£ x* 2, 15 

(e) y<m = cni Jf' = >n,in= ~ 2 > 2 cm ,v = l ,2 
Jk (a) &ím (b) sim (c) rtao (d) itfio 

5, (a) 1943 (b) 1960; 4200 (c) nao T precisamos da populucílo anual 
(d) jrueníi, markethig (t9 divulgavaode riscosdesaú-tle. pressfio so- 
ciai, cáüipanhá átHildnvo, aumento nos iniposios 

7 P (a) 1999, cmiomodo $43.400 (b) 1985, $37.000 íc) seguniloano 

% (a) -2: 10; 10; 25; 4; 27f - 2 (b) 0; 4; -4; ó; 2v^2; /(3f) = 1/3/ para 
t > \ c /(30 - 6f para t < 1 


1 1 . (a) jc * 3 (b) ..v £ -V3, x > V'3 (c) <-oo T +oo) 

(d) ,v 5 * 0 (c) .v (2 ji + ^ )ít, t¡ = 0, ± I. ±2.... 

13. (a) .v< 3 (b) -2<tX<i 2 (c) x>0 (d) io<los.v (e) todos a 

15. (a) aáo; guerra, pcslc. cnchentc, lcircmolos (b) (lccrcsce por 8 ho- 
ros. clá um salto píini dma e se rcpcto 



I9 + (») 2.4 

(b) nenbum 

(c) a¿2; 4 

(íl) v inin = - l; ncnhum máximo 
21. /f ~ L (3 - cos 9) 


m*..? h 


(a) 



2x + I, 
4,v + í. 


v < 0 
x > 0 


(b) í tx) - 


1 - 2x . 

1 , 



x < 0 
0 < Jt < I 
x > I 




31. 

33. 


(a) V=(8 2.0 (15 - 2v).v 

(b) 0 < x < 4 

(c) 0 < V £ 90. aproxirnadíimcntc 



(d) V parece tcr u m ináx i mo 


27. (a) L = .v + 2v 
(h) L = x + 20Ü0/.V 
(c) 0 < A' < 100 
(íl) x a} 45 m v 22 m 



para jr s¡ 1,7. 

(a) r ss 3.4; h 13.S (b) mmsalto 

(c) rzz 3J cm; h r¡ 16.0 cm; C 4,76 ceniavos 

(1) .v = 1, -2 (it) .c(.v) = x + I. para todo x 

(a) 25+ (b) 1 3+ (c) 5+ 35. 1 5 F 


► Exercícios 1,2 (página 24) _ 

1. (c) 3- (b).(c) 5. (-3. 3]x(0. 5J 


9, [-5, |41x[-60,40] 

40 


r 

r-7\ 




-60 


11- [-0,!; 0.1] x[-3, 3] 

3 



í3. 1-400, 1 050] X 1-1 50ÜCM'Kl [ 0000] 


tOÜOO 



.15, ¡-"2. 2j x[ 20,20] 
20 



19. (a) /(.<>= V16 — x 1 (bj fíx) = -v 16 - r v 2 («) niiO 


j 

L V (h) 

k v 

3 

3 

- 

v 2 

- / \ 3 


\ I 

i ¡ \ 


\/.f 

<2 ~l 

! 2 -1 

£23' 













































Cálculo 


23. O cráficG dc v = J/í.rj ¡ cocsistc nnquclíis partcs do grafico dc v =j{x) quc 
ficam acima do cixo x junto com a reflexao pclo cixo x das partes do 
grdhco dc v =./t.r) quc ficam abíiixo do cixo.v. 








2 


O gráficoé esientüdo na direcdo 
verlical ó relletido pelo eixo 
x sl' c < 0. 


O gtáfico é cransbtlado de tal ptiodo 
i|ue sou vciiicc cstá eili padbola 



O "ridicod iransladado verticalmente. 


► Exercícios 1.3 {página 36) 


i 

> 

1 ,v 



(l>) 

j 

2 

i v 



F 

X 


/ 


! / 

J 

-/, 


1 



f i ii 

.1 






1 2 3 




29, %J7^1,x> l;j7^1.xZ Ulx-Xx't l;l,x> 1 
31. (a) 3 (b) 9 (c) 2 (ó) 1 


















































































Respostas dos Exercfcios ímpares R3 


33* (a) f' 1 + í (b) i 3 + 4/ + 5 íc) x l + 4x + 5 (d) =4 + I 

x~ 

m X- + Zxh + h 2 + ! (f)_v 2 + I <g) J + ] (h) 9-V 2 + t 

35* í - x\ A r < 1: v'l “jf 2 , h | £ l 

! 

— r at _ 3 ■- 

o 


37 


I [ i 

. .x ¿ r. I:-— - 7 -JT 5¿0. 1 39. jT f ’+l 

I _ Zx 2 A 


2r 

ñcrl 


41. |a) K (x) = v^, A(a) - .r + 2 (h) S (x) = ¡_vj t ) E (.r) = .v 2 - 3.v + 5 

43. (a) js'ü'j = .+, /jU) = sen A' (h) »+) = 3/.v. h(x) = 5 + cos x 
45 . (a) f(x) = jr 1 ; |f(>) - 1 + scn a, /j (jt) = a 1 ' 



59. (a) 


+ y 


(b) 


9 * 




61. (a) par (h) ínipar (c) fmpai 1 (d) nenhum 

63. (a) píii' (b) íanpar (c) par (d) ncnhum (c) fmpnr (f) pnr 

67. (a) cixo y 69. 2 

(h) origcm 

(c) eixo x eixo y, origoin 


+3 





, 

v 

_ 

_ 4 


3 


-2 



73. 


(») 


y¡m 


-2íT-jt r 2jt 

(b) I’ 


- 2tt - JT 


JT 2jü 


75. üm ; /(» = /, g(jí) = / 

Exercícios 1.4 (página 48) 

i. (a) y - 3a + b (c) 

(b) y = 3x + 6 



3. (a) y - mx + 2 
íh) v“-a+2 



5, v = ± 


9 - aqa 



Cortcs com cixo y ro 
prcscnlaii> valo r Eitual 
do iicm scndo depre- 
ciado 



(c) !>a$sapor (-4, 2) 
y = -1 ,.5{.r + 4) + 2 

y = -U + 4) +2 



y = 2(x + 4) + 2 
v = 2 t 5(.f + 4) + 2 

(d) coilc n 0 civo x: x = 1 


11- (a> VI 

































































R4 Cálculo 




Q'k 

0 



1S. 








2L V-Ü + \y-[ 



23. (a) newton-meim (N iit) (b) 20 N-m 


VíD 

0.25 

0.5 

1.0 

1,5 

2.0 

P (N/m-> 

H{) x 1() ? 

40 x I0 1 

20 x IÜ : ' 

13,3 x l0 J 

10 x V? 



27. íü) H: >■ “ I, j - -1 c 2 (b) 1; y = 0. jt - -2 c 3 (c) IV: v = 2 
(d) I1U>'= 0.jf = -2 

29. (a) y — 3 strn (x/2) (b) y = 4 cos Iv (c) y - -5 sen 4.v 
3 ], (a) y = sen [x + (tt/ 2)] (b) y = 3 -f 3 sen (2v/9) 

(c) y = l 4- 2scn[^2 (x - ^ jj 

33. (a) Xtt/2 (b) 2.2 


3 



íc) U4* 


3 



35. (li) 4 = v / a } + 41.0 = arc tg (4 VA L ) 
(c) .v — sent 2m 4- arc ts -*V) 

“ 1-vJ 


► Exercícios 1.5 (página 62) . 

L fa) stm (b) náo (c) sim 
3. (a) sim (b) sim (c) nSo 
5* (a) sini (b) níít? 

7. (a) 

(b) [-2,2], [-8, 8] 



9, 


1t. 

IX 


15. 

17. 

19, 


(d) nao 

(d) sim (c) nao (fj nao 

^ (jr + 6) 

v'í.v i 5), ? 

U J + l)/2 

-V57T 

(5/2)-A'. Jr^t/2 
I/v T 0 < x < 1/2 

a jí -2 pnra v¿ 16 


21. | (3 — x 2 ) para x < 0 23. X {1 + v ' I - 20.v) ]iaiyt x < -4 

25. (a) y = <6.214 x ] 0"V <b) J = y 

(c) quantos mctros em y niilEias 
27. (b) simctm em torno da rcta y =x 29. IÜ 















































































Respostas dos Exercfcios ímpares RS 



41. 

43. 


45, 

47. 

49. 



(a) 0.2 5? 45, erro (b) [\\ £ $en I 



arc coig (.v) 


ainc. cosscc (.í) 



(b) esíc cotg x: tüíioñ x\ 0 < y < n 
arc cossec x: > 1. 0 < [y¡ < jrf2 

51. (a) 55,0- (b) 33.6" (c) 25,3 D 53. <a) 2 U horas (b) 2,9horas 


55. 29" 


► Exercícios 1.6 (págína 74) _ 

1. (ii) -4 (b) 4 (c) \ 3. (a) 2.9690 (b) 0.0341 

5, (a) 4 (l>) -5 (c) 1 (d) y 7, (a) 1,3655 (b> -0,3011 

9. (a) 2r + - + ^ (b) s - 3r - t 

1L (a) 1 + logjL + 4 log(A- - 3) (b) 2 In |.t| + 3 in sen .v — \ \n{x 2 + I ] 
13. 1 agm 15. ] n i^i±i2l 17. 0,01 19* ¿3 21. 4 23* 10" 

COS .V 

25* -¿3/2 27* - Jü! 29. Unl 31,-2 33, Ü.-ln 2 

2 In 5 •’ 



43. ía) itíio 
íb) y 
íc} y=T* 



45, log < 0. cntao 3 log i < 2 log 4 47* 201 dias 

49, (a) 7,4 básico (b) 4.2 síeido (c) 6,4 ácido (d) 5,9 áddo 

51 . (a) 140 dH. ceiuses d;sno (b) 120 dR, causa dan ü 

(c) 80 <IH, náü causn dano (d) 75 dB. nao causa d;sno 

53. ^200 55. (a) sb-5x 10 ,s J (b) ®0,67 


► Exercícios 1.7 (página 82) 


1. U 3. S - 0,32895/ - 430,94, ccjcfidenic = 0,3433 


+ 5 


250 

240 

230 

220 

210jr 

■+ 


< ; I I I I 


#• 


i—l l—l—1—1—1—l L 


t 


]%R I <>y2 19% 2WJ[} 2004 


5. (a) 0,01467+ 3,98; 0,9999 (b) 3,25 atm (c) s¿-272 ü C 

7. (a) R = 0*007237+ 1,55 (b) ^-214 Ü C 

9. (a) S = 0,50179w - 0,00643 (b) ^ 1 6,0 kgf 

11, (a) R = 0,2087/j — 1,0549; 0,84233 3 13* (a) 3b“ + 2¿ + I 

(b) a /í (b) y = x - 1/3 



I r- A rclís dc rcgne5sno lincíir (i^ra o tcrcdro ponlü ao ponto nicdio do 
segmenio de reta venical determinado peíos dois ouiros pontos, 

17. (a) 183.8km/s/Mly (b) 1,492x 10 10 anos (c) aumemar 
19. 7-S49.5+ 143,5 scn í—j - -1 2L í = 0.445 Jd 

L183 2 J 


► Exercicios 1.8 (página 93) 





































































R6 


Cáfculo 




13, x - 5 eós f» y ~-5 son f. 0 ¿ í £ 2t 15. ,v - 2, y- f 
17. x ~ r, y- -I .£ t $, l 

19. (á) í5 



(b) 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

0 

5.5 

8 

4.5 

-8 

-32,5 

y 

1 

1,5 

3 

5,5 

9 

13,5 


(c) r = 0.2>/3 (d) 0 <; < 2 v'2 (c) 2 

21. (a) 3 (b) 


1.71 



16 


-1 


i 

1 


—-- 


-2n 

23. (c) .v = \ + í, y = -2 + (>!. 0 < t < 1 
(d) jc = 2 — j, y = 4 - 6f, 0 < f < 1 

25. (b) i (c) i 27. íü 3 IV (b) II (c) V (d) VI (e) III (0 1 

4 - 

2V. Á medidü tjüc r varia, Lim poiuo sobre a curva move-se em ambos os 
sentidos ao longo de uma paite da parábola y-x\ 



39, (a) jr — 4 cosh f y — 3 scn r (b) x — —1 +4 cos /. y = 2 + 3 r 

41. (a) .v = 40O/2f; y = 40Ov^f - 4,9 r (b) 16.326,53 m 
(c) 65-306+ S 2 m 

43. (a)cEipseseoni ceniro fixado s vartando o eixo de si nsetvia (b) (supondo 
a = 0, b 0> e!i|^ses eoj» centm variando, íixado o eixo de sEineti r ia 
(c) círculos de raio 1 com cendos m reta y = jc— í 

45, 



Capítulo 1. Exercscíos de Revísao (págína 96) 

3. 




5. (a) C = 5x + CÓ4./.V) (b) x > 0 

7. (a) V = (1RO - 2.f)( 150 - jc) x cní* 

(b) 0<.t<90 

(c) 36.4 cm x 113.6 cm x 107.2 cm 



11, 


Jt -4 

-3 

-2 

^l 

0 

1 

2 

3 

4 

/(.v) 

0 

-i 

2 

I 

3 

-2 

-3 

4 

-4 

5<JC) 

3 

2 

3 

-3 

-1 

-4 

4 

-2 

Ü 

(/* i J )Cd 

4 

-3 

„2 

-1 

] 

Ü 

-4 

0 

ifii 

3 

o? °n(x) 

-[ 

-3 

4 

-4 

_2 

3 ‘ 2 

__1-- 

0 

3 


13. 0,-2 15. ]/(2-A^±i,±V2 

17. (a) ímpar (b) par (c) ncnhumadas duas (d) par 

19, (a) circulos de raio 1 centrados na paiábola y = ,r 

(b) parábolas t|iie se abiem para cima com vértices na reta y = .r/2 

(b) l lde janeim (c) [22 



2J. A : (-t-T. I - Vl); B í (ia-, 1 + 73): C í (=^. 1 + vl); 
D : 0*. I - 75) 

27. (a) +l) h ' (b) nOohá 

I 


(c) | InU - I) (d) 

x — I 


(e) 


2 +áresen x 


ff) rg 


V 3.v 3 / 


"> o 

-- - ou X > 


3.TT -- 2 


3t + 2 


29, (a) g (b) g 31. 10^ km 33, I5 a + 2 


35. 



, T 71 3 7T T T 3t 5t 

0 ,, -_,a-.a.y; -j, 5 . T , T 



(b) cm torno tle 10 anos (c) 220 ovélhás 


39. (b) 3,654; 332.105,108 






















































































Respostas dos Exercícios ímpares R7 


i ,yf> 

],92 

1,94 

l/Jti 

13>x 

2,011 

3.4 lóí 

3.4Ó3V 

3.5100 

3.5543 

3.5967 

3,0372 

2,02 

2.1M 

2,1)6 

2.0? 

2.10 


3.6756 

3.711 y 

3,7457 

3.7775 

3.841694 



fbj V = 1,959Ch - 0,2910 1 (c) y = I ,9590a - 0,2808 




45. x = v'2 cos r, v = -yT: sen 0 <! < ÍI 



► Exercícios 2.1 (páginaltO) _ 

1. {») 0 (b) 0 (c) 0 (d) 3 3. (a) -oc (b) -co (c) -oe (d) 1 

5. P¿'Li J it lodu ,t, :i -4 



23. (a) sabtragSo calastrófica quando o intcrvalo x for pcqucno (o tamnnbo 
depende do rccurso compiUacionaE) íc) níio 

25. (a) conipninento do basláo em rcpouso (b) 0, Á medida quc a velo- 
cidadc tendeda h¡/, o compnniciuo do bastSo tende a /ero 


► Exercícios 2.2 (página 121) _ 

I. (a) -ó (b) 13 (c) -8 (d) ió (e) 2 ff) 

(g) O denominador tende ii zero, nias o numerador nao, 

( li) O denoiiiEníUlor tende a /,ero, inas o mimenulor nilo. 


3. 6 


9. 11. -3 


13. | 


15. +.DÜ 


S 1 ? 4 , 

4 í 

17. nÉíocxisie 19. -3C 21. +oo 23. náoexisie 25. +^c 


27. +oo 29. ó 31. (a) 2 (b) 2 (c> 2 33. ía) 3 
35. U) 0 Teorema 2.2,3(a) nüo podc .ser aplicado 

(li) lim (¿-r ¡ = lím [ -—— ) = —1£' 37, i 

wii+Vjt a j2 / ,-ii+\ ,t“ } J 

39 . O Ei11titc ii esquCixla c/ou y t.tii*cila pudc scr ±oc:On 0 linnle pode cxisiir 
c ser igual a qualqtier núrncro rcal predctermifiado. 

► Exercícios 2*3(página 131} __ 

L (a) -oo (b) +oo 3* (a) 0 (li) 

5* (a) -12 (b) 2 J (c) -15 (d) 25 (c> 2 (1) J (g)ü 

(b) nño cxistc 

-#S 


7. -oc 9. +oc il. 3 13. 0 15. 0 17. 

21. I/v6 23. ^/5 25. ~oo 27. -i 


19 . v /5 


29. lim rt(í)=+3&; lim é{t) = c 31. (a) +dc:- (l>> “5 33. 0 

p -* +* p -> tw 

35. d/2 37. Hm p(.v) = (-iroo e iim />(.0 = +oc¡ 

Jt '-!■ i- Ot X * -J- 

39. Para m > u, os limiics sao atnbos /ero; para /n = n t os límitcs sao ignais 
ao coeficienic donfinaittó de p\ ¡>¿ira n > os timitcs süo 





0 

se 

tn > n 


4L 

lim ^ + 

_ ^ 

-3 

se 

m — n 

- w lor ímpar 


.r -5c ] _ f** 


+x 

se 

m < n é /) 




—K 

se 

< jj e j¿ 

- m far par 

43. 

+7C' 45. +0C' 

47. 1 

49. 1 

51. -oc 

53. —oo 55. 


57. +oc 


59. 



(b) r = 190 

(c) É ú vel oc idac te tci' n j i nal 
ílo pda'a-qiiedisla. 


ÓL 

75, 


Sao igaais a L 63. e Ó5. c 67, I ie 69, +oo 71. e 73, 1 /e 
i 77. <■“* 79. ,v + 2 81. 3- 83. sen.v 


► Exercícios 2.4 (página 140) _ 

1. (a) |.c| <0.1 (b> |r-3|< 0,0025 

3, U) 4 = 3,8025, .v s = 4.2025 
5, Ó = 0,0442 
2,2 



(c) |.v - 4| <0,000125 
(b) 5 = 0J975 
7. 6 = 0.13 
9. 5 = 0,05 
11. 6 = 0,05 


J u 


13. 

17. 

19. 

27. 

31. 

35. 

37. 

41. 

43. 

51. 


Ó = ÍCOOÍ “ 2 Stí 8.332986 ^ 10" 5 15. 5 = L/5Ü5 ^ 0,0001.98 

(a> lim.v_4 yí-v) = 3 (b) 6 = 0,0001 

6 = 1/5200 bí 0,0001923 2L 6 = 4« 23. 6 = e/2 25. 6 = € 

(h) 65 (c) í/ 65; 65; 65; «/65 29. 6 = min (!, ¿ e ) 

S - min( I. t/( 1 + € )) 33. 6 = 2« 

00 y"To (b) 99 (c) -10 (d) -10) 

w ~I¥ : i¥ m í¥ m ¥W 39 - 10 

999 

í 


-202 45* -57,5 47. - 


■v^ 


5 i ¡ 

I 


N-{ 1+2/€) 2 53. k| <(b) (t - 11 < um 
íc) t.v - 3| < (d) M<j¡j 

55* 6= ÍA/M 57* 6= 1/3/ 59* 6= I J 61. 6 = « 





























































FS8 Cálculo 


63. ñ = <r 65 + & = € 67 + (a) á = -1 /M <b> 8 = } iM 
69. (a) N - M - \ (b) N = V/ — I 71 . 8 = min (2. ^) 

73, ía.l 0,4ampcr Cbi aproximadamcníc dc 039474 a 0.40541 
ítmpér (c) íle 3/(7.5 + 8) a 3/(7,5 - 5) (d) 8 ^ 0.01870 
(e) a corrente tende a +oc’. 


► Exercícíos 2.5 (página 152) ___ 

1. (a) iiSo-Ciuuímiu, r = 2 (b) nüo-coíKínua, x — 2 

(c) nao-coiKfmja, x = 2 (d) contfnua (c) contínua (f) contuiua 

X 00 ríío-eontímiu, r v - I; 3 (b) contínua 

(c) nio-contfmjii, x =1 (d) contfiiua 

(c) nSo-contínua» jc = 3 (D conlmua 

5. (a) 3 (b)3 
7. (a) 



(c) *v 




(b> UmsegundopoíJe 

cuíiar I tlólar 


II, neTthum 13. nersEuon 15 + -1/2,0 I7 + -1,0, I I9 + nenhum 

21, nenhum 23, (a) k-5 (b) ¿“4 25, k- 4, nt = 5/3 




29. (a) v = 0, nüo-rcniovívd (b) jt =-3, removívcl 
(c) r t = 2, removíve];.f = -2, nao-rcmovívd 

31. (a) .v= j¡ t3o-rcmovível; 
enir = -X removível 
(b) (Zv- IXx+3) 



35, (a) j(x") = k para x s t\ f(c) = 0: ,cú) = / para x s- t\ jj(e) = U. Sc k= - L 
cntao/+,5? é eontínua; caso contríirio, nao. 

tb) f(x) = k para x s- c, f(c) = I; g(x) = I s- 0 para x s- c, g (t') = 1. Se 
ki = t, enlao fg c contínuíi; caso eontrúrio, nfio. 


39 + fix) = I píu a 0 ¿ x < I. /(.ví = -1 p;u ¡I I < x £ 2 
45 + .v = -1,25: * = 0.75 47, v = -1.605,.r- 1.375 
49 + ,v = 2,24 SL x = 4.847 cm 


► Exercícios 2.6 (página 160} __ 

l + neahum 3, x — utí. n — 0, ± I, ±2,.., 

5 + x = u jr, n — 0, ± I , ±2.,. . 

7 + 2n7i + (jt/6 ), 2n n + ( 5tt/6). n = 0, ± 1, 2±..,. 

9 + | -I, IJ U. (Ü. 3)c(3.+x) 13. (- 00 ,-I)e [I, +oo) 

15 + (á) sen x. x' + 7x + I (b) |.r|. sen x (c) x\ cos x, x +1 

(d) yfx, 3 + x. -scn x. 2x (e) senx, senx (f) x' - 2.v’ + l, cos x 


17 + 

XX 

45 + 

51 + 

63, 

ío + 


1 19, -jr/6 21. 3 23 + +oc 25 + \ 27, 0 29. Ü 31. \ 

2 35. naoemtc 37, 0 39, aib 41, (b)1/IÜ 43, (b)-1 

lim í ->i> sen(l/x) nfSocxisie 47, jt=l 49. (a) I (b)G (c) I 
-jt 53 + -v/2 55. 1 57 + 5 59 + 3 61, Ü 


-[\] < xcos(5U:t/x) < [x\ 

]im f (x) — I 

,K -><> 

pelo Tccrema do Coní'ronto. 



] I scr x 

67, e(x) = —, h(x) — —; Eim -= 0 pclo Teorema dt> Confi'onto. 

x x X-Í-+» x 

71.. (a) 0.17365 (b) 0,17453 73. (a) 0,08749 (li) 0,08727 



► Capítulo 2. Exercícios de Revisáo (página 162) _ 

1. (a) i (b) níocxistc <c) náocxisLc (d) i (c) 3 (f) 0 
(g) 0 (h) 2 (i> t 
Í. (a) 0.405 5. 1 i. -3/2 9. 32/3 

11. (a) y = 0 (b) naocxixte (c) y = 2 13. I 15. 7-A 17. 0 

19 + Éf _í 21 + S2Ü0 3.60; $2009,66; S2Q13.62; $2013,75 
23. (a) Unicxemploc2x/(x- 3), 

25. (a) = 5 (b) B = 0,0045 

27. (a) 5 = 0,0025 (b> o = 0,0025 (c> d= 1/9000 
(Algnni vuly] L cs maiorcs tambím furicsonain.) 

3!. (a) -í. ! (b) ncnbuini (c) -3,0 33, n5ü; n3o-eontfnua emx =2 

35. Cousidcic _flx) - x para x ^ ()._/(()) = 1 h a - -I, b - I + k - 0. 

► Exercícios 3.1 (págtrta 176)_ 

1 + (a) 4 m/s 3. (a) 33 m/s (b) 55 m/s 

5- (a) í c , (b) 0 (c) auniciUamlo a vdociiktdc 
(d) diniimiiiulo a velocidúdc 
7 + rcia com indina^áo igual á vdocidadc 

































Respostas dos Exercfcios ímpares RG 


9. (a) 2 

(b) 0 

(c) 4r 0 


H. <a)-i 



(b)-i 



13, (a) 2+v* (b) -2 15. (a) 1/(2/^) (b) \ 

1?. (a) 72^ F eiti icrno cia* E6 horas e 30 mínutos (b) 4* hYh 
(c) -T F/h em lottiú das 2 E horás. 

19. (a) primciroano 

(b) 6cm/ano 

(c) 1Ü cm/a no cerca cte 14 íijios 



21. (a) 64 00 v"Tq m (b) 160 v l0 m/s (o) | Í/ 4 QOO m& 
(d) 480 v /To in/s 

23. (a) 720cm/mín (b) I92cm/min 


Exercicios 3.2 (página 187) 

1. 2; 0; -2; -I 
3* (b) 3 (c) 3 


13. 


] 


2/7 + 7 ■ 



19. -1/(2^) 21. 8/+1 23. (iil D (b) F (c) B Id) C 


(*) A (I) F 


25+ (a) 


+. v 




27. (a) , V T 1 (b) SB 31, v - -2r + 1 

29+ -2 5 



33. (b) 


/í 

0,5 

0,1 

0.01 

0,00 1 

0.0001 

0,00001 

[/{!+/.)-/(!)]//! 

1,6569 

l ,4355 

1,391 J 

i,3B68 

l,3S63 

1,3863 


35. (a) dólünes pür m (b) o pie^o por 111 iidiciúnal (c) posisivo 
íd.) 51000 

37. (a) F ís 2(X) Ib, dFtdü fa 50 lb/¿ad (b) fi-~ 0,025 
39. (a) 7« II5 D K dTfdt #s -3.35T7min (b> k = -0+084 


► Exercícios 3.3 (página 196) _ 

1. 28/ 3. 24v 7 + 2 5. 0 7. -^(7./ + 2) 

9. -3.v" J - 7 .í "® 1 í. 24T + (l/ Jx) 13.1 Zc(3/ + 1) 

15, 3íj/ + 26.v + c 17+7 19, 2í-l 21. 15 23, -8 25.0 


27. 


37. 

39. 



47. 

49. 

51. 

53. 

57. 

59. 


0 29. yit 31. 3 irr 33. (a) 4 itr (b) lOO.T 35- y = 5.v + 17 
(a) 42v- 30 (b) 24 (c) 2// (d) 70ü/- 96v 


(a) -2iaT+(HV tb) 4.r (c) (w 


y = 3.7 - +t ■" 2 61+ sim, 3 

t = 1 

(2 -0 TV3)+ (2- V3> -6 + 4 V T) 





-2r 

2CjWjAÍ 


/ r (,v) > 0 para todo x >- 0 



63, nüo-difcmiiciáYdt r in.v= 1 65, (a) x= l (b) v = + 2 67, (b)sim 
69. (a) n(n — 1) (n — 2) *-<■ 1 (b) 0 (c) ü/f(n — I) (/1 — 2) -- I 
75, -12/(2v+ l) ;i 77+ -2/(.v+ IT 


► Exercícios 3.4 (página 203) _ 

1. 4r+ I 3.4/ 5. I ar - |v + 12 
7. -15^-14^+4^+321^ 9. 3..T 11+ _j 13+ ^ 

15. -29 17. 0 19. (a) -f (b) 

21. (a) 10 (b) 19 (c) 9 (d) -1 23. -2 ±/3 25+ nenhum 
27. -2 31. T%v) = x /'Tv) + 2 /tv) 

35. (a) 2( I + J rl ) (T + 7) + (Iv + 1 ) {-T) (x -5 + 7.) + 

{2v +l)(l+ .v 1 ) ("3T) (b) 3(7/ + 2) (/ + 2.v- 3/ 

37. /U) = /H7f,v)r l Cv) VI /'(x) 


► Exercícios 3,5 (página 207) 


1 . -4 sen x + 2 cos x 3+ 4.r scn v - R.v eos x 

5. (1 + 5 scn x: - 5 cos x)/(5 + sen x) 2 7. sec x tg x - /2 see~ x 


9. “4 cossec x cutg x + cossec ’ x 11 - sec x + see x ig x 13+ — 


15. 0 17. 


1 


(1 -Kvtg*)- 


19. -v cüs x - 2 scn x 


cossec x 
I + cosseo x 


21. - -v scn x + 5 cos x 2 3. -4 sen x eos: x 

25. (a) y = x (b) y = 2x - (jt/2 ) + I (c) y = 2_v + (jt/2) - t 

29. (a) x = ±jt/2 h +3t/2 (1>) a = -3t/2, tt/2 

(c) nüo liá reia langente hori/onial (d) x = ± 2jt+ ±jt, 0 


















































R1Q Cálculo 


31. 0.0&7 m/graif 33. l,75iti/grau 35, (a) -ccs a (b) coax 
37. 3; 7; 11;... 

3v. (a) tüdos x (b I todos j (c) x (jt/2 ) + m jt, h *= 0, ± I, ±2.... 

(d) .t 5 * u 7i. t¡ = ±I. ±2, ... í'c) x 3= (tt/2) + « t r, n = Ü, ± I, ±2, 

(f) x í? 7T. n = 0, ± I, ±2,... (g) x (2u + \ ) 7t. n = 0, ±.L±2 t .. 
(h) x ^ n 7ii 2 t n = 0, ±1, ±2,... (í) lodos x 


> Exeicícios 3,6 (página 214) _ 

I. 6 J. (a) ( 2 .v- 3 ) s , 10 ( 2 .v- 3 ) J (b) lr - 3 . 10 ./ 
5 . (a) -7 (b) -& 7 . 37 (x+lv)*W + 2 ) 


<í. 



24(1 -3.0 

av 3 -2*+ n 4 


13. - - — 15. — cús ( -L 17. -20 co/ .t stín _r 

4 V /IV4TVí í- v U‘v/ 


1 ít. _ _L tos( 3 -Jx) scn ( Vjt ) - 1 ■ 2 &X *' í-O l Ú : ) 

VV 

5s04{5,t> 

23 . - —_—_ 

2Vw$(>() 

25 . -3 [x + cosscc(rV' + 3)J 4 L J - 3,v 2 cosscc(.v’ + 3) col g(.v H + 3)j 
27. 1 Ü.y 1 scn 5x COs 5x + 3,v'scn" 5,v 



JL scíi (cos x) scn .v 33. -6 cos z (scn 2.v) scn (sen 2v) cos 2.r 


35. 

37. 

41. 

43 . 

5J. 

55. 

S9' 


35<5.v + 8/(1 - V'O* -i <5 j + 8) ? ( 1 - Jxf 

'Jx 

33(v - 5) 2 ltJ 2(2v + 3) 2 (52x 2 + 96x + 2) 

( 2 .v+ í ) 4 ~ ( 4 _v 2 - \ f 

5 [v scti 2 v + tg' l ú ,, ')J' [Ix cos 2 v + scji 2 v + 2 &/ tg'í.v') scc J (.v 7 )j 

>'--V 45 . ys -1 47 . _ v = S V U- - 8 jf 49 . y = |i- - | 

“2 5 .v cos( 5 v) - 10 scn ( 5 .v) - 2 cüs( 2 .v) 53 . 4 ( 1 - x) 

3 C0[g7/ COSSCCV/ 57. jt (¿F - tf) scn 27rfl) 



61 . (c) / - l/r (d) mnpütudc = 0.6 cnv 2 ¡v /15 ségundos por osctía- 
<¡5ü, / - 1 5f(tit) oscila<;tfe£ por segundo 

63, ¿V6 65. (u) ¡0 Ib/pol 5 ; -2 Ib/polVmillui (b) -0,6 IWpotVs 

ÍCOSA. 0 < X c JT 
\ - COS.V. JT < X < 0 

69 , (a) — - 4 ,’üs — + scn- í b) nao cxistc limitc quaiido _v tende a U 
x x x 

71, (a) 2E (l.i) -36 73. |/2r 75, 79. /%ih{xm^(h(x))h\x) 


► Exercícios 3,7 (página 221) 

J. (a) 6 (b) 3 . (a) -2 (b) 6^5 

5 , (b)/i=.v : (c) — = 2 a— (d) 12 cntVftiin 

í/r di 

7 . (a) — = t ( r 1 — + 2 r/í™ \ (b) - 20 ,t cnrVs. dccrcsccndo 

di \ f/í dt / 

9 , (a) — — {x— —- y — \ (b)¡ — -4 nid/s; decresccndü 

dt x 2 \ dt " di j 


^cm 2 / mín LL —!= km/h 15. 4S60ir cmVniin 17 . { ni/s 
15 yfñ 1 

125 

19, 3L 704 pds/s 

23, (a) 500 mi. 1716 mi (b) 1354 mí; 27,7 nii/min 

25. —— rn/nún 27. I 25 tz pcs7min 29 + 250iuilhas/h 31. 

20 ,t 

33. ~km/s 35, 600V7km/h 

37, (a) y unidadcs pürsegundo (b) desccndo 
39, -4 iinidades pürscgundo 


36s/69 

25 


pCs/tntn 


41. x ' = +, 


, 5 + V33 T'ft 

--— 43. 4,5 ctn/s; afastado 47. _ cm / s 

2 9ji 


► Exercícios 3.8 (página 229) _ 

1. (a) f(x) fz I + 3(.v- I ) (b) f(\ + Av) 1 + 3 Av (c) 1 ,06 
3. (a) I + ;.r, 0,95; 1,05 13. \x\ < L692 



15. W< 0,3158 17. <a> 0.0174533 (b) x 0 -45 & (c) 0,694765 
19. S3J6 21. S.0625 23. 8,9944 25 + 0.1 27, 0.8673 
29. (a) 4,5 31, (a) 0,5; ! 




33« 3.v : dx+ 3 x 2 Ax + 3_v( AxY + (Ax? 35. (lv - 2) dx. 2x Ax + (Ar) : - 2 Av 
37. (a) (1 Zv J - 1 4 jv) dx (b) (-v sen .t + Cüs x) dx 

39. (a) 2 ~ lv Jv (b) -[7(1 +.v)“ IH f/.v 41,0.0225 43.0,0048 

2*fT^ 

45, (a) ±2m ] (b) lado: +I9&; área: +2% 

47, (a) opüsio: ±(U5I cm; adjaccnlc: ± 0,087 cni 

(b) oposto; ±3,0%; udjuecnte: ± 3,0%.- 

49. ±\()% 51. ±0,017 em' 53. ±6% 55. ± 0,5%> 57. I5 jt/2cíiv 

59, Iü) a = 1,5 x 10 7"C (b) 180.1 cin decümprimento 

► Capítulo 3. Exercícios de Revisáo (página 232) _ 

3. (a) 2v (b) 4 5. 58 t 75 pdsA 7. (a) 13 km/h (b) 7 km/h 
9, (a) -2/V9 - 4.v (b) ]Vú + 1) ; 

11. (a) .V--2.-L 1,3 (b) <-oo, -2), (-U )• Ci +oo) 

(c) <-2,-1 ),< 1,3) (d) 4 

13, (a) 78 niilhües do pcssous por áno (b) 1,3% ao :ino 
15. (a) .v'cos x + 2v scn x (c) 4.v cos .v + (2 - v : ) scji x 

í7. (a) (6.V 7 + 8Lr— 17)/(3 jc + 2) : (c) í 18/(3.v + 2 f 

19. (a) 2000//min (h) 2500f/min 21. U) 3,6 (b) -0.777778 

23, /(!) = 0, / r ( I) = 6 25 + > = -16,v. v =¡ -1 45 a/4 

29. (a) S.v" - —— - i5.v’ 4 (b) (2v + I) Lai (lOJftv' + IOx - 1414) 

2^/7 

(c) & l)0,±x 1 n <d) -3(3,c + ])-(3.v + 2)/ r v 7 

2 J3x + 1 

31. x — 7 T 2. -1 33, y - ±2v 

2 2 




















































Respostas dos Exercícios ímpares R11 


35, x = iitt± (tt/4). h sa (J. ±i. ±2,... 37. v =• -3x + 0 + 9tt/ 4) 
39. (a) 40^3 (!:■> 75ÜO 41. 500 ,t nr/niin 

43, (a) -0,5: l;0,5 (b) jt/4, I.jt/2 (c) 3,—1,0 
45. (a) enuv 139.48 me 144,55 m (b) l#|<0 t 9G* 

Exercícios 4,1 (página241) __ 


1-1/3 


2 2 r. + n 

1. 3^-51--« 3. “(732)2 [jZ2\ 

[ 5 [ sen (:V x) p ' 1 (3 /x) 


5* - x 2 ( 5 x 2 + I) ^ 


+ 9) 7, 


2x 2 


‘>. (a) ( 6 r-y-l)ft (h> 4 .(- 2 íí : 1Í. _i 13. 1 2xy íy '’ 


_ «a/i 

¡5. > 17. 


1 2 r \y- eo$U 2 ,y 2 ) 


v 


x 2 + 9xy- 


x 


3/2 


2 .i-y cos(..i-y 2 ) 


j ty I - 3y- tg^(.vy - + j y)MiC“(.vy“ -I- y) 
3(2xv + 1) tg“Uy 2 + y) see 2 (.vy 2 + y) 


8 


9v 


2 t ^ 

X 2 


25, 


sen v 


-í—r 27, -1/73, 1/73 29, -15***-0,1312 
(. 1 + cos y)- 


9 ~ 2t* + 3a ¿ hrX 


31. - — 33, 

Í3 2ti*-6at 


37, 


35. 


j 



39. 



(C). t = ± ^ 

41. pontos ( 2 , 2 ). (- 2 , - 2 ); y r = - f em amlws 


47. y = (V3/3)x,y = 

2 v’ ; + 3 / 2 v 

sl. 



jí 


(6f> - + t') eos/ 
5Í — l I 

****> J ti ^ 


(c) 272/3 


► Exercícios 4.2 (página 247) 


h Ux 3. i/(i +4 5, 2v/(r- i) 7, 


11 , 


í 


13. í + ín x 15, 2v 


j — .V" 

A-1 i +7 f ) 

- 2Jr) - 


9. 2/ r v 


(In2)(3 — 2 x) 


2 a y! n v 

17. rJ'jJJJlÍELÜ_JjJ.'.J 19. f/ú Irt ,v) 21. 2 cossec lr 

(I + log x) 2 

1 3 8 v 

23, — — sen(ln x) 25, 2cotg.v7(!n 10) 27. —— + n ' 
x x — i x 1 + ] 


29. -lgx + 
33. 


3.v 


31. .vvl + .v 2 


4 - 3x 2 
(^- 8)^+1 


I ?r 

.v 3( 3 + x~ 


+1 


x b - Ix + 5 


2 .v 


+ 


3x 


,2 


ÓV 


.5 


35, <?.v' ! 37. (a) 


3(,v 2 — 8 ) ' 2(x* + I) x ft — 7x + 5 
9n 2 


-_ (b) - , 

jr(Inx) 2 x(Ih.v)-- 


39, y = ex- 2 41, y = -xfe 43, y-.v/í 45, / 1 ( 1 +}- h? 
49. /lv) = ln(x+ I) 51, (a) 1/7 (Ií) 1 


Exercíctos 4,3 (página 254) 


7. 

15. 


I. íb) 1/9 3, - 2 /,v L 5, (a) nño (b) (c) sim (d) sim 

1 „ 1 


! 5y 2 + 1 
4 

(>V +í -..)2 


9. 


11. 7j 13. yjCv + 3) 


10/ + 3y : 

17, (.vseo ,v + tg x) 7 ^ 1 19, (I - '"V' 


21. A ' 1 23. t ln 2 25. -r^“(lií n) COS V 


r 1 - .v 


27. u’-M' 


fnjr 


3.v 2 — 2 I ~ 

-r-- ln r v 4—InU — 2x) 

x* — 2x x 


29. (b.v) 
35. 

41. 




le.v > 

“- + (sec” jc) liuln .v) 

x ln x 


r*-i 


31. cx 33, 3/7l - 9.V‘ 


| j: | v'rí 2 — I 


37. 3x7(1+/) 39, 


sec 2 x 
lg 2 .v 


— - cossec' x 




+ e arc sec x 43. 0 45. 0 47, 


v 


I 


277(1 +. v) 


51. J-J ' JUiMl' J- 53, (b) I - (73/3) 

(í +y 2 )ey - x 

55. (b) y = ( 8 Bx- B9V7 57, ííi) lc e kx (b) (-l)Tc tx 


59. 


'KT) 


65, r = I, K = 12 


67. In 10 f¡9. 92?r 71. 75/2 

Exercíctos 4.4 (página 263) 

l. (n) § (l>) § 

3. (b) r f U) =: -2(x + I), ?;(x) - -3(x + I) (c) Éiniice = 2/3 
5. I 7. 1 9. “I 11. 0 13, -eo 15. 0 17. 2 19. Ü 
21. « 23. — | 25, c ■ 27.7 29. 31-0 33, | 

35. +x; 39, (b) 2 

41. 0 03 43. 25 



+ 1000 



45. n3o Ikí asisinfolíi hoiT/.oritñl 47. y= I 
0 1.02 




tÜÜOÜ 


49. (a) 0 (b) (c) 0 (d) -oc (e) +óo (F) —x; 51. 1 

53. ntiücxistc 55, Vt/L 59, (b) Ambüs Ihnitcs Sao iguíiis a 0. 
61. nSoexísLe 

► Capítülo 4. Exercicios de Revisáo (página 265) _ 


1 . ^(óx- 5 )-^ 3. 


9 


2 b 


i^il 

x + 2 J 


]¡2 


2 -3r--v S v 2 

5. (a) r_ __ (i,)- -_2jf 7. -- 

v x* x* 


y scc(xy) lg(xy) 


ÍL - 


21 


I - x scc(xy) tg ixy ) 16/ 


13. 2/(2 - rr) 17.(75/3, 72/3) 


19. 

1 2 

1 

3 

4 

x + 1 x + 2 

x + 3 

x +4 

25. 

1 27 

3 

-i- 

2x 2 


(ln 30)x En r 

'2x 

1 +x J 

33. 

2 , 35. 

íV <r ‘> 

^ln x + 


7T( 1 +4X 2 ) 



21 . 


23. 


v 


3a(1iiv + I ) 2 / 3 


37. 


|2x + I |v x 2 + x 




































































































R12 


Cálculo 


39, 

41. 



(d) A inclína^áo deve ser 
/Ció cinrc 1 c í j , 

(e) .i'= 2 


43. í* ? 45. f' 1 47. N&>;porexcmplo*jfr} = jr". #. (l/3,e) 

5S. (a) 100 (b) A popula^áo tcndc a 19. 

]{X) (e) A /íuca íende a zero, 



0 



57. +oe, +oj: e: +oo, — j v: náo é; kw, +oj; nao é; -oj. -oo: é. 
59, -koo 6 i, 1/9 


► Exercícios 5.1 (página 275)__ 

1 . (a) /' > 0 . /" > 0 (b) f > Ü, /" < 0 






3, A: <íyfdx < 0, d y/íix' > 0 B: dykfx > 0, d'ykix' < 0 
C: dyldx < ü, d 2 \idx < Ü >. x = —1,0. I, 2 


7. (a) [4,6] (b) (1,41,16,7] (c) (I, 2),(3,5) (d) (2. 3).(5. 7) 
ic) x = 2. 3, 5 

9. (a) [1.3] fh) <-*>, t], [3, +oq) (c) (-x, 2), (4, +oo) (rf) (2,4) 
(e) J=2,4 

U. (a) [3/2.+rxrf (b) (-oo, 3/2] (c) (-oo.+ot;) (d) nñohá (e) nüo há 
13. (a) (—oOt+oo) (1>) nuohá (c) (-1/2, -kxj) (d) (—íxj + -1/2) (Cl -1/2 
15. (a) [l.+eo) (b) (-oü, 1} (c) (-oo. G). (|. +oo) (d) (0. 3) (c) Ü. i 

v 3 3 


n - (a) 


3 - V5 3 + ^/5 


(b> 


3 - v ; 3 


3 + ^5 




(0 0. 


4 - v'6 \ / 4 + Vfi 


2 


2 


.+- 4 ] (d)í-K. Ü). 


f 4 - v ,,, A 4 + v 1 © 


(c) ÍK 


4± Jé 


19. (a) [- 1 / 2 . + 00 ) (b) (-oo,H/ 2 ) (c) (- 2 , 1 ) 

(d) (-oo t -2) T (l,+eg) (c)-2J 

2L (a) [-U0J, [L+eo) (b) (-^,-lj, [ 0 , Ij (c) (- 00 * ()}> (0 + 00 ) 
(d) iiao h;í (e) nao há 


23. (a) (-oü.OJ |b) [0 ,+oü) (c) (- 00 ,-1), (1, + 00 ) 

(d) (-U) (c)-IJ 

25. (a) [0,+ou) (b) (-ou, Oj (c) (-2,2) 

(d) (- 00 , -2), (2. +«U (e) -2.2 

' [ 4 -Jl ! 1 + V7 


27. (a) [0, + 00 ) (b) (- 00 ,- 1 ] (c) 


¡ l 4 v 7 


(d) 


■K. ^ 


' V 


1 + Jl 

~Y~ 



1 + /? 


3 


. +K 


(e) ± 


/1+77 


V 


29. crescente: [-?r/4, 3 jt/4]; decnescente: [-t, -.t/4[3t/4, t|; cóncava para 
cima: (,-3 t/4. t/ 4); cñncava p;n;t baíxo: (-t, -3.t/4). (t/4. tj: poitlos de 
infkxaor -3t/4. t/4 

31. crescente: nao híi; decrescente; (-t s t); cóncava |?artt cima: (— t> 0); 
concnvti pnra baixo: (0. t); pomo de mílexao: 0 

33. crescenle: [—tt, -3t/4], [-t/4, >t/4], [3t/4, t|; decrescente: [-3 t/4, -t/4J, 
|t/4. 3t/ 4|; cóitcava pat a cijna; (-t/2, ü). (t/2. t); cóncava pnr;t baixo: 
(—t. -t/ 2). íd t/ 2); ponlos deinflexáo: 0. ±t/2 




( b) E 

# lira Jú) = 0 

.T —> + Y, 

39 + ponto dc i n ílcxáo ci 11 x = u 
se n for ímpar c > 3. 


2.5 


47. 




pontos rfc inflcxáocm.v = -2: 2 
eóncava pai a dniacirt [-5, -2j;[2,51 
cóncava parn baixo cui [-2, 2] 
cresccntc cm [-3,5829; 0,2513] 
e [3,3316; 5] 

dccresecrite em [-5: -3,5829 J, 
[0,2513; 3,3316] 


49. -2,464202; 0,662597; 2,701605 53, (a) verdadeira (b) falsa 

57. (c) pontodo inllexán: (K 0); cóncava para cima: (E. +-v); cóncava para 
baixo: í-í>j. I) 


















































































Respostas dos Exercícios ímpares R13 


67. (a) 


LAk 


0 + A) 2 

1 


69. o oitavo (I ta 
1000 


íc) - !n A 
k 



Exercicios 5.2 (pagina 287) 




5. (b) nada (ei / leni um míniino mlaiivo cm x- U 

i; n3o tcm exii'cmo rel üt i vo oni x~ I. 

7 ■ Crííicos; ü. ±^/2 : estacion nrios: 0, ± s/2 

9. CriEicos: -3 e I: esiacLoiiários: 3 e 1 11. Críttcos: 0. ±5: estacionárto: 0 

13. Críticos; ;lt/ 2 pítrá cada inioiro u: esiadonáríos: utt + xr/2 para eada 
intdro n 

15. (a) rnio hií (li) x- 1 (e) níío h¡1 17. (a) 2 (b) 0 (c) 1,3 

19, 0 (nonhum dos tlois); í/5 (mínÍTiio) 2L -2 (mínimo), 2/3 (niáximo) 
23. Ü(mínitno) 25. -I (míninio), I ( niáximo) 

27. máximo relativoem (4/3,19/3) 

29 ■ máxi mo relati vo e m (t/4 . 1); niín L mo re lari vo cm i 3,t/4. -1) 

3 L máximo rdatiroem (\, I): rnínimos rdativos cm (0,0), (2,0) 

33. máx i mo rclat ¡ vo c m (-1. €)): mín i mo relat i vo c m (-3/5. - J 08/3125) 

35► máxinio rdativo cmf-1. I); mínimo relal ivo cm (Ü, Ü) 

37. scm extremos rdativus 39. niínimo rdattvo crn fO. In 2) 

41, mínimo relativo em (-ln 2. -1/4) 

43. máxímo rdativo em (3/2, 9/4): mfninios iclativos em (0. Ü) e (3.0) 

45. coites com os cixos: (0, —4). (-1. Ü) t (4.0) 
ponios estacionái'ios: (3/2, -25/4) (niínimo) 
pontos de indexáo: nenluun 



47. cortcs com os cixos: (0. 5). 

oj.(5.0) 

pnrrios estacionários: (-2, 49) 
(máximo), (3, -76) (mínimo) 
ponio íic inflcxáo: (S /2. —27/2) 



49, eortcs com os eixos: (—1,0), (0.0). (2.0) . { ^ H + ^ , 

1 j / 



53. cortes com os cixos: (-1.0)* (0.0), (1.0) 

pontos estacionárí os: (— S, 0) (niáxi mo)* 

1 16 \ „ . , ( 

-- Wmíraino), 

y? 25v/?^ 

^ \ (máximo), (1,0) (mínimo) 
2575/ 


(- 

( 


pontos de inílexao: ( y' ^ ^ 4 j. 


'3 





55. (ál 


i 

L V 

6 

n J 


/ 


/ X 

. . X i ^ 

- 2 /" 


/ “6 

■ 




57, min. rdati vo Ü cm x - nf 2: t: 3,t/ 2: 
max. rdativo 1 em x- t/4; 

3tt/4: 5t/4: 7ít/4 



2n 




































































R14 


Cálculo 



61. mí n. rdat i vo - i ie em x = lln 


2.5 



6JS + min. nelíitívo 0 era .t = ü 
max, rolativo l/n? - eiti .v = 3 


0.34 



65 . mí n. rdatívo em x = -3,58; 3 33 
max. reiativoem x = 035 
150 



67. máximo rclativo em .v -0372: minimo rclalivo cm x & -0324. 

6*K maxinio relatívo era x = 0; míninio relativo em x sy ±0,0 3 8. 

71. (a) 54 (b) 9 

73. (ü) (“23:4), (2; I3) s (43;3) 

{Eí} pontos. crj'ticos em x = -5.1 ;V2; 03; 2; 

mínímo locaí era.r = -5 V I c 2; tnáxímo local cm.r=-2; 


sem extremos em x = Ü3;/ r ( 1) rí -1.2. 
75. ü = “2./í=3.í- = í/ = 0 





► Exercícios 5.3 (página 299) 

I . ponios esi aei onári os: n üo 3iá; 
pontos ílc ijillexño: náo há: 
assíntotas: r v - 4, y = -2; 
crtizamento tle assíntota: náo liá. 



3, pontos estaeioníinos; nao há. 
ponto tlc inflejíüo: (0.0); 
assirttoias; x- = ±2, y - 0; 
ci üzamento de assíntota: (Ü, ü). 



>. ponio cstEicionário; (0,0); 
ponto dc inflcxño: ^±-^= L 

assfntotíis; y~ I; 
cruzamcnto t!c assintota: náo há. 



!>. ponto estacionirio: (4, 11/4); 
ponto tie ínflexño: (6,25/9); 


7. ponto csuicionárió: (ü, — I); 
pontos de inllcxao: (Ü, -I). 



assintotas: v - 1 1 v - 1: 
ci uzamcnto dc sissímota: nao há. 



IL. ponto estaciojiário: (- 3 /3, 0}: 
ponlo de iiillexño: {-I. I); 


assintotas: x = 0. y = 3; 
cruzamejito dc assíntota: (2.3). 



assfnlotüs: v = 3 1 v = 9: 
eruzamento de assíntota: (1/3, 9). 



í 3. pontos estacio náHos; nao I ul; 
pontos dc inflcxílo; nao há; 
assfntoias: x - \, v - -l ; 











































































Respostas dos Exercícíos ímpares R15 


19. ponto cstacionário: ^ jo_ ^ 3 -?/2 

portto do inñexlo: (L 0); 
assfiuotas: x = 0, v = a"; 
cmzaincnto de assíntota: nño 3iá. 



2 1. pontos estacionários: (-4, -27/2K (2* 0); 

p-onio dc inflexáo: (2* 0); , , t 

assíntotas: .v - 0 h y = x - 6; 
cruzamento de assintota: (2/3 t -16/2). 


23. ponlos estaci onários: (-3. 23)» ( 0 . - 4); (-3 . 23 } 


pomos íle infleKáo: ( 0 , “ 4 ); 
assfntotas: x~-2, y - .r : - 2.r; 
cruzaiiKínio de assíniota: nao há. 



25* (a) VI (b> í (c) IIE (d) V (e) IV (t) II 


27. pontos crfticos: (±I/2, 0): 
ponlos dc inl]exrio: nfto híL 


39* pontos oríticos: (-1. I). (0. 0); 
ponlos de inflcxüo: nño há. 




31. pontos crílicos: (0. 0). (I, 3}: pontode inñcxüo: (—2. — 6-y^), Como é 
diftctl ver Itxlas us características importantes em um tinico grüfico, mos 




33* pontos críticos: (0 n 4), (1, 3): 
pontos de inñcxao: (Ü. 4). (B, 4); 


35. Extremos: riao liü: pontos de ín 
Élcxfuv: .v = 2tw p:tra intciros tt 




37. mínimo rdativo em x — 7 x/6 + 2rrn para 
w inteiro tpmlquer: 

nnáximo relalivo em x — t/6 + 2rtn para 
n isiteiro qualquer; 

pontos dc inilcxüo: x — 2 t/3 + tíií paraíi 
intciro qualquer. 

39. mfmnios relativos: I em x = —ti. ti. 3?r, - 3 cm .t = 0. 2 ít; 

míximos i'clativos: 5/4 em x — —2ít/3» 2?t/3, 4jt/3, Bt/3: 



pontos dc iriílcxiio ondc cos x - 


-1 ± v33 
8 


: (-2,57; 1.1 3), 


(-0,94; 0*06), (0,94; 0,06)* (2,57; U3), (3,71; IJ3)* (5,35; 0*06), 
(7,22; 0*06), (8 t 86; U3) 


(2.57; 1.13) 


(3.71: 1,135 





(b) müximo rdíiiivo = 1 /í j em x - ±1: mfnjmo rdativo = 0 em.r = Ü; pcjn- 

tos de infléxüo onde x = ±J 4-^, aproximadaniente (±0,47; 0*18), 

V 4 

(±1,51Ü: 0.23): assratota: v = 0, 










































R16 


Cálculo 


47. (a) -oc. 0 

(b) míiximo retaEívo = -e 2 
em jr - 2; 

náo há mfnimo relativo: 
nao há pontos de inilexao: 

assfntotas: v = Ol jt = É. 


49. (a) U. +oci 

ih) máximo relalivo = 4/e 
em.v - 2; 

mfntmo relativo = 0 em x - 0; 
pontos de inllexüo em 
x = 2± v'2: 
n&síntoia: v = 0. 




51. ía) +.x, 0 


53. (a) +"x, 0 



3 




(h) n3o hí máximo relaiivo; tníntmo relaiivo = - — em.t - t~ 

2e 

ponto de inflex&o: (e"\ 3c/2): 

ndo há □ssinEolíís. Como é üilTcÉI ver lodas íiíi canielerfíilieas impoilan- 
leis em uin tiuico gráfico, mosíramos dois gráficos: 



57, (a) 


0,5 



(b) máx i mo re lái i vo e m x = 1 íík 
poiuo de inflcxaocn'iA' - 2 fb 


59. (a) niloex iste, 0 

(b) y = e' e y = e eos x mlerseetani 
cm x - 2 TTii. y = -C e y = e' eos x 
íntersectain cm x -- Itt/i + jt. para 
n inteiroqualquer. 


íe) 


b = 3 


V V = i’ K COS X' 




61. (a) v = 1; 2,5; 3; 4 (b) (-oc, 1 ], [2 f 5; 3J (c) máximo relativo em 
A r = 1 e 3; mínimo relativo cmx = 2,5 (d) x & U,ó: 1,9; 4 

65. O grifico nSo deteeta o$ /eros em 
v-Oe I e o tnínímo em x = 5/6 




► Exercícios 5*4 (página 307) 


I. i iiáx í ttio re Sat i vo e in .v = 2; 6; i itá x i mo absol u to eiu x = 6: 
míninio relativo e ahsoluto eni _v = 4 



15. valoi máximo 17 em .v = -5. valor míntnto ] em .v = -3, 

17. nno há másimos: mfnimo = -9/4 em x = 1/2. 

19. valor máxi nio /( 1 ) = l. náo liá mfnimo 21. náo há máximo. nent niínimo 
23. utáxÍEíio = ~2 — 2\ñ. em x = -1 — ■v / 2. náobá minimos. 

25. nao há máximos: mínimo = Ü em x = Oe 2. 


27. valor máximo 48 em x = 8, 
valor mínimo 0 em x = 0: 20 
50 


29. nfto bá máximo, nem minimo 

25 

/T 




0 

31. máximo - 2 v ' 2 4- 1 em x = 3jt/ 4; minmio = v v 3 em x - tt/3. 
4 



4 


33. valor máximo ? emx = 


valor mínimo 64/c' ent jc = 4 



y 4 


35. máximo = 5 tn 10 9 em x = 3; mínimo - 5 Iti (10/9) - I em x — 1/3. 


























































Respostas dos Exercícios ímpares R17 


37. valor máK¡]iio sen( 1) fa 0.S4147 
valor 311111 ímo - sen( I) ss -0,84147 



m 


39 h valor máximo 2. víilor iníiiiino -- 4 

41. máximo = 3 cni .v = 2 rmi mínimo = -3/2 cm x = ±2n/3 + 2 tm, com ti 
inteiro (|uiilqucr. 

43. /'(I) = 2 (4, — ¿) é o iniiis prúx i mo; (- L -1) é o nlai s disiante 

51. máximo v - 4 cm r = tt c 3t; mínimo v = 0 em t - 0 c 2 t 

Exercícios 5*5 (págrna 318) 

í. (n) [ (b) 4 3. 500 m paralcl^mcntc c 250 m pcrpcniiiculímiieiiteao 
corrcgo. 5» 500mx750m 7. 5cni x jtm 9, I0V2 x 10V5 

1 i. 24 in ($l ometro ílacerca) T 12 m (S2 o meiro da cercu) 

15. (a) máximo N a 16i ,7SSÍ. nnninio N =125-()CK> <b) / = 40 

* 21. base 10 cirf, altum 20 cm 

23. lumpu (oit base) v''3V/4 untíjíiües quadradas. altum á ¿ ,! '3V/4 


17. 11.664 pof 19. —pés 


25. almm= 2 J (5 - V5)/I0 fí. raio = /''(5 -í- v5)/IÜ /í 

29. a! t iiiit = mio = v / 500/.t c m 31, /712 por /712 por /712 
33. ulturti = /,/V3, ruio = V2/3¿ 

35. r&io Í/450 /tt 2 cni. al 1 ura — v t 2 /450 cni 


71 


37. alturii = 4/T. raio = /2R 39. .t/ 3 41. 5 v y 5 (x.% 

43. (a) 7000 unidades (b) sim (c) $15 45. 13.722 kg 47. i/V5 
53. (a) (2,2), (-2, -2) t (2/V3. -2/V3). (—2/V5, 2/V3) 

55. (VI, í) 57. (-i/V3. |) 59. (U2)(l+2^)^m 
61. 30 cirt a puiti r da fonte mais fraca 63. .1 — 1 +2V2 
67 . (c) \ km a favor d a conrentc u part ir da casa 

Exercfcíos 5.6 (página 327)_ 

1 . 3,414213562 3. 1,837120593 5. x s¡ 1.76929 
7. 1,224439550 9. v ^ - 1.24962 11. 1.02987 


13. 4,493409458 



15. 


0.6S233 


3jt 

2 


17. - 


0,474626618; 1395336994 
4 


ji ftí 0.58853 ou 3.09636 



35. (a) Os valores níío convcrgem. 


Exercfcios 5.7 (página 334) 


19. 

21. (1>) 3,162277660 
23. (b)- 4,098859132 
25. JT= - I ou A L =: 0,17951 
27. (0,5897545 E 2; 0.347810385) 
29. (b) & 2,99156 rad ou 371° 
31. -1,220744085; 0,724491959 
33. i = 0,053362 ou 5,33% 

37. (d)/ (c) = 0 


1. c = 4 3. c = n 13* (a) [-2, I| 

5. c= \ 7. c = l (b) csí-1,29 

9. | 11 . -V5 (c) “1,2885843 


-2 



15. (b) tg,v nao é contínuaem [Ü, tJ. 25. /(.v) 
35. (b) Jix) - scn .t, tfú) = cos x 


= x&' — c* +- 2 



4L a = 6, b = -3 


► Exercícios 5,8 (págtna 342) 

I . úi) posit ivo. negat ivo, 4i m in ui ndo a ve! ocí dade 

(b) poNÉUvo, posilivo, uLimcntíiiulo a vdocidade 

(c) n cgat i vo. posit ivo> d i ni i n u i ndo a vclocidadc 

3. (a) esquerda 5. 

(b) ncgatíva 

(c) aumcntandoa vclocidade 

(d) d i mi mi I ndo a velocidade 


4 v (m) 























z 

) 







i 





j 











y~ 





/ 

i 





íit) 

> 


2- 

15 - 



11. 



1 2 

3 4 5 6 

~ -15 


(ü) 

7,5 pds/a" (b) 



(a) 


s 

V 

íí 


1 

0,71 

0,56 

-0,44 


2 

a 

0 

-0.62 


3 

0.71 

—0.56 

-0,44 


A 

0 

-0.79 

0 


5 

—0.71 

"0.56 

0.44 



13. 


15. 


17 . 


19. 


(b) parou cm f ~ 2: moven- 
do-sc para a direita cm 
/ - I; movendo-se para a 
csquerda em / = 3,4e 5. 

(c) aumentando a velocidade 
em i = 3; diniirmLndo a ve- 
locidade etn t = I c 5: ne- 
nh u m dos dots em l = 2c 4. 

(a) t-(0 = 36 “12/, a(t) = 6 1 - 12 (b) í(I) = -5 m, u(l) = -9 m/s 
|f( 1)|= 9 nVs, £¡r( 1) = -6 m/s : (c) 0; 4 (d) auinentando a velocidade 

em 0 < i < 2 c 4 < /. díminuindo a velocídade em 2 < / < 4 (c) 39 m 

(a) v(t) = 3t sen(T//3); íí(0 — t 2 cüs(t// 3) (b) .v(l) = 9/2 m: 

t?(]) = vclocidadc cscal ar = 3 V3 jt/ 2 m/s; ti = n 72 m/.s 2 Ec) t = 0 s, 3 s 
ídl Aumcntando a velocidadc: 0 < t < 1,5 e 3 < l < 4.5; diininuindo a 
velocídade: 1,5 < t < 3 e 4>5 < t < 5 (c) 3 \ ,5 m 

(a) t!(f) =-í(t 2 - 6/ + %)e-*- B ;< t (n = £(r - I2t + 26)*~ í/J 
(l>) s( i | — “ 1; v( \) — -“£>"0 velocidáde escalar = , fj( 1) - 

1 (e) / = 2 i,4s (d) Aumenumdoa vcloddade: 2< t< 6 — y'Tü 

e 4 < ¡ < 5; dimimundo a velocídade: 0 < r < 2 e 6 — vTo < / < 4 
(e) 8 - 24e + 48t? 4/3 - 33e 5/3 

ía) V5 0>) V5/J0 

0.25 0.2 



20 



20 


VÜ) 


-2 

















































FVlS Cálculo 


(c) aumentando ís vdoridade em v/5 < t < \Í15, 
diminuiíiclo a vekjckladG em 0 < / < %/5 e 

TTs < / 



10 


21 . 


Veíocidade 

i ±± V4 e&calar consl a n te 

< ■ ♦-• / =0 

_i_1_ 

í) 3 


.v 

► 


23. Aumefltahdo. ávefúcíd'aife 



25. Diminuindoa Aumentando 



27. 


Dlminuíndo a vel!jcic.ladfi (Pcrrnaiiciiterinenle 

parada) 

í - 2 k 


i = >jt/2 


V -E- <. r n 


/ = jt/2 


-I 



= 0 


0 V t 
Aumentando a velocidade 


,T 


29. (a) 12 eti/$ (b) / = 2*2 $; s - -24.2 pés 

31. (a) ; = 2 ± 1 /V’3, .v = lii2. u = ±v3 (l>) / - 2. ,v - H, « - 6 

<b) v/2 





35. (h) ^ imidade (c) 0 < / < 1 e i >2 


► Capítulo 5. Exerctcios de Revisáo (página 344}_ 

L (a) fixi) < /Ui) > /U;>: /Ui > = /t.vz> 

(h) / J > (í: /' < 0; f = 0 

3. (a) [^+oe) (b) (—4] (c) {—&< +jc) (d) juiobá (c) naohá 

5. ía) |0, +«) (b) (c) {-VM, 

(d) (-*. tjffi. +=) (e) - sm. jm 

7. (a) ] — ].+íc> (b) t— üe— [ J (c) (—3c.0), (2.+«) 

(d) (0,2) fe) 0 e 2 

*A (a) (~*,01 (b) 10,+w) (c) (-*,-l/V5),<l/V5.+«í 
íd> (-1/ Ji, 1/72) (c) ±]/sñ 

II . (a) cresoente 
(h) déciesceiue 
(c) concava pamcima 
(d> cóncava para baixo 
(c) poritos dc inflexao 


] 



13. (a) cj'escctTte 

(b) decrcsceuie 

(c) cñncava para címa 

(d) cóncava para baixo 
(c) pontos de inflexao 


1 



15. 





25. (a) j == úliJi (ponlos estacionáríos) <b) x =0 (ponto estacionário) 

27. (a) max, relativo em x = i, mjn. nelaíivo etn x =7. nenhitm dos dois 
em v = 0 

(b) inax. rdalivoem x - tt/2: 3tt/ 2; min. rdativo cm x — 7rr/ó; ] Lt/6 

(c) max. rclativo cin x = 5 


29. ]ini /(.v) = +oc. tiim /(x)=+qc: 

X -*■ -3C X -* -5-K 

min, rdativü em x = 0 
pontos de ¡nilexao em x = E: 

náo liá assfníoias 



31. lim f{x) nao existe; ponto crítico em v = 0; mín. rdativo em ,v = 0: 

A >' T 2 

pomo de inñcxño quatido l + 4x~ tg (x + l) = (): assíntotas vcrticais em 
,v = — 1, n = Ú. 1.2,,,. 



33. pomo$ crídeos cm x = -5; 6; tnax. rdativoem.v = -5, min. rdaiivoem 
a = 0; pontoK dc inflcxáu cm x = -7,26; -1,44; l .20; assínfüta iTorixon- 



3 7. iiHo há exi re n ios relat ivos 39. irtín i rno nd ai ivo de 0 e i si x = 0 
41 . minimo rebitivo de ü cm jr = Ü 43. mínimo rdaüvo do 0 cm x - 0 





















































Respostas dos Exercícios ímpares R19 


45, (a) 40 



(c) Dctalhüs mais íinos podcrn ser 
vistos quíindo c ÍCLto o grálico solire 
uma janela x muito inenor. 


(b) mas.. rclattvo em x = — 
min. rckuivo cm a- = 


0,0001 


f - 

? -\ 

.1 / : 


_ J 


- 0.0001 



53. (a) verdndeini (í>) Lils:i 

55. (a) nao há ináxnno: min = -13/4 cm x = 3/2 (b) nao liá juáximos ou 

[nínimos (c) m -1'/4 em jc = 2 (d) nao há máxiino; min = e' ' 1 '' cin 
x = I íe 

57. (a) valor inínimo üem .v ¡= ±1; (b) víilor májtÍTiio = t/2 em x = [ 
n lío h íí máx i mo val or ni íni mo = -1 /2 em x = - \ 


(0 0,5 




(c) valor mdsimo = 2 cm .v = 0; 

valor mfnimo - V3 em v = nJ6 
2 



5*>. (n) 3 



61. targum = 4V2, alt li ra = 3 s/2 


(d) vak>rmáximo = 

/(-2- 73) ^O.K4; 

valor mínimo 
/(-2 4- v 3) ^ -0,06 

1 



(b) mfnimo: 

(-2J 11985;-0 t 355l 16); 
máximo; 

(0,372391; 2,012931) 

10 


63. 20 cm de lado 


65. jv ^ —2.11491;0.254Jü: 1,8608! 


67. — I165373043 




f 

1 

L/J 


=_> 


-2 


69 + 249 x lü 6 kni 

7l + (a) ssni T f = 0 (b) náo 

(c) sim. r = 7 tí/2 

73 + U.sc o 'l corcma dc Rollc 

75* (a) ¡>im (b) siin 


77. (a) v = - 2 


/W* + 2t 


I) 


a =2 ■ 


3r s + !0/ fl - I2í j - bt 2 + I 


í/ J + I) 


3 


u 4 + n- 

(C) f = 0,64; .Í = E ,2 (d) 0 </á 0,64 s 

(e) agmcmando a vciocidadc quando t) < t < 0.36 c0,64 < i < l f l; cíisocoh- 
irárío, ciiminui a vclocidadc (f) vclocitladccscalar máxima = 1.05 in/s 
qiiálldo r = LtO s 


► Exercícios 6„1 (págína 354) 


(i 


5 

10 

50 

EOO 



0,749739 

0,710509 

0.676095 

0,671463 

,r ' • ' J ~' 1 


n 

2 

5 

10 

50 

100 

K 

3,57080 

1,93376 

1,98352 

1,99935 

1.99984 


il 

2 

5 

KJ 

50 

100 


0.5S Vin 

0,645635 

' 

0.668771 

0,688172 

0.690653 


n 

2 

5 

10 

50 

100 

A n 

0,433013 

0.659262 

0,726130 

0.774567 

0.78ÜE06 


n 

2 

5 

10 

50 

100 

■4 ; 

3.71828 

2,85174 

2,59327 

2,39772 

2.37398 


p: 

2 

5 

30 

50 

100 

A n 

1.04720 

0.75089 

0.65781 

0.58730 

0.57894 


13. 3u - \) 15. x{x + 2) 17. (x + 3)(v - I) 
21. á¡éa = 4(6) - +(3) 23, fix) = li; a = 2 


► Exercícios 6.2 (págtna 363). 

1. (a) f --- tlx = 7l + x 2 + 

(b) f (x ~r \ = xe x + C 


7. 

9. 

11 . 

15. 

19. 


íl 

í/.V 


7x s + 5 


7 


3.v : 


2v''7 r +5 


12 ' 


t 

2 ' 


, toort 

f 3.v ¿ 

í -//r 

i l v 1 — ■- “ 

i 

J 2/^ + 5 

. lo^o 

cos(2 s /v)^ 


J /í 

+ C 

(c) f.v k>/ - + C 

r 2 -. 

32 v4 8 , 

“ v + +-r + 


3 2 1 , ^ 

2 X ~b? +C 

(7/2) + (7/5) + c 17. 3 jv 4/3 - + ^JC 10/3 + C 

7 2 

— — —+ 

2 x 3x 


E 


21. 2 3n L'j + V + C 


; J + C 

23. -3 cos .v - 2 tg x + C 25 . tg .v + scc .r + C 
27. inn /j 1 + C 29 + scc .v + C 31* (9 - cos # + C 
33. ^ arc sen x — 3 arc tg v + C 35, tg .v - scc x + C 

39. /(jc) = cos.v + ] 

41. (a) j(.r) = 2 j 4 /s+ 5 

(b) v = - cos i + / + I - rr/3 

(c) VU) = §.U 3 + 2x tl2 - | 

43. (a) v = 4e 1 3 (D) yU) = hi |H + 5 

45* f\x) = Js* 5 * 2 + C|.v + C 2 
47, v= r + .v-ó 49. v = .r’-6.v + 7 













































































































R20 


Cálculo 


51. (a) 


íh) 


jt” 


iuúuw 

uumw 

ItUUUv 

4* 


* V 

'H’' 


mmm 
\ kunw^! 
liUUW 
iuuuu 

nunwv 


/Sfií!tti 
s/fit itli 
-//fttttti 
■s/fttittl 

■s/ftt ittl x 


sf/ttilll 
•'s/tttini 
sf/tfitlt 
ss/tfttll 
//ftfillt 



te> /ú) = y 


53. 




57. (b) /■-((» - G m = | 5*J. r'ú) = G'(.x) = 1, Jf ^ 0 

61 . tg :r ■ r + C 63. (a) í U - scn .v) + C (b) - (.x + sun r v) + C 


65* i? = 


iOK7 

+T73 


■ 1/2 


pcs/s 


Exercícios 6.3 {página 37t) 

(x 2 + I) 


i* ía) 


24 


+ C 


flL1 COS.V 

(b)--— + C 


(c) —2 cos + C (d) v'+v- + 5 + C 

3. (a) —4 cotg l x + C (h) -1(1 +síínf) |HI + C 
(c) i s«n 2x + C (d) \ lg(A ") + C 
5. (a) ln | ln jtj + C (h) -^-^ + C 

(c) - j ln(l + eos 3fl) + C (d) ln( I + c v ) + C 


í). ¿(4 a - 3) + C 11. - =r cos 7.X- + C 13. ¿ scc 4x + C 

15. ií" 1 + C 17. | arc scn (2*) + C 19. H 

i 

21* _4_,. + c 23. 


ft-(7f 2 + f2) :í/2 +C 

+ C 25. e^ 111 + C 


2(1 -2*) 2 40(5.v 4 + 2) s 

27. - + C 29. aro tg + C 31, ^ cos(5/j) + C 


33* - -?r co/ 3f + C 35. Í Egu 2 ) + C 37* - i (2 - scn 4(5/ 1 + C 


39. are seti l lg a) + C 41. i sec ;i 2 jc + C 43. -e" M + C 
45. -íT^ + C 47. i(2v + I ) V2 - {(2y + I ) m + C 
49. - i cüs 2$ + ¿ ct)s-' 2U + C 51. M- ln |f j + C 
53* /|]n(t+) + lEi(t- -^ldjcssC 
55. (a) arcsenfjjr) + C (li) -/• arc tg (J + C 

' '(i) 

59* —— set/ f ' l (« + /jx) + C 


(c) ——: iLIC sec 


+ c 


i t« + fa-r+ 1 . 

% * h n + 1 ' b(t! + 1) 

61. (íO \ sen/v + C¡; — i cos" x + Ci 

(b) porque difcrcm por uma constantc 

5? — 15S ^ I 

b>, y = 


<Í3. =(5v + ! ) V - - 

f 7i 


15 


2i , 13 

2 f + Y 


67. (a) vG7TT+C 


69. /( r r) = f(3.v + \) m +l 



3. 

9, 

n. 

19, 

27, 

29. 


](] isi 6 

E* 5* J^2Jt 7. E(-J) í+t (2tHI) 

i,=t í=| í=l 

Sñ 50 

m Z2k (h) £(2Jt-,l) 

JL = t *=£ 

5050 13* 2K7Ü 15. 214365 17* ±(t¡ + I) 


i ífí h 2 ^ ;í+ E . i ^ 3(«+ I) 5 

i W ~ 1 J ~x — * í — * 7 

4 2n 

m ¿2> (b) ¿27-' (c> ¿2/- 2 

«Líy.i'L*)*. {+£)■. i 

\ n f n \ n / /¡V fi / n 

f 2+ ^i)/a <(2+J)4i 3 (b) 

\ tt } ü tl ir=0 \ 


3 y 


2+ *0 í 


31. 

35. 

37, 

39. 

55. 

6L, 

67. 

73. 


la) 46 (b) 52 (c) 58 33. (a) T ( h) 0 <c) 

(a) 0.7188:0,7058; 0,6982 (b) 0.6688:0,6808:0,6882 
(c> 0,6928; 0,6931; 0,6931 

ía) 4,8841; 5J 156; 5,2488 (b) 5,6841; 5,5156; 5,4088 
(C) 5347 I; 53384; 53346 

^ 41, 3 K 43. 320 45. ^ 47. 18 49, 16 51. ^ 53*0 
i 57. — ^r) 59, j(/j 4 —í3) 

tr + 2xj .. («+ I) 2 __ ^ sr m 


sc n for par: ■—■—— sc u for ímpar. 63* 3 - 3' 
4 4 

n>+ 71. (a) §( 3 2, m 1 ) (b) 2"-X (c) -|( 

(a) sim (li) sim 


65. 


1 + 


SÍOl 


) 


m 


► Exercícios 6*5 (págína 393) 


1. (a) 21 (b) 2 3. (a) - 


ii" 

L<i 


(h> 3 5. 


/> 


/■' 


f/.V 


7, / 4,v(l — 3,v)f/a 9* (a) lim \ 2x-‘ ‘. (í — 1*6 = 2 

iníLT. A.i¿ --»0 ¡JY 

fJ x * 

(b) Um V —Ajr¿;a = 0> - 1 

k I A 

U. (a) A = | 




(c) — A| + .'L^ « Id) —/L|+^L.sf0 

V 




13, (a) 4 = 10 

A V 


(b) .4 L - 4, = 0 pur simctrta 




I* (a) 36 (b) 55 (<} 40 (d) 6 (e) 31 (f) 0 

























































Ftespastas dos Exercícios ímpares R21 


13 


(c) A] + Ai = -V 


(d) HÍ2 




15. (a) 2 

(b) 4 

(c) .10 

(d) 10 
17. (a) 0,g 

(b) -2,6 

(c) “1,8 

(d) -03 


19. -I 21. 3 23. -4 25. (I+ít)/ 2 27. (a) negaiivo (1j) posítivo 

t h 


23 w u í vr iL í i rJá **. í¡i) 13 


29, 31. í[ 37. mnior:—fl6 + 3v2); mcnor: 

- 24 24 


Exercícios 6.6 (página 4Q6)_ 

í. (a) f¡(2 - x)dx = 2 fh) 2Jjt = 4 (c) /,'Ci' + IV* = 6 


3. ^ 5. 14 7. 3/2 9. 4fi 11. 3 13. 


SJ4 


15. 0 17. s/2 


19. _V- 10 21. jt/ 4 23. jt/12 25. -12 27. — + 2s/3 
29. (a) 5/2 (b) 2-^0 31. (a) c + (l/fi)-2 (b) I 

x < 1 


33. (a) --g (b) / r ( v) = 


2 

x J I 

T + 6 “ 


35. 0,6659; 4 


37. 34060; 


45. áren = 3 




39. 12 41. | 


45. área = 3/2 





49, (b) nnodo graus; 0,93 
51, (a) A i ntegntl é /erú. 
53. (a) 3a"-3 
55, (a) scn {jt j ) (b) 

57, -v scc .v 

59. (a) 0 (b) 5 (c) 4/5 


61. (a) jr = 3 (h) crescente em [3.+sg), deci'escenEe em {-5 c,31 

(c) cóncava para cima em (-L 7). cóncava para baixo em (-oo,-l) c 
(7, +oc.) 

63, (a) (0, +30) (b) x= \ 65. 0t) 4/3 (b) ~7 

67. 3 \?2 < /f v0v-T 2 dx < 3^29 

71. ía) a variacáo na aítura eniro as idades 0 c 10 anos; ccntfmciios. 

(b) a variacáo no raio entre os mstantes í - 1 s e t = 2 s: cenlímetros, 

(c) a difcrenía cnire as velocklades tlo >om a 38 l> C c (f C; m/s. 

(d) a víiria^ño na posicilo critre os inslantcs r, e j\; cenlimetros. 

73. (a) HOgalóes (b) 420galóes (c) 2076,36 galóes 75. 1 


► Exercícios 6,7 {página 416)_ 

í, (a) ileslocamcnto = - 4: dísláncia = 4 
(b) desluCíimento - 4- distEindH = 2 

3. (a) 35,3 m/s (b) 51,4 m/s 5. (a) r 1, — t~ + 1 (b) 4/ + 3 — 4 scn 3/ 

7, (a) \r + r “4 (b) t + [ -ln/ 

9, (a) dcslocamcnto = í m; distnncia = 3 m 
(b) deslocmneiuo =.--j m; distáncia = 3 m 

11. (a) dcslocamcnto = | m; disiEincÍEi = m 

(b) íleslocamcnto = 2 vT - 6 m; distiincía = 6 — 2v r,, 3 m 
13, 4. 13/3 15* 296/27,296/27 


17. (a) s = 2/t, |.i 
( b) -í — i' 


I, |ii]= l,ti = 0 

-§,[tí| = \,tt ^ —3 L9. í 


E,27s 



27. (a) 


-2 

-6 

-10 


J!l L 


8 12 


4 



(c) 120 crt] T -20 cm (d) 131,25 cilicm í = 6.5 s 
29, (a) -2,2 pcs/s (b) km/s 2 
31. (a) pés/s ? (b) gs (<:) ^ s 
33. 280 m 35, 50 s, 5000 pés 


37. (a) 16 pcs/s, -48 pés/s (b> 196 pés (c) H2pcs/s 

39. (a) 9 s (b) | s 41* (a) 6,122 s Ib) 18X7 m (c) 6J22s (d) 60m/s 

43. (a) 5s (b) 272.5 m (c) lOs (d) -49m/s 
íe) 12.46 s íf) 73,1 ni/s 45. UX42 p6s/s 


► Exercícios 6.8 {págína 423)_ 

. m "l*. I r*f 2 

I. (a) l/i'ifVíí íb) ^//' v/hí/h (c) — / cos itdu 

,r-7T/í 

(d) /,++ I )i, 5 rfi, 3. (a) 1//,<+,/,, (i,) /, 2 ,,,/(, 5.10 

7. 0 

9. ¿|S 11. S-(4+\ 13. 15. Inft 17.3/6 19. 25 ji/6 

21. jt/8 23. 2ln 25.6 27. t/18 29. 2 31. |(VTÜ - 2V5) 

33. 2(\7- V5) 55.1 37.0 39. (,/3- l)/3 41. 

43. (In3)/2 45. 47 ‘ - 7/9 »■ dfe S1 - l a > t <>J) i (c) 

6 v3 

55. w 48.233.500.000 57. (tn?)/2 59. (a) 2/jr 61. (b) \ (c) tt/4 


► bxercícios 6.9 (página 434) 





3. (a) 7 fb) -5 (e) -3 (d) ó 

5. 1,603210678; 

a magiütudc do c rro C < 0.0063 

















































R22 


Cálculo 


7. 


9. 

15. 

19. 

21 . 

25* 

27* 


29 . 


35 * 

35. 

39. 


41* 


43. 


(a) x \ x > Ü (b) x\ x ^ 0 (c) , —eo < Jt < +cc- 

{ti} —J* “OC < X < +:X.- (c) .V X >0 <f> Irt A r +.V, A > 0 




(g) .í — vT, ~3c < x < +=c (h) —. -v > 0 

.V 

(a) í> t|qí (b) k'''- 1112 11. (a) ^ 

(a) 3/.v (b) 3 17. (a) 0 (b) 0 (c) 3 

(a) 2jf 3 Vl 4 -j 2 (b) + í) i;2 + + ])'■■ ■ — 

(a) -eost**) (b) - lg 'x 23. -3—4—— + 2x- -- 


(a) 3,v stn ú ) - 2,v sun f v') (b) -- t 

(a) FiQ) = 0; F( 3) = 0; F{5) = 6; F(l) = 6; F{ 10) = 3 

(b) crcscendocm 4.6] c [t- 10 j ilccníscentlaeñl [o. 4] c 6, ~] 

(c) máxinio 45 cmx - 6, mínimo — | em x — 4 

(d) 


9a- + ] 

9 


.v 


+ I 



F(x) - 


(I - .v“}/2. x<0 


31. \<r) = jf + \rx+ 1 


i (l+.v-)/2 r X > 0 
yú) = tgx + cos.í - ( \/2/2) 

P(x) — P.\\ + f¡¡ r(t)ilt indivídnos 37. léaderivada dc II 

(a) / - 3 (b) í = I c 5 
(c) f=5 (tl> í = 3 


e (4* 5) 



(a) máxírno rclativoctn x = ivlFTTb^oj,. 
mínimo rclativo em x — +74jfr — I k — E, 2,... 

(b) x = ±s/2 k h k =1. 2* : ...... e em x = 0 

flx) = 2f fi = In 2 45. 0,06 0.2 



► Capítulo 6- Exercícios de Revisao (página 437)_ 

1 v 

3. -— + -x v 2 + C 5* -4 cós .v + 2 scn x + C 

4,v - 3 

7. 3X 1 ' - — 5t jC + C M. anc tgx + 2 aic sen x + C 
11. ía) y(x) — 2^fx — — 4 (b> v(,t) — sen.v - + 5 

15. \ avc see (.v- — 1) + C 17. 1 v'3 + 2 sen 3.v + C 

19. - JL _i-- + c 25* A ss S 27. 32/3 

3/i fíX’ 1 + b 

29. 0,35122; 0.42054: 0,38650 

33. (a) ^ (b) (e) (d) —2 (c) mu> h4 itiformíigSo xufs- 

ciente (f) náo há infomia^áo sufidente 

j y 

3S. (al 2 + (a/2) (b) ÚI0 ,/J - 1)-— (c) ,t/8 37. ~ 

3 4 i 2 !> 


39. (a) 


r 

Ja 




LI 


í/.V 


7J 

- yj / /íCxKv 

¡ Ja 


41. v — 


í /ix/c 

/J 

/í(/) — x)/(/> - il 


se 0 < x < r 
se c < x < ü + c 
c) se ó + v < x < /> 



\2 

T 


45- c'’ - e 47. 48 49. | 
55. ttrea = 1/6 



51* 3/2-sec I 53. 4 
57. (a) x' + ! 

59. J 


61, 



U- H 

cos x 
1 + sei> ■' x 


69, (a) F(x) é 0 se x - I. positiva se .v > ] e negativa se \ < l 

(b) Fix) é 0 se i = I. posliva se -t < x < 2 e negáltva se -2 < x< -1 
71. (a) 4/3 (h) e-l 75* ±t 4 - + / + I 

77. t 2 - 3/ + 7 79, 12 m, 20 m Sl. 1/3 m. 10/3 - 2s¡2 m 

83. deslocaniento = -6 m; distnndn = 22 nn 85. =f 87. 1/2 
89. (a) 5s (b) 200 m 91. vjl pés/s 93. ^ 95. j 97. 0 

99. 2 - 21 «fe 101. (□) C (b) ¿? 1B 103. /(x) = 3e a Ví - (ln2)/3 


► Exercícios 7*1 (página 448} _ 

1, 9/2 3. I 5. (a) 32/3 (b) 32/3 7* 49/192 9* 1/2 II. 75 

13. \ 15, jt-I 17. 24 19. 37/12 21* 475 23. | 

25. In 2 “ ^ 27. k 0.9973 29. 9152/105 31. 9/74 

33. (a) 4/3 (b) m = 2- 7í 35. 1/80898334 

37. 0,4814:2,3639; E, 1897 39. 2,54270 

41. A vantagem do cnrio 1 sobre o cai ro 2 ito instaittc / = 0. 

43, (a) [Área acima do gráfico dc g e ahaixo do grático de J) ntcnos [áica 
acima do gráfico de/e abaixo do grático de gj 

(b) Áreaentne os gráficos de/eg>, 45. 7/6 


► Exercícios 7,2 (págína 456) _ 

1. 8rr 3. I3K6 5. 32/5 7. (I - 75/2)jt 9. 256n/3 
11. 2048 jt/15 13. 4jt 15. 7/4 17. 3/5 19, 8jt 21. 2tt 

23, 72.T/5 25. ^(7-1) 27.4^7/3 29. t 
31. fjf &\f(x) — k] 2 dx 33, íb) 40 t/3 35* 648tt/5 37, jt/ 2 
39, 40.0Q0.T pés 6 41. 1/30 43, (a) 2 t/3 (b) 16/3 (c) 4v^/3 
45, 0,710172176 47, t 


51. (b) esqueida ?a 11.157: diieita 11,771: V ph ntédia = 11,464 cnt; 


53, V = 


3jr/r. 

| . r ^,1 


0 < /f < 2 


55* $r : ' tg 0 57, E6r 73 


^ttí\ 2ir - IF 4), 2 < /r < 4 


► Exercícios 7.3 (página 464) _ 

1, 1 5Tt.ll 3* Tti 3 5, 2jt/5 7. 4jt 9. 20t/3 11. t In 2 13. jt/2 
15. t/5 17* 2jte l 19* 1,73680 21, (a) 7 t/ 30 (b) niais fácil 
23, 7t/4 25. tAj/3 27. V - |jt(¿/2) ? 29, h= 1 

► Exercícios 7.4 (página 469) __ 

1. í, = 75 3, (85 785 - 81/243 5. ¿(807TÓ-13713) 7. £ 
9. (272 - i)/3 11. t 13* 72(í^-' 2 — i) 15* En(l +75) 




































Ftespastas dos Exercícios ímpares R23 


19, (a) Sao Íriiagensespelhadas 
pcla rcia v = x. 


r 





(b) ffr, /1 +4x 2 dx l f J 1 + “f/jr, 

j 1/4 V 4x 

x = Jü Iranslbrnrá a prinieira iniegral 
na scgnníla. 

( «> /..y' 1 + 4 ~< v - ftn Jí+*?dy 

(d) 4,0724:4,0716 

(e) A prímcim: amhiis s;lo subavoíia^txis 
do comprinienla dc arco. dc mocloquc a 
imiord mais prcdsa. 

(f) 40724; 4.0662 <íí) 4,0729 

íi73 


21, (a) Saó imíiíiens cspelhaclas (b) f J \ -f sec 1 x dx , 
pelis reta y = ,v. _ -- 



f -/1 

/ ,/i + 

7n 


I 




0 V" ' (I+.Í 2 ) 2 

jc — arc u¿ u transforma a prímeira 
inEegnjl ira segnnda. 

r~ 

/ J i + „ . ■„ 

7IÍ~$ 


íc} 


v Ü + y-y 

fj y i+7 j.v 


r dy' 


(d) 2,0566:2.0567 

(e) A segunda: arnbas sSo subavaSia^fres dü comprinienio dc arco, de 
modoqne a maioré mak ]>recisa. (f) 2,0509; 2,057E (g) 2,0570 

25* k- LSl 27, 196,31 jardas 

íb) 6 31. (b) 9,69 lc) 5J6cm 



► Exercfcios 7.5 (págírsa 474) _ 

1. 35írV2 3, 8 ít 5. 40WS2 7. 24sr 9. 16?r/9 


II. 10.911^/1024 13. 2?t(V 5 + ln(V2 + 1)) 
15* 5’ ^ 22.94 17* 14.39 


23. $ = J^2wí/U) I k)J I I 1/XOJ-Va 29* |tt( 17v"]'7 - 1) 
31* ^(n/Í7-L) 35* tt(2£* + l) 


► Exercícios 7,6 {página 479) 

3* 6 



5, 2At 


I 


€ - l 


7T 


i2(V3 — n 

11* 1/21 


15* (a) 5,28 (b) 4305 (c) 4 17* (a) -1/6 (b) 1/2 


21, (a) (b) 31 23. 1404 t ih 25* y? carros/mintuo 

27. (a) 0,451 (b) 0,463 29* 27 31* (b) 169.7 V 

Exercícios 7.7 fpágma 488) _ ___ 

1. (a) 210pds-lh (b) 5/6 - Ih 3, d-1/4 5. íevantandoasícarade café 

7. ] 00 pds - lb 9. 160 J 11. 201ÍVpds 13. 9«ljrpJ 15.261*6001 


27. (a) decrescede 4,5 x I0 1 ' 1 J (b) & 0.307 (c) sa 8*24 bombas 

► Exercícios 7.8 (págrna 495)_ 


1. (a) F =5 31.200 Ib; / 5 = 312 Ih/pés' 

(b) /' = 2.452,500 N; P = 98.1 kPa 
3. 499*2 Ib 5. 8*175 x 10 5 N 7* I Ü98.720 N 9. sim 
11. pa VV5 Ib 13* 63.648 Ib 15* 9.8 L x ] 0 J N 
17. (b) 80 pn lb/ni¡n 

Exercícios 7*9 (página 505) _ 


I. ía) 10.0179 (b) ss 3.7622 (c) ss 15/3 7^0.8824 

(d) -1,4436 (e) re 1,7627 (!) ít 0.9730 

J. !a) | 0» 5 (c) + (d) - H 

5. 



sc nh ji¡ q 

cosb Aq 

tgllA 0 

cotgh a 0 

sec h a 1} 

cossechA 0 

(a) 

2 

V? 

2 / 3/5 

3 / 5/2 

1 /V 5 

1/2 

(b) 

3/4 

5/4 

3/5 

5/3 

4/5 

4/3 

<c) 

4/3 

5/3 

4/5 

5/4 

3/5 

3/4 


9. 

13. 

17. 

19. 

25. 

31. 

37. 

43. 

55. 

63. 

65. 

73. 


3 

4 eosht 4.v - 8) 11. — cossech 2 (! n .v) 

.v 


-y eosseeh ^ I ^ cotgh í ¿ ^ 


2 + 5 cosh Í5 a) senh(5í) 
15. -— ^=-2———- - - 

\a' / ~ V x J jAx + cosb-{5ij 

x 5/2 rgh( * Jx) scch 2 (*/jr) + 3 a : rgb 2 (yx) 

1 21 1 ^ {aretgh*)^ 

v'9 + x 2 (arc cosh .v) v'-v- - l 

i seuh .t ¡ I * x > 0 27 - p v 

jf < 0 
>*. , . a/2 


senh.r 
! ..„..1.7., 


3* 


I - x- 

+ íf v arc sediA 


2 .TV I ” rV 

7 Unh'jr + C 33. ^ítg.hA) + C 35. Ir (cosh.v) + C 
37/375 39. ^ aresenh3.v + C 41. aresech(/) + C 
-Aie oossech [2vj + C 45* ^ in 3 49* 16/9 51. 5 ,t 53. jj 
(a) ■¥oc- (b) -ac (c) 3 (dl -1 (c) +30 (f) +oü 
|íí| < ]; arc Ijili u + C: |w| > ]: arc tgb (1 /¿í) + C 
(a) In 2 (Irí 1/2 71. 405*9 pés 


ía) 


e.5o 



(b) 1480,2798 pds 

(c) ±283.6249 pds 

(d) 82 13 


300 


75. (b) 14,4411) (c) 15 ]n 3 í?b 16,48 m 

► Capítulo 7, Exercícios de Revisáo (págtna 507) _ _ 

7. <4} /\/(a) - iJ'aO/a + /; (í(A) - f(x))dx 4 - g(x))dx 

fb) ^ 

9. 435ZT/I05 11, 3/2 + 1II4 13.9 15. | (65 3ft - 37 3/2 ) 

17. 1/10 19. 373 21. (») »' = ¿J (!>) 5 


m 


23. (ii) F ■ : ¿ pxldx N (b) F =i ff p( I +a)2a J.t ib/pés 2 
<c) r= /“ 11) í>810|.y|2 v / 'f (y + 10) dy K 

►■ Exercícios 8.1 (págína 512) _ 

1. -2(.t — 2 ) 4 + C 3- -j¡ tgU 2 ) + C 5* ln(2 -|- cos Ir) + C 

7. cosh (/) + C 9. +C 11. -^ cos 6 5a | C 
13. ln(¿+ |- f 4) + C 15* 2e'- /x ~ l j- C 17* 2 senh + C 


(a) 277.992 J (b) hp do motor ^ 0,468 19. 75.000 pcs ■ Ib 

120.ÍXX) pds ■ ioneladas 23. (a) 2.400.000.000/r Ib 

19. 

2 3-vC + c - 

In 3 

21. 

1 2 

- cotgh - + C 

¿ X 

23, 

I 2 + e~* 

4 n 

+ c 

(1>) (9*6 x 10" ')/ía + 4000) 3 1 h (c) 2,5344 x 10 10 [>es - ll> 

Vj = 100 m/s 

25. 

arc scn (e } + C 

27. - 

¿ eos(A 2 ) + C 

2 

29, 

^ 4 — A 3 1 Z 1 

)nl6 +C 
































































R24 Cálculo 


31. (a) 4 ser 2 .v + C (b) - 3 cos 2x + C 


33. (b) In 


Jf 


(g - + C (c) 


In 


cotg (J - §)| 


H" C 


► Exercfcíos 8.2 (págína 520)__ 

1 , — e~M. ^ + + C 3* 'Üsl - 2xe' -2eJ-C 

1 \ 2 

5, — - x cos Iv + - sen 3.v + C 7. jt scn a - + 2jc cos .v - 2 scii .v 4- C 

2 2 

9. ln.v - A I C 11. jt(lnjt) 3 - 2x lnjr + 2x + C 
2 4 

13. x \nQx - 2) - x \n0x - 2) + C 

3 

15. .v íirc sen .v + «J\ -j' + C 17. * an; ig(3-0 - - ln(l + 9 j 2 ) + C 

6 


iA* 


■ (a scn b.x - b txws bx) + C 


19. v — cosjv) + C 21. 

¿i 3 + k* 

23, {.xfl )[sen(Jn x) - cos( 1 n x) j +C 25. 1 ig a + I n |cos x\ + C 

27. ÍjV 2 - V' + C 29. 1(3í + + I) 31, (2f í + 1V9 
* z 4 


33, 3 In 3 -2 35. 


5jt 


V3+1 37. -tt/2 


39. 


1 


3 (íV&-|-2 + l B a) 

41. (a> 2(«Jx — I + C (h) 2/vsen/v -I- 2 cos v'x + C 

43. -(3.v- + 5.v + 7)e" J + C 

45. í+C 6.0 sen 2x - (2.v 4 - bx 2 l 3) cos2.v -I- C 

47. (a) 4 sen'jf + C (b) 4 sen' .v + C 

49. (a)/l = 3 íb) V = 3 t(í“2) 51. V = 2tt~ 53. 5r 5 -6jr 
, 3 3 

55. (a) serr .v cos.v - - scn.vcosj +-.v + C (b) 8/15 

íí ÍJ 

59. (a) { ig'" .v - ig x + x + C (b) i sec : x \*¿ x + s ig.v + C 
(c) x'e - 3v 2 e l + 6xC - 6e + C 

63, (.v + ]) In í.v + 0 -x + C 65, !(v : -I- I) ai r c ig x — v } C 

Exercfcios 8.3 (página 529) _ 

! . -4 cos 4 x + C 3, ^ - sen lOíí + C 

4 2 20 
1 1 

5, —- cos' aO — cosiifj 1 + C 7. — seirov 4 - C 
3u 2u 

9. 4 seirV — - sen 3 í + C 11. ¿v — ^sen4v + C 

cos 5.V + l cqs X + C 1 - 4 cos(3v/2) - cosU/2) + C 


13. 


17.2/3 19.0 21.7/24 23. | ig(2v - I) + C 

25. ln | cos(£ - l )[ + C 27. i In | sec4v + tg 4v| + C 

29, i t g _1 x + C 31 - -r^ süc J 4v + C 33. i $ec ? x — ^ sec^jc + C 

35, 1 secv 1 v tg x — ^ secv tg v + ^ In | sec x — tgv| + C 

37, i setr 1 j 1 + C 39* Lgv + j i"- T .v + C 

4L { lg : 4 j + | ln cos Ax\ + C 43 + J ig 3/: v + ^ ig in x + C 

45, - — — 47. — i + In2 49. - 1 cossec 5 v + ¿ cossec* 

51. — £ cossec 2 v - ln | sen v| + (’ 55, L — ln(/2 + I) 57. V = tiil 


63. - 


v4 r -f b ? 


ht 


4a l + tí cosv — /? sct] v 
íj sen x /jcosv 


+ C 


65. (a) -] (b) 3 jt/16 (c) ^ (d) 5 jt/32 

Exerofcios 8,4 {página 535) _ 


1. 2 arc $cn (v/2) I -J .v C4 — ,v- -I-- C 3, Sarc sen^-J- V —— + C' 
5. r arc tg (v/2) + — + C 7 + */x-- - 9-3 arc sec(v/3) + C 


8(4 -f vO 


9. -(v 3 +2K/I -v-t C 11. 
15. In | Vv- - 9 + v| + C 17. 


/9x/-4 

4v 
—v 


+ C 
+ C 


J3. 


vT 


“T 


I c 


19, i arc scn {*?*) + JrVl - + C 21. 2/3 23, <V3 - v/2)/2 

+ — 

IDC3+ 18 


25 


243 

29. L - /5 - s/2 + In 


27. J ln(v 2 1-4) i C 


31. S= JL[IsV5-Ifi<2 + V5)J 
3 + V5 32 


33. arc tg (v — 2) + C 35. arc sen 


m 


+ C 


37. Infv — 3 + v/(v-3) 2 + I) + C 
39 , 2 arc sen ^ ^ ~ + ~(:t + I — 2 v - .v ;í |- 

i /T 

41 . -= arc tg J = (v + l) + C 43. jr/6 


dit 


V7o 5 

45, u = scirv, í j f v 1 - n 2 

— _1 |sen 2 v v I serC.v + arc sen < sen 'v) ] + C 

47. (a) arc senh (v/3) + C (b) In ^ - + "Í | + C 

► Exercícios 8.5 (página 543)_ 

A fi _ A fi C 


1. 


+ 


3. 


* - — + - ^ h | 

v - 3 v + 4 v jc*- x - J 

. 4 // c Dx + E „ Av + E Cx + ü 

Z + Zí ~ 3 ' 71 + 


V V 2 v ? x 2 +2 


7. 


v 2 +5 


U 3 +5) 3 


9. Ln 

5 


v — 4 


-V + I 

xU+3) 2 
v - 3 

17. 3jc+ \2\a\x-2\ 


+ C I L , In f2.v — í j + 31 n v -t- 4 ] + C 


13, In 


+ C 15, — - 3v + ln |v + 3| + C 


x 




í9. v + — + In 


v - 2 

■j, 


+ C 


(x - 1)“(a' + I) 


+ C 


21. 3In |a| — ln \x — 11 — 

7 


+ C 


23. 


25, 


x - 3 
0 


v - 1 

+ ln|v - 3¡ + In |v + l| + C 
1 


+ ln |v + 11 + C 


v + 1 2(v + I }* 

27. - £ ht \Ax - l| + $ ln(jt 2 + 1) + $, art tg.v + C 

29. 3arc tg.í + t ln(Jf 2 + 3) + C 

31. 7- 2 , + ' , n(x > + , > + C 33. -1 ín / i-^4') + C 

2 2 6 \+ + sen9/ 


t 




+ 


! 


m v = "(t-t'" 5 ) * V 2 } ' , i+ lv + 3 

39, |ln |v - I| - ^ ln \x - 2| + ^ ín fx - 3] - lú\x + 3| + C 

Exercícios 8.6 {página 553)_ 

4 4 

1. fórmulá (60): -x + - In |3v - ! | + C 


+ C 


3. Fónnula (65): i ln 

I 


x 


5 + 2x 


+ C 


5. fónnula (102): -(v - í)(2v + 3) V3 + C 

b I 


I 

7. Fórmyia (108): — ln 

¿ 

9. Fórinula (69): ^ 3n 


JA - 3v - 2 
74 - 3v + 2 
v + 4 


+ C 


A - 4 


+ C 
3 


II. Fdrinula (73): - vT -3 - - In \x + /r* - 3| + C 

2 2 
V 

7 


13. Fórniiilíi (.95): - /a- + 4 - 2 ln (a + v'v 2 + 4) + C 


x r 


x 


15, Fórmula (74): - v'9 — v 2 + ” arc sen - + C 

2 + v"'4 — v - 


17. Fórmulá (79): +4 - v 2 - 2 ]n 


v 


+ C 





















































































Respostas dos Exercícios ímpares R25 


19. 

21. 

2X 

25. 

27. 

29. 

31. 


u j . síín 7 a I . 

i-ormula (38):-- + ~ scn a + C 

14 2 

.v 4 

Fórmula (50): ■—14 In x - 11 + C 
16 

e -2x 

Fúrmula(42): [—2 skci(3a) - 3cos(3a)T + C 

h tht 
3 í¡) 2 
</w 


( / H Ji 

): - / ——— 
2 J (4 - 3 


Fórmula (62) 

Fónnula (68): - ( - 
3 j ít 

Fúrmula (76): ™ jf —= 


1 

4 

7-—— | 1 ii 

4 - 3t lx 

] 8 

4 - 3e 2 * 



+ c 


2 +4 3 

<iu E 


1 3 ■Jx 

— t ÚJC tíí —-h C 


- 9 


= ~ In \2x -h v'4a- - 9[ + C 


I f it^ 1 

Férmula (81); - / - — —.v-v’ 2 - 4x 4 

4 J Jz~^ 4 


+ - arc sen ( v2..r + C 



33. Fónnula (26): 

33. 

37. h = scn 3 a\ Fórinula (67): 


4 

1 I 

m - íí í7n — - In jr + - scn(2 In x) + C 

4 


a(26): J scn 2 dí 

¡ f 1 

Fómiüla (31); - / m; 11 du — —(—2x — l)íf 
4 J 4 

■u 


+ c 


H(íí+ I) 


39. 

41. 


= i(—! 

3 \&en 3.v + 1 

h - 4.r h Fórmula (70): - / . . = JL | n 

8 / sí~ - I 16 


scn 3 a 
áen 3a + I 


+ C 


4.v- - I 

+ I 


+ C 


h = Fórmula (74): -1 

a 



3 — n 2 íÍk = ™ e rlf v' : 3 — 4c- v 


43. it = 3.m Fórniala (112) 


' 5 JJ¥< - 


3 /2e* 

+ — arc sen I 


dtt — 

23 


4 

IRv - 5 
36 


v'5-v - 9.V- 


+ C 


utc scn / ióó_5 i _¡_ c 


\ 5 


45* 

47, 

49. 

51* 

53. 

55. 


) 

u - 2x\ Fórmuki (44): j' h scn h dti — scn 2x — 2x cos 2.v + C 

u = — V-f* Fómmla(5l): 2 J ttd* du = — 2(*Jx + l)t ,-v ^ + C 
a- + 6 a — 7 = f.v + 3) 2 - 16, tt — .v + 3* Fónnulíi (70): 

h 


I 

= - In 


16 8 


.v- I 
x + 7 


v' - 4.v - 5 = (.v - 2 f - 9; w = x - 2. Fomiula (77): 
rr + 2 


/ 


___ í/h = -- v'5 + 4 r v - x 2 + 2arc scn 

V9 - ti 2 

u = vTl, |tv - 2? n + |(..v 2) 3/2 + C 


(+H 


ii = v'-V 1 + I, 

í í 2í 2 

- j «”(«“ - 


57. u = 


i lá = i tI > + i) 5íl -!(. , + i)« + c 

3 tt 2 


it = A 1 ' \ / —;- díl — - \ft jA 2 ^ — I ¡ + C 

/ tt s — H 2 


59. 

61. 

63. 

65. 


u = x U4 


•*/ 


I 


,1/4 


H(l -H) 


í/h — 4 En 


-*i«i 


+ C 


if = ,v l/É . 


■ / —— du = 2a j/2 + 3a 1/3 + ÓA ,/6 + 6 lu Jj ,/6 - 11 + C 

J a - 1 


U = v ; I + .V 


/ 




] ) fíll = ™ (1 + X 2 ) m - ( 1 + A 2 ) ,/3 + C 


I + 




I - 


1 + tt 


T + 


2 f 

—V -t f/tf = í — 

ff 2 l+H 2 / H 


I 


+ ¡ 


f/ff 


] + tt’ 


67 . 


— In | tg (a/2) + M + C 

/ du = - colg (F/2) + C 

J I — cosw 7 tr 


**■ / 


2« 


2h 


1 + íC 3 + 


f I - [f 
7 utt r ~ 
u ¿ J 2 u 


du 


I + fr' I + fr' I — H r 


- “ 1» ! tgU/2)] - ^ tg 2 (A/2) + C 


71. x = 
77. V= 
Sl. L = 


4r 


— 73, /1 = 6+^ sen f 75, A = ~ ln 9 


J + 

.títt-2) 79. V = 2,7(1 -4íT 3 > 

- \/65 + | ln{8 + >/65) 83, 6 = 2 t[ \/5 + ln( 3 + v^2)| 

91. ^ cos 3i x sen iv + C 
93. -iín¡l +j- y | + C 



► Exercícios 8.7 {págína 566)_ 

1. val o]" eAíito = 14/3 px 4,666666667 
(u) 4,667600663*! /;'„ | fcJ 0*000933996 
(b) 4,664795679* J E r \ *¿ 0.00 í 870988 
(c> 4*666651630* | E s \ fe 0.000015037 
3* valoi exalo = 2 

(a) 2,008248408* | E M \ w 0*008248408 
(IV) 1,983523538* | ¿ r ] as 0,016476462 
k) 2*000109517. | /I v ¡ w 0.000109517 

5. valor csalü = r 1 e - 4 sa 0.349563802 

(a) 0,348256371 * | E Xf \ * Ü.ÜO ] 307431 
(10 0.3521S160 7, \ Ej I - Ü,0ü2617 Sü4 
(c> 0,349579366* \E S \ = 0*000015563 

7- £a) 1^1 < ^0/4) = 0,002812500 

(b) [/¿>| < j^n/4) = 0*00*5625000 

(c> |£.v|< tt/-*/—t()J/) 6) *» 0.000(26563 

180 X. KF 

!>. (a) \t' M \ < ^>(1)-0.012919282 

7T* 

(b) [Crl < j—(1)^0.025838564 

(c) -¡7 + 77T (I) te 0.000170011 
180 x 1Ü 4 

IL (a) \Em\ < 0*004138644 

(b) |AV| < ¿(c" ] ) R* 0.008277287 

(c) í^si < siüTÍí J ' c ) w 0,000049664 

13. (a) h = 24 (b) n = 34 (c) 2u - 8 

15. (a) t¡ = 36 (b) « = 51 (c) 2/t = S 

Í7. (a) u = 644 (b) fr = 9l0 (c)2h = 2S 

19. #(x) = ¿.v 2 - |a + || 21. 0*746824948; 0,746824133 

23, 1,5115] 8748; 1.515927 ¡42 25. 0*805376152; 0*804776489 

27. (a) 3,142425985. | 4 [ ^0*000833331 
(b) 3, ] 3992*5989,1 £, \ = 0*001666665 
(c> 3,141*692614* | | sí 0*000000040 

29, S u - 0,693147984, | C, | ík 0*000000803 = 8.03 x ] 0" 7 
31. tf = 116 35. U 3*820187624 37, 1071 E x% 39. 37,9 mi 4L 9,3/ 
43* (a) max | /Tv) ¡ rs 3,844880 (b> u=l8 (c) U,9Ü4741 
45- (a) max | / Jh (j) | sí 42*551816 (b) 2h = 8 lc) 0*904524 







































































R26 Cálculo 


Exercrcios 8.6 {págrna 576) _ 

1. (a) huprópría; doscorniiuiEíladu infinka cm.v - 3 (b) nao-imprópria 

(c) imprópria, d.cüccnuinuiclado inílnítaom x - 0 
íd) iinprópria. intcrvalo infiniío dc intcgra^-ao 
(e) imprópria; intcrvalo iníiníto dc intcgraíao c dcscontimiidadc infini- 
ta e in x =1 (F) nüo- i 11 iprópri a 

X m S . ln 2 7. \ 9. 11. { 13. divcrgcnte 15. í) 

17. ílívergciitc 19. divergente 21. ?r/2 23. 3 25. clivcrgetite 

27, | 29 + divergcntc 31. 2 33 + 2 35 + { 

37, (a) 2.7265S5 (b) 2,804364 (c) 0,219384 (d) 0,504067 39, 32 
41. -i 43. I 45. (a) V-xfl (b) S - tt[V 24- ln(l + s/2)] 

47, (b) \Je (c) É convcrgcnte. 53 + ~ " (] -- ) 

V Vr l +«-/ 

7 1 2 
55. (b) 2.4 x ÍO mi - Ib 57, (a) — (b) (c) 


e~* 


- 61 + (íi) 1.047 

.v“ ,v-’ j 

65. 1,809 67. (a) r(L) - I (e) ! (2) - L 1(3) = 2, f(4) = 6 

69, (b) 3.37078 segundo 

Capitulo 8. Exercídos de Revisáo (página 580} 


í. ¿ (4 + 9 + )- V2 + C X -f cos J/i tt + C 5. ¿ tg '(.r : ) + C 
7. ía) 2arc (V.t/2) + C; —2 arc son(,/2 — x/ ,/5) + C: 
nrc scn (a - I) + C 

+ C 11. jr ln(2.x + 3) — x + ^ ln(2x + 3) + C 


9, 


xe 


-.i 




13. (4x 4 - I 2 j 3 + 6) sen(lv) + (S.r - Í2 jc)cos(2jc) + C 
15. scit 100 + C 17. - I cos 3-\; + 2 eosx + C 

J 9. — 4 (2jt ) cüs 2.v — -■ eos 2x sen 2.v + jj x + C 
21. ^ arc scn 0/3} - C9 - x 1 + C 23. lu ]x 3- yf x* - 11 + C 
-w/i' 2 + 9 9 ln(| V.v 2 + 9 + A'|) 

jmmJm J ~ “■ ’ ~ ‘ “P L- 


27. i|n 


29. 4Jf" — 2 a + 61n |x + 2| + C 
31. In ]jc + 2| + 


x 


1 


+ 4 


+ C 


5 4-C 


a + 2 (x + 2) 2 

. ,,,,, cosléx cos2x 
35, Fórmula (40); -■—-—- + ——- + C 

32 4 

37. Fórmub (113): ¿(8.v“ 2r - 3) v’.v ■ .v 2 4- j^arc scn (2t — 1) + C 
39. Fórmula (28): 4 tg 2t - .v + C 
41 . valor exaí o - 14/3 ^4,666666667 

(a) 4.667600663. \E fif \ 0.0009339% 

(b) 4,664795679, [E T \ 0.001870988 

(c) 4,666651630. | E s I - O.OOOÜ 15037 

43, (a) ]E m \< (1/4) = 0.002812500 

(*J> |/ír| < ^(1/4) = 0,005625000 


(c) ¡¿+1 £ 


243 


(15/16) - 0,000126563 


180 jí 10 4 

45, (a) n-24 (b) ^ - 34 (c) n = S 47 + 1 49 + 6 

-i _« -- x 


51. e 53. ít-T r/2 55. 


+ C 


3>/3 + .t 2 

1 9 

59, - sen'2.v-scn' 2x + C 

6 lu 

2 3 

61. —c 3-1 cos 3.v + — r 2-1 scn ^ 

63. -¿ln|x- l| + ^ln[A- + 2| + 1 L| í i|v-3t + C 


57. — - - m 2 
32 2 


65, 4- jr 67, !n 


-/NTT- 3 


3T \/3 

+ C 69, — + — --.1 
12 2 


e' + 1+1 

7 1 . \/ r v~ + 2.t + 2 + 2 Eti ( v'iv"- + 2.v + 2 + x + 1) + C 
1 


73 , 


2(T + I) 


► Exercfdos Apéndice A (págtna A1) _ 

I, (a) “jr (b)^T (c) 2 jT (d)|^?r 
3, (a) 1 2 D (b)(270/jr) ¿ (c) 2SS' {tl)540 D 



scn & 

CO.fi 9 


cossec 0 

fiee 9 

COtg 0 

(£t) 

■/24/5 

2/5 

'Í2I/2 

5/V21 

5/2 

2/V2Í 

(b) 

3/4 

97/4 

3/V7 

4/3 

4/5(7 

97/3 

(C) 

3/9T0 

1/VT0 

3 

910/3 

VTo 

1/3 


7. sén d = .WTÓ. cos 0 = 1/VTÓ 9, tgtf = vTT/2, cossecí)— iA/2T 

M. 1,8 



0 

sen 0 

cos 0 

tg 0 

cofisec 0 

sec 0 

cotg 0 

(a) 

225* 

-1/V2 

-uE 

l 

-V2 

-+ 

1 

(b) 

-210* 

1/2 

-VT/2 

-u-E 

2 

-2/V3 

-E 

(ei 

5t/3 

-V3/2 

1/2 

-E 


2 


(d) 

-3t/2 

1 

0 

—* 

E 

*— 

0 



scn 0 

cos 0 

|g 0 

eossce 0 

sec 0 

cotg 0 

(a) 

4/5 

3/5 

4/3 

5/4 

5/3 

3/4 

(b) 

-4/5 

3/5 

-4/3 

-5/4 

5/3 

-3/4 

(c) 

1/2 

-V3/2 

-i/\5 

2 

-2 /E 

-E 

(d) 

-1/2 

Vj/2 

-1/-/3 

2 

2/E 

-E 

(e) 

1+2 

l/\'2 

1 


E 

I 

[flj 

1/\Í2 

-1/V2 

-1 

E 

-E 

-1 


17. (a) 1,2679 (h) 3,5753 

19. 



scn 0 

Cos 0 

tg0 

cossec 0 

sec 0 

cütg 0 

(a) 

af 3 

1/9 - út/3 

a/N - a 1 

3/íí 

1 

i-j 

\’9 - fl-/ [■; 

(b) 

íiNíi 2 + 25 

5/Vtr + 25 

ív/5 

\V; 2 + 25/iv 

VíT' + 25/5 

5/íí 

(e) 

\-a : - ]¡n 

l/a 

Vñ 2 - ! 

flA'ñ 3- 1 

;2 

j/\v? 2 - 1 


21. (a) 3?r/4 ± - 0, J, 2,.... 

(lí) jt/3 ± 2;í.tt c 5t/3 ± 2;i.t + n = (), 1,2,.,. 


23. (a) jt/ó ± ;T.T, ;í = 0, J, 2,.,. 

(li) 4 tt/3 ± 2/jst e 5 jt/ 3 ± 2;¿n, n = 0, 1,2,... 


25. (a) 3 tt/ 4 ± ;i = 0, 1,2*.. 
(1>) jt/6 ± h.t, ;; = (), 1,2,... 


27. 


29. 


31. 


33, 

37, 

43. 

47. 


(a) jT/3 ± 2;ijt e 2 t/3 ± 2iit. íi s(), J, 2,... 
fb) jt/6 ± 2;(t e 1 I.t/6 ± 2nt, w =0, I, 2,... 

sen ó - 2' 5. cosfl = -V2Í/5. tg0 = -2 /v/TT, 
co.ssee 0 = 5/2, sec 0 = -í/V'TT. eotg i9 =—VT 

(a) 0 = + ht. n =0, I. 2.... (I>) 0 = t/2 ± ;lt, ;? =0. 1. 2,... 
(c) 0 = ±njr. h = 0. L,2.... <cl) 0 = ±;lt, ?i = 0, 1, 2,,.. 

(c) // = ji/2 ± ;?jt, ;í = 0, 1,2..,. 

(t) 0 = ± ;?t. ;? = 0. 1. 2..,. 

(ü) :2n/3 cm (Lj) I 0tt/ 3 ém 35, I 


2 jt - 0 _ , , ■v’+rd 

- A (b) - 




íl 


/? 39 + £fV3 41, 9,2 pés 


ía) - 

2j7 2t 

/;- d (tg [í - ig a) 45. (a)4\/í/9 (b)-| 

scñ 3/í = 3 scit 0 cos" 0 - scn : 0, cos 30 = cos' 0 - 3 scn 0 cos t) 


6 1 , íal cos 0 (b) - scn 0 (c) - ces & (d) scn 0 

69, (a) 153* (b) 45° (e) II7 Ü (d) 89° 71. (a) 60" (Lj) 117* 


► Exercícios Apéndice B (págrrta B1) 

1. (a) q(x) = v + 4.v + 2, jt(.v) = -1 l.v + 6 
íb) £/(.t> = 2.v' + 4, rí.v) = 9 
(c) íjTi'.v) - .t' L - jv : + 2x - 2. /j.t) = 2t + J 



























































































































Respostas dos Exercícios ímpares 


R27 


3, (a) q(x) - ?x' + 6a +■ Eí, K.c) - ] 5 

(b) q(x) = x" - 5x + 20.v - 100. r(x) = 504 

(c) í/Cv)- j 4 + i + a' + x+ ¡ .ít.v)-0 


X 

0 

f 

-3 

7 

p(x) 

-4 

-3 

101 

5001 


7„ ía) ¿/(a) - x 2 + ólv + ] 3, r - 20 (b) tf(x) - x 2 + 3j - 2. J' - -4 


9. (a)±i.±lili4,±&. ±8. +12 t ±24 

(b)±l,±2, ±5 f ±l0. ±^±J.±|,±ip (c)±1, ±17 

il r ÍJC+Í )(x - l )(x - 2} IX (x + 3) ? U + 3) 

15. (x + y)(x + 2){x+] )%x-y) 17, —3 19, -2, - 1 ± ^3 

21. -2,2,3 23, 2.5 25. 7cm 
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